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数学 奥林匹克 是 起 步 最 早 、 规 模 最 大 、 类 型 多 种 ,层次 较 多 的 一 项 学 科 竞赛 活动 ， 
多 年 来 的 实践 表明 :这 项 活动 可 以 激发 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,焕发 青少年 的 学 习 趣 
情 ,吸引 他 们 去 读 一 些 数学 小 册子 ,促使 他 们 寻找 机 会 去 听 一 些 名 师 的 讲座 ;这 项 活动 
可 以 使 参与 者 眼界 大 开 , 跳 出 一 个 班 \ 一 个 学 校 或 一 个 地 区 的 小 圈子 ,去 与 其 他 “高 手 ” 
互相 琢磨 ,激励 并 培养 他 们 喜爱 有 挑战 性 数学 问题 的 素养 与 精神 ;这 项 活动 可 以 使 参 
与 者 求知 欲望 大 增 ,使 得 他 们 的 阅读 能 力 、 理 解 能 力 、 交 流 能 力 、 表 达能 力 等 诸 能 力 与 
日 俱 进 .这 是 一 种 有 深刻 内 涵 的 文化 现象 ,因此 , 越 来 越 多 的 国家 或 地 区 除 组 织 本 国 或 
本 地 区 的 各 级 各 类 数学 奥林匹克 外 ,还 积极 地 参与 到 国际 数学 奥林匹克 中 . 

我 国 自 1986 年 参加 国际 数学 奥林匹克 以 来 ,所 取得 成 绩 举世 公认 ,十 多 年 来 一 直 
保持 世界 领先 的 水 平 . 其 中 ,到 2007 年 止 ,湖南 的 学 生 已 取得 10 块 金牌 ,3 块 银牌 的 好 
成 绩 . 这 优异 的 成 绩 ,是 中 华 民 族 精神 的 体现 ,是 国人 潜质 的 反映 ,是 民族 强盛 的 希望 ， 
为 使 我 国 数学 奥林匹克 事业 可 持续 发 展 ,一 方面 要 继续 吸引 越 来 越 多 的 青少年 参与 ， 
吸引 一 部 分 数学 工作 者 扎实 地 投入 到 这 项 活动 中 来 , 另 一 方面 要 深入 研究 奥林匹克 数 
学 的 理论 体系 ,要 深入 研究 数学 奥林匹克 教育 理论 与 教学 方略 ,研究 数学 奥林匹克 教 
育 与 中 学 数学 教育 的 内 在 联系 .为 此 ,在 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 领导 的 大 力 支 持 与 
热情 指导 下 ,2003 年 ,湖南 师范 大 学 成 立 了 “数学 奥林匹克 研究 所 ”. 研 究 所 组 建 近 一 年 
来 ,我们 几 位 教授 都 积极 投身 到 研究 所 的 工作 中 , 除 深 入 进行 奥林匹克 数学 与 数学 偶 
林 匹 克 教 育 理论 研究 外 ,还 将 我 们 多 年 积累 的 辅导 讲座 资料 进行 了 全 面 、 系统 的 整理 ， 
以 专题 讲座 的 形式 编写 成 了 这 套 专 题 研 究 丛 书 ,分 几何 、 代数 、 组合、 数论 、 真 题 分 析 五 
着 ,这 些 丰 富 、 系 统 的 专题 知识 不 仅 是 创新 地 解 竟 赛 题 所 不 可 或 缺 的 材料 ,而 且 还 可 激 
发 解 竞赛 题 的 直觉 或 灵感 .从 教育 心理 学 角度 上 说 ,只 有 县 备 了 充分 的 专题 知识 与 还 
辑 推 理 知识 ,才能 有 目的 、 有 方向 、 有 成 效 地 进行 探究 性 活动 ， 

由 于 这 套 从 书 篇 幅 较 大 ,2009 年 又 进行 了 修订 ,有 些 部 分 可 能 整理 欠 完 善 , 甫 请 专 
家 、 同 行 和 读者 不 音 指 正 . 
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第 一 章 ” 梅 涅 劳 斯 定理 及 应 用 


【基础 知识 】 
梅 涅 劳 斯 定理 设 4', B,C' 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC, C4, 4B 或 其 延长 线 上 的 
i BA’ .CB’ .AC’ _ 
友 , 坷 A’,B ,C' 三 把 共 线 , 则 元 r BA'CB=1: 0 
B! 
CC! 
4 
7 
(a) (b) 
图 1-1 


证 明 如 图 1-1(a), 过 4 作 直 线 4D// C4' 交 BC 的 延长 线 于 刀 , 则 
CB _CA’ 4C _ DA’ 故 

BA AD'CB A'B’ 

BA .CB AC _ 24 .CD4 |] 

AC BA CB AC A'D AB 


刻 冯 便 呈 愉 卫 届 湾 负 则 入 奖 0 


注 “此 定理 的 证 明 还 有 如 下 正弦 定理 证 法 及 面积 证 法 . 
正弦 定理 证 法 设 BC'4 =a, 人 CBh'=B, 人 人 BhA'B=7Y, 在 人 BA’C 中 ,有 人 


sina 同 理 , CB' -siny 4C - Sin ,此 三 式 相 乘 即 证 . 


面积 证 法 由 名 = 34ce ,名 人 = 5 = 2 一 人 人 人 全 情人 


Sagac Sa vap Sagac + Sn ann 


‘ Se 
篇 = Se ,此 三 式 相 乘 即 证 . 
梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 设 4' ,B,C' 分 别 是 全 ABC 的 三 边 BC, C4 , 4B 或 其 延长 
线 上 的 点 ,车 
多 * 左 "化 = © 
则 4',B',C' 三 点 共 线 . 
BA’ CB’ AL 


证 明 设 直 线 4'B' 交 4B 于 C, 则 由 梅 湿 劳 其 定理 ,得 到 和 6G" 记 4" 扫 =1 


AC BA CB CB ~ CB- 
A AC) CC r A ~ . pe 
又 由 合 比 定理 , 知 = AB : 放 有 4C1 = AC’ ,从 而 Ci 与 入 重合 ,有 4 ,BB a 


点 共 线 . 

有 时 ,也 把 上 述 两 个 定理 合 写 为 : 设 4',B’,C' 分 别 是 全 ABC 的 三 边 BC ,C4,4B 所 

在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 4 ,有 , C' 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 

B4' .CB' .4C' _ |] 

AC BACB 

上 述 作 与 四 式 是 针对 入 4BC 而 言 的 ,如 图 1 一 1(b), 对 于 全 C'BA’ ,个 B'CA’ .全 AC'B' 

也 有 下 述 形式 的 充 要 条 件 : 

CA.BC.AB | BA.CB.AC _I.AB.CA .BC_ 1 四 
FT BPC ™ IAC BA CB ™ IBC AB CA 

第 一 角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 ” 设 4 ,B',C' 分 别 是 全 ABC 的 三 边 BC, C4 ,4B 所 

在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 4',B',C' 共 线 的 充分 必要 条 件 是 

sin BAA’ .sin 人 4CC .sin CBB’ Se @ 


证 明 如 图 1-2, 可 得 


AC Samc 44'*ACsinLAAC m 
_ AB 'sin BAA’ 
~ AC'sin A'AC 
同 理 CB' -BC'sin CBB’ 4C' _ AC'sin/ ACC’ B 5 4 
"BA AB'sin BBA’'CB BCsin/ CCB: 图 1_2 
以 上 三 式 相 乘 ,运用 梅 涅 劳 斯 定理 及 其 逆 定 理 , 知 结 
论 成 立 . 
第 二 角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 ” 设 4' .8 .C' 分 别 是 入 4BC 的 三 边 BC、C4 .4B 所 
在 直线 上 的 点 ,点 0 不 在 人 4BC 三 边 所 在 直线 上 , 则 4 .有 、C' 三 点 共 线 的 充 要 条 件 
是 


2 — 


Sasor _ BA’ 
证 阴 如 图 1 -3, 由 Gs = 7G ,有 
sin BOA’ OC. BA’ 


sin A'OC 08 AC: 
同 理 ,sm COB' _ 04 . CB' sin/AOC’ _ 0B.AC’ 

Bin 有 BO04 OC B'A’'sin COB O04 CB: 
于 是 sm BO4 ,sin 一 COB' ,sin AOC’ _ BA’ .CB’ 


oo | 


4C 
C'B 


故 由 梅 涅 劳 斯 定理 知 4 、8'、C' 共 线 人 "53 .42 -= 1. 

从 而 定理 获 证 . 

注 《1) 对 于 @、@ 式 也 有 类 似 @ 式 的 结论 ， 

(2) 于 在 上 述 各 定理 中 , 若 采用 有 向 线段 或 有 向 角 , 则 四 ,@、@.@、.@ 式 中 的 右 端 


芍 为 -1 加 .四 .@ 式 中 的 角 也 可 以 按 @ 或 @ 式 中 的 对 应 线段 记忆 .特别 要 注意 的 是 三 
边 所 在 直线 上 的 点 为 一 点 或 者 三 点 在 边 的 延长 线 上 . 


【典型 例题 与 基本 方法 ) 


1. 恰当 地 选择 三 角形 及 其 截 线 ( 或 作出 截 线 ) ;是 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 关键 
例 1 如 图 1-4, 在 四 边 形 4BCD 中 ,人 入 4BD, 人 人 BCD, 人 ABC 的 面积 比 是 3:4:1, 点 
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商 下 村 局 司 下 账 泛 滞 同 入 片 9 


别 是 4C 和 CD 的 中 点 . (1983 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
AM D 
证 阴 设 4r = 后 =r(0<r<1),4C 交 BD 于 E， 
Saapn : Sapp : Sa = 3:4:1, N 
BE_1 AE_3 
BDp™7’AC™7 
AM AE ._3 
EM AM-AE_ AC AC_' 7 7r-3 9 
MC AC-AM AM 1-r 7-7r. 图 1-4 
l- ac 


sq ESE 


M,N 分 别 在 4C, CD 上 ,满足 4M: 4C = CN: CD ,并 且 B, M,N 共 线 .求证 :M 与 N 分 


又 因 B8, 前 ,NN 三 点 共 线 ,可 视 BMN 为 人 CD 的 截 线 , 故 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 
CN.DB.EM_| 即 _ .7.7r-3_1 
l-r 1 7-7r 
化 简 整 理 , 得 6r-r-1=0， 


解 得 r= 方 ,r= - 枉 ( 含 去 )， 


故 用 与 N 分别 是 4C 和 CD 的 中 点 . 

例 2 如 图 1-5, 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 一 B4D ,在 CD 上 取 一 点 玖 ， 

BE 与 4C 相交 于 下 ,延长 DF 交 BC 于 6G. 求证 :GAC = EC， 

(1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 记 人 BAC= CAD=0,/GCAC=a,/ EAC -= A 

8, 直线 GFD 与 人 BCE 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 4 
BC CD EF S ange , Sascp ， Sa sgF 


] = 一 一 。 一 一 。 一 一 一 


CC DE FB Sa yer en es 
AB'sin(0 — a) AC* sind AF * sinf 


ie 


AC:sina AE*sin(0 -8B) AB'sind 
_ sin(0 ~ a)"sinB 
sina ‘sin(0 — 8B) 
sin(0 ~ a)'sinB = sin(8 ~ B) sina, 图 1-5 
BN sing'cosa'sinp8 - cos0 sina ' sinf = sinG "cosB' sina — cos0 ' sin sine, 
亦 即 sinb'cosa'sin8 = sin0'sing'cosBeysin(a -Pp) =00a -B= kn, 且 只 可 能 为 0， 
故 一 GC4C = EA4C. 
例 3 设 EF 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 BC、CD 上 的 点 , BF 与 DE 交 于 点 已 . 若 
BAE = FAD, 则 LZ BAP= /CAD. 
证 明 如 图 1-6, 只 需 证 得 当 4F 关于 B4D 的 等 角 线 交 BE 于 PP 时 ,B、P、.F 共 


引 


线 即 可 . 
事实 上 ,B、P、F 分 别 为 人 CDE 三 边 所 在 直线 上 的 三 点 , 且 
4 不 在 其 三 边 所 在 直线 上 . 


勾 LFAD= LEAB, LDAP= /BAC,/ PAE =/ CAF, 


由 第 二 角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
Sin EAB sin CAF sin DAP _ | 败亡 .pF 三 点 共 线 . 


一 


B EE C 


注 当 4C 平 分 LB4D 时 , 即 为 1999 年 全 国 高 中 联赛 题 . 图 1-6 

2. 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 用 ( 逆 定 理 的 应 用 ) 与 迁 用 ,是 灵活 应 用 梅 氏 定理 的 一 种 方法 

例 2 另 证 如 图 1-5, 设 8B,G 关 于 AC 的 对 称 点 分 别 为 B' ,CG', 易 知 4,D,B' 三 点 
共 线 , 连 FB', FG' ,只 须 证明 4,E,G' 三 点 共 线 . 

设 和 EFB’ =a LDFE= LBFG= LB'FG' =B,LAFD= /GFC= /LCFC:Y, 则 
DA .BE .CE SA pp Sa ep Sarec _ FD"siny . FB’ sin 
MB OO RD dam San Be ‘sin(B+Y-a)” FC'siny 


FC'sin(P + Y=-0)_) 
FD sin ba 


对 公 CB'D, 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 4,E,C' 三 点 共 线 . 歼 人 人 CAC = 人 EAC. 
注 在 图 1-5 中 ,* 式 也 可 为 sin(180? - f-7y), 车 B' 在 4D 的 延长 上 , 则 * 式 为 
sin(B+Y+a). 
例 4 如 图 1-7,©0, 与 ©0, 和 人 4BC 的 三 边 所 在 的 3 条 直线 都 相 切 ,5, 下,G， 
日 为 切 点 ,直线 EG 与 FH 交 于 点 PP. 求 证 : PA.L BC. (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 法 1 过 4 作 4D BC 于 DD, 延 长 D4 交 直 线 HF ji 
于 点 已 .对 入 48BD 及 截 线 FHP' 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AH .DP 
由 BF = BH, 有 ED: i 


显然 01, 4, 0: 三 点 共 线 , 连 0,E, 016, 0,F， 
O2 吾 , 则 由 0,E/AAD/ OF, 有 和 人 4C0,m 人 450, ,从 而 
DE _A0! AG mAH _AG 


i 


DF 4A0, AH’™ FD™ ED-: 


_ AH.DP’ _ DP’'.AG _ DP’.AG.CE 
XCE= C6. 则 1= 负 "PRPA 疯 = PA 人 ' 亢 : 


对 全 ADC ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 P',G,E 三 点 共 线 , 即 已 为 直线 EG 与 
FH 的 交点 . 故 点 己 与 点 P 重合 ,从 而 网 LBC. 


备 卫 全 辣 全 于 性 潍 洒 同和 计 交 0 


汀 吾 便 呈 忆 玉兰 洋 调 同和 谭 让 O 


与 人 ADC 的 三 边 延 长 线 都 相交 ,分 别 应 用 (选用 ) 梅 混 劳 斯 定理 ,有 


证 法 2 延长 PA 交 BC 于 D, 直 线 PHF 与 人 4BD 的 三 边 延 长 线 都 相交 ;直线 PGE 


AH.BF .DP _ DP AG.CE 
HB' FD PA 'PA ‘C0 ED 


AH BF AG.CE 
上 述 两 式 相 除 , 则 有 和 镶 " 而 = 优 " 亢 


4C _ DE 
而 HB = BF, CE = CC, 于 是 生 = 人 8 , 即 4 = pF: 


连 0,G6,01E,014,0,4,0,H,0,.F, 而 01,4,0;, 共 线 , 则 0GJ_ 6C,0,H1 BH,， 


且 和 0,4Gw 人 A 人 0,4H, 从 而 14 4 =- 4 = 疏 , 于 是 4D//01E. 故 AD 上 EF, 即 PALBC. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


梅 涅 劳 斯 定理 是 三 角形 几何 学 中 的 一 颗 明 珠 , 它 蕴含 着 深刻 的 数学 美 ,因而 它 在 
求解 某 些 平面 几何 问题 ,特别 是 某 些 平面 几何 竞赛 题 中 有 着 重要 的 应 用 . 
1. 寻求 线段 倍 分 的 一 座 桥梁 
例 5 已 知人 4BC 的 重心 为 C, 叶 是 BC 边 的 中 点 ,过 G 作 BC 边 的 平行 线 交 4B 边 
于 六 , 交 AC 边 于 Y, 且 XC 与 68 交 于 点 0,YB 与 GC 交 于 点 P. 证 明 : 公 MPQO 中介 ABL. 
(1991 年 第 3 届 亚 太 地 区 竞赛 题 ) 
证 明 ”如 图 1- 8, 延长 8G 交 AC 于 NN, 则 NN 为 4C 的 中 点 ， 


由 了 ABC， 知 笃 = 化 =2， 而 2 = 方 ， 
对 全 ABN 及 截 线 XOC ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AX.BO.NC _,.B80.]1 _ 
ee =2" 拘 " 方 =1, 故 BQ= QN， 


从 而 MO/ A4C， 且 MQ= 广 CN CV = 二 4C， 


同 理 , MP/ 4 , 且 MP= 寺 4B. 
由 此 可 知 , /PWMg 与 之 BAC 的 两 边 分 别 平行 且 方向 相反 ,从 而 人 PMQ = 么 BAC， 


4 = ,故人 MPQOPAABC. 
例 6 人 4BC 是 一 个 等 腰 三 角形 ,4B = 4C,M 是 BC 的 中 点 ;0 是 AM 的 延长 线 上 
的 一 点 ,使 得 0B 上 4B; 0 是 线段 BC 上 不 同 于 B 和 CC 的 任意 一 点 ,在 十 线 4B 上 ,FF 


在 直线 4C 上 ,使 得 ,0Q,F 是 不 同 的 和 共 线 的 .求证 : 


专 题 研 究 系 列 


( 工 ) 大 00 | EF, 则 QF = OF; 

(了 [) 者 QE = QF, 则 00J EF. (1994 年 第 35 届 IMO 试题 ) 4 

证 明 (I ) 如 图 1-9, 连 08,OF,DC. 由 001 EF, 易 证 0， 
E,B,Q 四 反共 圆 ,0,C ,下 ,OO 四 点 共 圆 . 则 一 OFEO = 一 080 = 
人 0CQ = 人 0F0 ,因此 0k = OF. 故 OE = OF. 

( 卫 ) 由 48B= A4C, EQ = QF, 对 全 AEF 及 截 线 BOC 运用 梅 湿 


劳 斯 定理 ,有 1 = 个. Or 全 = SE ; 即 BE = CF. 于 是 可 证 


RtA OBE 2 Rt 人 OCF ,得 OF = pe 00.L EF. 
例 7 在 凸 四 边 形 48CD 的 边 4B 和 BC 上 取 点 E 和 下 ,使 线 图 1-9 


段 DE 和 DF 把 对 角 线 4C 三 等 分 ,已 知 Ss = Sa = 二 Sw ,求证 :4BCD 是 平行 四 


边 形 . (1990 年 第 16 届 全 俄 竞赛 题 ) 
证 明 如 图 1-10, 设 DE, DF 分 别 交 4C 于 已 ,0, 两 对 角 线 
交 于 M. 要 证 4BCD 是 平行 四 边 形 , 若 证 得 4M = MC (或 PM = 
MQ), 且 BM = MD 即 可 . 
由 Sawpe = Saor,， Sa = Sawo (等 底 等 高 )， 知 Saagp = 


Seom ,而 4P = CQ, 故 有 EP/ AC, 从 而 朋 = BE， 


对 全 BAM 及 截 线 EPD ,和 A BCM 及 截 线 FOD ,分 别 应 用 梅 湿 劳 
斯 定理 ,有 


BE AP MD 

EA'PM'DB=! 山 
BF.CO.MD _| 

FC OM =1. @ 


由 四 ,@ 两 式 相 除 得 打 = 中 
而 4P= CO, 故 PM = MQ, 即 有 AM = MC. 
此 时 ,又 有 Pe = 方 Sac. 
9 BE AP MD 1 2 MD 
又 由 Dap = 二 Suacp , 知 BE = EA, ,于 古山 式 可 写 为 所 PW DB = 了 本 了 78 =1， 


即 有 DB =2MD, 亦 即 BM = MD. 
故 ABCD 为 平行 四 边 形 . 
2. 导出 线段 比例 式 的 重要 途径 
例 8 在 人 4BC 中 ,44 为 BC 边 上 的 中 线 , 44, 为 BAC 的 平分 线 , 目 交 BC 于 
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| 


让 
林 
匹 
克 
' 
的 
儿 
条 
站 
是 


次 隔 语 冯 想 开 归 沪 考 回 入 目 O 


4, , 玉 为 44| 上 的 点 ,使 而 ;V 4C .证 明 44, 上 KC. (1997 年 第 58 届 莫 斯 科 竞 赛 题 ) 
证 明 如 图 1-11, 延 长 CK 交 AB 于 D, 只 须 证 4D = 
AC. 


由 44, 平分 人 BAC， 有 4 = pi D 
| K_ 4142 
A z 
注意 到 BC = 24， A 及 截 线 DKC 运用 梅 涅 劳 


AD BC AIK AD.,. 4 . 故 2 = 2A A, 由 合 比 定理 有 
42C” ， 


24 A, + AsC a 4 A, + BA BA, 
A 由 为 处 = 儿 :、 @ 
由 全 ， @ 式 有 4 = 全 , 故 4C = 4D 
例 9 给 定 锐角 人 4BC ,在 BC 边 上 取 点 4 ,4:(4; 位 于 4 与 C 之 间 ), 在 C4 边 上 
取 点 B , B,(B, 位 于 Bi 与 4 之 间 ), 在 4B 边 上 取 点 Ci, C:(C: 位 于 Ci 与 已 之 间 ) ,使 
得 一 44, 4 = 一 4444 = 一 有 ,有 B = 一 BB;B = 二 CCC = 一 CC Ci 直线 441, BB 与 
CC, 可 构成 一 个 三 角形 ,直线 44,, BB, 与 CC; 可 构成 另 一 个 三 角形 .证 明 : 这 两 个 三 
角形 的 六 个 顶点 共 圆 . (1995 年 第 36 届 IMO 预选 题 ) 
证 明 ”如 图 1 - 12, 设 题 中 所 述 两 个 三 角形 分 别 为 

入 UVW 与 信和 7. 
由 已 知 条 件 , 有 个 AC, Cw 他 4B,B, 公 BA,Am 人 人 BCC,， 


AC, AC BA4, AB CD BC 
从 CB,Bim 人 A 人 C414 ,得 26, = 46 ' BC, = BC’ tH =- 杞 ' 此 


AC'! , BA, .CB, _ 


三 式 相 乘 得 4 BC Ch, = 人 
对 人 44,B 及 截 线 CUC, ,和合 44; C 及 截 线 BXB, ,分 别 应 
用 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 
AU AIC BC A,X AB, CB 
UA CB CCA; 2 WBC BA ®) 
AU AX 
OD, 名 ,加 三 式 相 乘 化 简 ， 得 0 = = . 故 UK/ BC. 


同 理 , WX/ CA .故人 AUX = 一 444 = 一 BBB = 人 BWX. 


专 题 研 究 系 列 


从 而 点 荆 在 全 UVW 的 外 接 圆 上 

同 理 , 可 证 得 Y,2 也 在 全 UVYW 的 外 接 贺 上 .证 毕 . 

例 10 如 图 1-13, 以 全 4BC 的 底 边 BC 为 直径 作 半圆 ,分 别 与 边 48,4C 交 于 点 万 
和 ,分 别 过 点 D,E 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 依 次 为 『, 6, 线段 DG 和 EF 交 于 点 及. 求证: 
AM | BC. (IMO - 37 中 国 国 家 队 选 拔 赛 题 ) 

证 法 1 设 直线 4M 与 BC 交 于 有 , 连 BE, CD, 则 知 A 
BEC = 人 BDC = 90°, 直线 FME 与 人 AHC 相 截 ,直线 CMD 
与 全 ABH 相 截 , 迭 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

AM HF CE ,) AM HG BD 


MH FC “EA™ lMH'CB DA-=! 
FH _ CF:AE:BD 
两 式 相 除 ,得 HC = CE BC AD DB 
在 RtA DBC 与 Rt 人 EBC 中 ,有 
CF CD 


CD = BC FC, BE" = BC BG, 即 FG = 7 将 其 代 人 QD 式 ,得 
FH CD * AE* BD 四 
HG BE: CCE. AD 


CD _ AD 
又 由 全 ABEwA 人 ACD, 有 BE = AE: 


将 其 代 人 @ 式 ,得 2H= 5D:BD Save _ DF _ DM J 而 ,MH/ DF 


而 DF | BE, 则 MH BC, 故 AM | BC. 
证 法 2 作 高 妇 , 连 BE, CD, 则 BDC = 90° = BEC, 于 是 , DF = BD sin/B -= 
BC'cos/ Bsin/ B, EG= BC'ecos/ C-sin/ C. 
CM _ EG coss Crsin C _ AB cos CC 


oo oo 一 


MD FD cos/ B'sin BB AC cos/ BB 
Xx BH = AB*cos/ B, HG = AE cos CC, 


人 


HC ™ AE*cos TC ™ AD'cos FC’' NEG MD -AD' MiG WD AB =1 
对 公 BGD 应 用 梅 湿 劳 斯 定理 的 道 定理 , 知 万 , M ,4 三 点 共 线 .由 4 要 | BC, 知 
AM | BC. 
例 11 如 图 1-14, 设 点 7, 吾 分 别 为 锐角 和 人 4BC 的 内 心 和 重心 ,点 B,C 分 别 为 
边 4C ,4 的 中 点 .已 知 射线 B11 交 边 AB 于 点 B,( B, 六 B) ,射线 CIAC 的 延长 线 
于 点 C，，B,C, 与 BC 相交 于 天 ,4; 为 人 人 BHC 的 外 心 . 试 证 :4,1,4, 三 点 共 线 的 充分 必 
要 条 件 是 人 BKB, 和 人 入 CKC, 的 面积 相等 . (CMO - 2003 试题 ) 


BH. GM _ AB 1 BH. CH .DA 


半 林 说 近 要 和 尾 泛 沿 轩 入 净 O 


亲生 全 二 全 五 性 涟 沁 则 泛 自 OO 


三 角 函 数 式 中 ,用 4、B8、C 分 别 表示 三 内 角 . 


分 析 首先 证 4,1,4i 三 点 共 线 es 人 BAC = 

设 0 为 人 4BC 的 外 心 , 连 BO ,C0, 则 和 BOC = 
72/ BAC. 双 A BHC=180 -BAC, 因 此 ,人 BAC = 0 

。B ,万 ,0,C 四 点 共 贺 

4 在 A4BC 的 外 接 圆 镍 0 上 

< 与 44， 重合 一 4 ,7 4， 三 点 共 线 . 

其 次 ,再 证 S a gkp, = Sa cre, BAC = 60?. 并 在 


证 法 1 设 入 4BC 的 外 接 圆 半径 为 ,CI 的 延长 
AC! DI CC 


线 交 4B 于 D, 对 全 ACD 及 截 线 C1C, ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 CT 元 "EC4= = 1 . 


AC: AB 
注意 到 CID = 4D - 4C1 = 福生 BC - 


Hsin Cisin B=A.R 
_ AB(AC - BC) sinC(sinB — sin4)- R_ 2 2 
2AC+ BC) | sinB + sinA A-b 9, 
0 
， B-A 
CD SI 
4C 的 A-8B 


人 “5 
而 1 sind MDC -一 2 -一 2- .由 四 式 ， 有 -CC -大 .CD _ 
Di ™ AD ™ sinZ ACD 人 CA™ DI AC, = 
I sin 
,， B-A 8 
.2 ”从 而 po. a 
C A CA = C 
od 2 
如 . 玉 . 1 
S11 AB B.D ,ed 
ee AD AB,-bD | 2 2. 
注意 到 CB, = C= A-B’AB™ AB; = A-B 
pp 站 
2sin 4 .sinB EY: 4-B 
2 i 2 
RD A 和 
和 7 人 Eee 主干 人 
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4 有 .4C 用 
由 BKB, 5 CKC, < OA ABC Sa AB AC, 1 ,注意 外 ,图 二 4sin 7 = 1, 且 4 


为 锐角 BAC = 60°. 
证 法 2 如 图 1 ~ 14, 设 直线 杂交 BC 于 F, 直 线 BB, 交 CB 的 延长 线 于 .对 


全 ACF 及 截 线 B, 大 ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ， 有 名" 全 元 ss 出 


又 由 4B, = B,C 及 角 平分 线性 质 , 即 有 由 = 外 = 从 = 1530. 


Fi 0 
令 BC=4a,AC= 6b,4B=c, 则 地 = a 


所 = EF _ _ EF 
由 区 式 ,有 记 = , 即 藉 = CE - EF -brosa: 


ab a:b 
| 三 
而 CF ; 则 EF (b+e~a)lb+t+c) 


又 BF= ,BE = EF - BF = 人 2 二 < (由 题 设 知 a > c) 
EF ab 
A pp 全 


对 人 4BF 及 埠 线 友 , 忆 ,应 用 梅 混 劳 斯 定理 ,有 党 .各 .33 = 1， 


三 HBE a-e . AB AB,+B,B e+p-e 
将 加 式 代 人 上 式 ,得 万- A EF b 本 AB, AB, = Bb © 


eo 
同 理想 -= © 


C 


一 .， 


AB:*A 
由 SAaia， Ackc © SA 一 an,c, © AB, -AC- A = 1, 注意 @， D2 


Fr 
e+e a =b? +0- beesL BAC =60°. 


注 例 11 还 有 其 他 证 法 , 太 可 参见 笔者 另 文 《关于 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 第 一 
题名 《中 等 数学 和 2003 年 第 6 期 ). 

例 12 如 图 1 - 15, 凸 四 边 形 4BCD 的 一 组 对 边 B4 与 CD 的 延长 线 交 于 对, 且 
AD XBC ,过 M 作 截 线 交 另 一 组 对 边 所 在 直线 于 矿 ,L, 交 对 角 线 所 在 直线 于 环 Wy 
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离 卫 诗 产 要 手心 沟 相 由 入 站 O 


Ps 

‘MH ML MH ML’ 

证 明 设 4D 与 BC 的 延长 线 相交 于 0. 公 BML 和 
入 CML 均 被 直线 40 所 截 , 迭 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

BA _ HL.0B 站 CD _HL.OC 四 


一 


AM ~- MH LO’ DM MH 1O’? 
由 中 ' LC + 名 :了 UL, 得 
BA CD HL.0B:LC+ OC:BL A 
LM + Ht pM = MH 10 3 # 
注意 到 ”0B: LC + 0C: BL = BC LO (直线 上 的 托 勒 迷 图 1-15 
.BA ,pr 三 

定理 ) , 则 图 式 变 为 7C' 订 + 有 TY = BC 由 

又 由 BD 截 入 ICM 和 AC 截 人 LBM, 迁 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 BC .元 = BL* 条 ,BC- 
LH AB 
HM- AM 


将 此 结果 代 人 四 式 整 理 , 即 得 欲 证 结论 . 

注 、 当 AD/ BC,@ 式 显然 成 立 , 故 仍 有 结论 成 立 . 此 题 是 二 次 曲线 蝴蝶 定理 的 推 
论 . 

3, 论证 点 共 直线 的 重要 方法 

例 13 如 图 1-16, 公 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC , C4,4B 于 点 D,E,F, 点 针 是 
入 ABC 的 一 个 内 点 ,会 了 BC 的 内 切 圆 也 在 点 DD 处 与 BC 边 相 切 ,并 与 CX ,XB 分 别 相 切 
于 点 了 ,2 .证 明 ; EF2ZY 是 圆 内 接 四 边 形 . (1995 年 第 36 届 IMO 预选 题 ) 

证 明 由 切线 长 定理 , 知 CE = CD = CY,， 
BF = BD = BZ,AF = AE, XZ = XY. 

设 BC 的 延长 线 与 FE 的 延长 线 交 于 了 ， 
对 从 ABC 及 截 线 FEP ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

AF BFP (CE AF BP.CE 


l= FB°PC EA™ EA'PC FB 

好. 有 PC XZ .BP.CY 

-YX PC 2B 2B PC YX: 

对 全 XBC 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 ， 1- 16 

知 Z,Y,P 三 点 共 线 , 故 由 切割 线 定理 有 PE': PF = PD”*, PY* PZ = PD”， 
从 而 PE: PF = PY' PZ , 即 EFZY 是 加 内 接 四 边 形 . 


例 14 如 图 1-17, 公 ABC 中 ,A 内 的 旁 切 圆 切 人 4 的 两 边 于 4A, 和 4, , 直线 
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专 题 


414, 与 BC 交 于 4;; 类 似 地 定义 Bi,B,,B, 和 CC ,C: ,求证 :4; ,8: ,Ci 三 点 共 线 . 

证 明 由 切线 长 定理 , 知 44, = 44: , BB, = BB,， 
CC = CC,. 对 和 4B0 与 直线 CC，4 4 4，， 
B, B, 8B; 分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


_ AC; . BC: . CC1 _ AGs BC， 
“0B CL CA CH CA 


= 一 一 "| ， 


有 4 8 BC BA BC 
上 述 三 式 相 冬 ,有 


“|: 


设 O0, 切 4B8 于 K,O0, 切 4C 于 工 , 则 由 BB, = BB,, 可 得 BC, = BK= 方 (BC - 


KB,). 同 理 BLC = CL = 广 (Bi Cs - LC1). 又 由 两 内 公 切 线 长 相等 , 即 KB, = LC,, 故 


BC: = BIC. 同 理 , C4, = 4C , 4AB, = A,B. 

从 而 全 守 " 肛 训 " 恒 =1, 故 对 人 4BC 用 梅 湿 劳 斯 的 逆 定理 , 知 4;, B,C, 三 点 
共 直 线 . z 
例 15 如 图 1-18, 设 入 4BC 的 三 边 BC, C4, 48 所 在 的 直线 上 的 点 DD,E,F 共 线 ， 
并 且 直 线 4D, BE, CF 关于 人 人 A, 人 B, 人 C 平分 线 的 对 称 直线 4D', BE', CF 分别 与 
BC, C4 ,4B 所 在 直线 交 于 DD ,FEF',F', 则 D' ,EF' ,也 共 线 ， 

证 明 对 一 4BC 及 截 线 FED 应 用 第 一 角 元 形式 
的 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

sin BAD sin CBE sin ACF 1 


sin DAC sin EBA sin FCB -= 
由 题 设 知 , 人 CAD’ = BAD, DD'’AB = /DAC, 


ABCP = LACF, LF'CA= /LFCB, /ABE'= /CBE, PD i 6 


一 BBC= 一 FFB4, 从 而 有 图 1-18 
sin CAD’ .sin ABE’ sin BCP -1 即 
sin DAB sin/ F'BC sin FCA™ ， 
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sin BAD’ sin CBE’ sin 4CF 
sn DAC sin E'BA sn FCB- 


故 由 第 一 角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 , 知 D', EF' ,FF' 共 线 . 
例 16 在 筝 形 4BCD 中 ,4B= AD,BC = CD. 过 BD 上 的 一 点 P 作 一 条 直线 分 别 交 
AD 、BC 于 五 下 ,再 过 点 P 作 一 条 直线 分 别 交 AB、CD 于 G、H. 设 GF 与 EH 分 别 与 BD 


Pl _P) 
交 于 1.J, 求 证 : 节 = 总， 


证 明 如 图 1 - 19, 过 B 作 4D 的 平行 线 交 直线 EF 于 
E' ,再 过 B 作 CD 的 平行 线 交 直线 GH 于 下 , 则 

/EBP=/EDP=/PBG,A HBP=/ HDP= /PBF. 

进而 了 于 BG = 人 HBP - /GBP = /PBF - /PBE' = 
EBF. 

所 以 sin PBH’ .sin GBI . sin FBE’ _ sin FBP ， 

sin HBG sin/ IBF sin/ EBP sin/ FBF 

sin” GBP sin FBE' ] 
sin/ PBF sn PBG -~ 

叉 厂 、T、E' 分 别 为 会 PGF 三 边 所 在 直线 上 的 点 , 且 点 B 不 在 全 PGF 三 边 所 在 的 
直线 上 .由 第 二 角 元 形式 的 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 HT、E' 共 线 . 

于 是 ,由 人 PBE' HA 人 PDE, 作 PHBWwA 人 PHD. 有 E'H'// EH. 


PI_PE'’_PB WPI _PI 
因此 ,六 = PE = pp 改 


PB PD 
注 当 PB = PD,P 为 BD 中 点 时 , 即 为 1989 年 12 月 冬令 营 选 拔 赛 试题 ， 
例 17 如 图 1 -20, 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ,其 边 48,DC 的 延长 线 交 于 点 P, AD 
和 BC 的 延长 线 交 于 点 0 ,过 0 作 该 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 ,FF. 求 证 : P,E,F 二 
点 共 线 . (CMO - 12 试题 ) 
证 明 设 圆 心 为 0, 连 00 交 EF 于 IL, 连 ID, 4, 0D， nA 
04 , 则 由 切割 线 定理 和 射影 定理 ,有 
QD' 04 = QF = QL 00, 从 而 D,L,0,4 四 点 共 圆 , 即 有 
01D = .DAO = 0D4 = O14, 亦 即 0L 为 人 LA4D 的 内 角 
一 47D 的 外 角 平 分 线 . 
又 EF] 00, 则 本 平分 人 ALD. 


设 EF 分 别 交 4D, BC 于 M,N， TR 


同 理 ,页 = 前 
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于 是 DM _ AM AM+DM_ AD _ Ch _ DN _ 
DO 40 A0+D0 “DO+AG'C0 BO BO+ CO’ 
DA 240 ON 2 

所 以 ,=1+ 凶 =1+ 代 人 -人 250. 


直线 PB4 与 A CCD 的 三 边 延 长 线 相交 , 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 1= 筷 oe 本 


CP .DM ON 
PD MO CN - 
对 全 QCD 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 , 知 P, 刘 ,N 三 点 共 线 .所 以 P,E,F 三 点 
共 线 ， 
【模拟 实战 】 
习题 A 
-2 4C _ 1 


bh 


LN 


[| 


交 AC 于 点 ,求生 


.在 局 4BCD 中 ,E,F 分 别 是 4B,BC 的 中 点 ,4F 与 CE 相交 于 G,4F 与 DE 相交 于 万 ， 


求 4H: HG: GF. 


. 卫 是 全 4BC 内 一 点 ,引线 段 APD, BPE 和 CPP, 使 万 在 BC 上 ,正在 4C 上 ,下 在 4 


上 .已 知 4P=6, BP =9, PD =6, PE =3,CF =20, 求 人 ABC 的 面积 . 
(第 7 届 AIME 题 ) 


. 设 凸 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C 和 BD 交 于 点 只 ,过 M 作 4D 的 平行 线 分 别 交 4B， 


CD 于 点 ,下 , 交 BC 的 延长 线 于 点 0,P 是 以 0 为 圆心 ,以 OM 为 半径 的 圆 上 一 点 ， 
求证 : /OPF = OEP. (1996 年 全 国 初中 联赛 题 ) 


:已 知 D, 玉 分 别 是 全 4BC 的 边 4B,4C 上 的 点 , 且 4D:DB= CF:F4=2:3, 连 DF 交 


BC 边 的 延长 线 于 点 E, 求 EF: FD. 


: 设 DD 为 等 腰 RitA4BC( 一 C=97) 的 直角 边 BC 的 中 点 ,EE 在 4B 上 , 且 4E: EB =2:1, 求 


证 : CE | AD. 


: 在 全 4BC 中 ,点 M 和 NN 顺 次 三 等 分 4C, 点 针 和 了 Y 顺 次 三 等 分 BC ,AY 与 BM, BN 分 


别 交 于 点 5S, 民 , 求 四 边 形 SRNM 与 人 4BC 的 面积 之 比 . 


.上 ,FF,G,H 分 别 为 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 4B, BC, CD, D4 上 的 点 ， 者 En， BD, FG 


三 直线 共 点 , 则 EF, 4C, HC 三 直线 共 点 或 平行 . 
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讶 相关 之 要 并 虱 太 汪 同 涉 辣 O 


侍 囊 全 喧 轩 于 刁 洋 记 加 广 玛 0 


9. 设 环 ,了 ,2 分 别 是 和 48C 的 边 CB ,C4 和 Bh 延长 线 上 的 点 ,又 陨 ,YB 和 2C 分 别 是 
从 ABC 外 接 圆 的 切线 .证 明 : 夺 ,Y, 2 三 点 共 线 . (1989 年 新 加 坡 竞 赛 题 ) 
10. 求证 :三 角形 两 角 的 平分 线 与 第 三 角 的 外 角 平 分 线 各 与 对 边 所 在 直线 的 交点 共 线 . 
11. 已 知 直 径 为 48 的 图 和 图 上 一 点 革 , 设 ,ts 和 ty 分别 是 这 个 图 在 4,B8, 半 处 的 切 
线 , 设 Z 是 直线 4AX 与 is 的 交点 ,了 是 直线 BX 与 的 交点 .证 明 ; YZ ,tx ,4B 三 直 

线 共 点 ， (第 6 届 加 拿 大 竞赛 题 ) 

12. 已 是 口 4BCD 中 任 一 点 ,过 P 作 4D 的 平行 线 分 别 交 AB, CD 于 E,F, 又 过 PP 作 4B 
的 平行 线 ,分 别 交 4D , BC 于 C, 刀 .求证 :48 ,CE ,DP 三 线 共 点 ， 

13. 在 全 4BC 中 , 44| 为 中 线 , 44, 为 角 平 分 线 , 下 为 441 上 的 点 ,使 MA 4C. 证 明 : 
AA4, | KC. (第 58 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 

14. 直线 1 交 直 线 OX ,OF 分 别 于 4,B8, 点 C 与 DD 是 线段 4B 两 侧 的 直线 1 上 两 点 , 且 
C4 = DB .过 C 的 直线 CKL 交 0X 于 K, 交 0Y 于 L; 过 DD 的 直线 交 OX 于 以 , 交 0Y 
于 NNN. 连结 ML 和 KN , 交 直 线 1 分别 于 E,F. 求 证 : AE = BF， 

15. 设 四 边 形 4BCD 外 切 于 一 圆 ,E,F, 6G, 上 8 分别 是 4B,BC, CD, DA 边 上 的 切 点 , 若 直 
线 HE 与 DB 相交 于 点 MM, 则 MM,F,6 三 点 共 线 . 

16. 设 PP 为 作 ABC 的 内 点 ,过 点 P 的 直线 1, m,n 分 别 垂直 于 4P,BP,CP, 若 1 交 BC 
于 Q,m 交 AC 于 R,n 交 4B 于 5, 证 明 ;0Q,R,S 共 线 . (IMO - 28 预选 题 ) 

17. 已 知 合 4BC 的 BC 与 它 的 内 切 圆 相 切 于 点 下 .证 明 : 该 圆 的 圆心 0 在 BC 与 4F 的 两 
个 中 点 用 ,NN 的 连 线 上 . 

18. 已 知 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 0, 对 角 线 4C, BD 相交 于 点 0, 过 0 分 别 作 直线 
AB, BC , CD, D4 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 EE,F, 6G, 日 .求证 : E8, BD, FC 三 直线 共 点 或 
互相 平行 . 

19. 设 4BCD 为 圆 外 切 四 边 形 ,又 4B, BC, CD, D4 与 该 圆 的 切 点 为 FE, 下 , C,H. 求 证 : 
AC ,BD ,EG, FH 共 点 . 


习题 B 


1. 已 是 呈 4BCD 内 一 点 , MN, EF 分 别 过 P, MN/ 4D 且 分 别 与 4B, CD 交 于 点 M,N， 
EF // 4B 且 分 别 与 D4 , BC 交 于 点 ,下 .求证 ; ME , FN, BD 三 线 共 点 ， 

2. 在 全 04B 中 ,一 408 为 锐角 ,从 48 上任 一 点 站 作 MP104 于 P,MOL0B 于 0, 点 
H 是 全 0PQ 的 垂 心 , 求 当 点 M4 在 线段 48B 上 移动 时 ,点 上 H 的 轨迹 . (IMO -7 试题 ) 

3, 在 正人 4BC 的 边 BC, C4, 4B 上 有 内 分 点 DD,E,F 将 边 分 成 3:(n -3)(n >6), 线 段 


AD, BE, CF 相交 所 成 的 全 POR( BE 交 AD 于 P, 交 FC 于 0Q) 是 人 ABC 的 面积 的 疯 
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2 


= 


Go 


时 , 求 n 的 值 . (1992 年 日 本 奥林匹克 预选 题 ) 


.在 全 4BC 中 ,一 4 = 90?, 点 也 在 4C 上 ,点 在 BD 上 ,4E 的 延长 线 交 BC 于 F. 若 


BE: ED =2AC: DC , 则 /A ADB = 一 5DC. 


-已 知 点 上 ,Di,D; 在 全 ABC(4B > 4C) 的 边 BC 上 ,一 ED = 一 C4D EF AD, 交 


AB 于 忆 ,又 与 C4 的 延长 线 交 于 Ci, EF,/ AD, 交 AB 于 ,又 与 C4 的 延长 线 交 于 


6,. 求 证 :好 = CC CC (《 数 学 通报 ) 问 题 1353 题 ) 


. 圆 外 切 四 边 形 4BCD 中 , 4B, BC, CD, DA 边 上 的 切 点 分 别 为 P,0,R,S.AD 与 BC 


的 延长 线 交 于 点 ,4B 与 DC 延长 线 相交 于 点 下 .求证 ;( 工 )4C, BD, PR,05S 四 线 共 
扩 ;( 卫 )AC, EF, PQ, RS 四 线 共 点 ;( 肛 ) BD, EF, PS, QR 四 线 共 点 (假定 BD zz EF). 


: 者 唔 四边形 的 对 角 线 4C 与 BD 互相 垂直 , 且 相 交 于 E, 过 EE 点 分 别 作 边 4B, BC， 


CD ,下 的 答 线 , 垂 足 依 次 为 P,Q,R,5, 并 分 别 交 CD,DM ,4B, BC 边 于 P',0’',R’, 
5S' ,再 顺 次 连接 P'0’, O'R'.R'S’, S$’P’, 则 R'S’// P'Q’// AC;R'Q’/ P'S’/ BD. 
(IMO - 22 试题 的 推广 ) 


. 面积 为 1 的 人 4BC 的 边 4B,AC 上 分 别 有 点 DD, ,线段 BE, CD 相交 于 点 P. 点 D,E 


分 别 在 4B ,4C 上 移动 ,但 满足 四 边 形 BCED 的 面积 是 人 PBC 面积 的 两 倍 这 一 条 件 ， 
求人 PDE 面积 的 最 大 值 . (1992 年 日 本 奥林匹克 题 ) 
4BCD 是 边 长 为 2 的 正方 形 , 天 为 48 的 中 点 ,FF 是 BC 的 中 点 , AF 和 DE 相交 于 7， 
BD 和 AF 相交 于 五. 求 四 边 形 BEIH 的 面积 . 


10. P 是 凸 四 边 形 ABCD 所 在 平面 上 一 点 ,APB, BPC, 了 /CPD ,一 DP 的 平分 线 分 


别 交 AB, BC, CD, DA 于 点 K,L, M,N.(I ) 寻 找 一 点 P, 使 KLMN 是 平行 四 边 形 ; 
( 卫 ) 求 所 有 这 样 的 P 点 的 轨迹 . (1995 年 世界 城市 际 联赛 题 ) 


11. 人 4BC 中 ,4B > 4C,4D 为 内 角 平 分 线 , 点 EE 在 人 4BC 的 内 部 ,有 EC | 4D, ED/ 


AC ,求证 :射线 4 平分 BC 边 . (《 数 学 教学 问题 536 题 ) 


12. 设 入 有 A414,4， 为 非 等 采 三 角形 ， 内 心 为 FE CA(i = 1,2,3) 为 过 i 与 4,4;, 和 4.4;,z 相 


切 的 小 圆 ( 增 加 的 下 标 作 模 3 同 余 ) ,五 = 1,2,3) 为 图 Ci 利 Ci,z 的 男 一 交点 .证 
明 ; 公 41B1T, 全 4,B,1, 合 4;ByI 的 外 心 共 线 . (IMO - 38 预选 题 ) 
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洲 酝 说 忆 于 所 性 潍 相同 入 着 O 


册 
林 
: 
的 
儿 
各 
问 
题 


a i 


ME 


第 二 但 ” 塞 瓦 定理 及 应 用 


【基础 知识 】 
塞 瓦 定理 设 4', B',C' 分 别 是 人 ABC 的 三 边 BC, C4, 4B 或 其 延长 线 上 的 点 ,车 
A4'，BB', CC' 三 线 平行 或 共 点 , 则 "名 人 =1. 0 


证 明 如 图 2-1(b)、(e), 若 44' ,8B' ,CC 交 于 一 点 已 , 则 过 4 作 BC 的 平行 线 , 分 


别 交 BB', CC' 的 延长 线 于 D,E, 得 -34C_ 


BA AD'C'B BC 
又 由 下 -4 了 _4C 有 砍 - 人 向 


eg PA EA 
从 而 型 ,C .4 AD.BC.A_) 


AC BACB EA AD' BC- 
右 44 ,BB', CC' 三 线 平行 ,可 类 似 证 明 ( 上 略 ). 


图 2-~1 


BA’ .CB A Scam, Soe Si 
GPA CB 到 ro Se "Sam 1 由 证 . 


(2) 点 PP 常 称 为 塞 瓦 点 . 
塞 瓦 定理 的 逆 定 理 ” 设 4',B8’,C' 分 别 是 人 入 ABC 的 三 边 BC, C4 ,4B 或 其 延长 线 上 


的 点 ,者 


4 .CB .4C _ 
AC'BA' CB © 
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则 44’, BB’ , CC 三 直线 共 点 或 三 直线 互相 平行 ， 

证 明 车 44' 与 B88’ 交 于 点 P, 设 CP 与 4B 的 交点 为 C , 则 由 塞 瓦 定 理 , 有 
BA’ CB’ 4C B4 CB’ AC’ AC! AC’ pnAC! AC’ 
AC BA “CB 1: 又 已 知 有 pwrG*PrA4 “C=1; 由 此 得 G6 广 = 0 吉 : 即 了 一 AB , 环 即 
4C = AC', 故 CC 与 C' 重 合 , 从 而 A4', BB’', CC’ 三线 共 点 . 


pp AC’ A'C ; 
者 44'// BB', 则 名 和 = 着 ”人 代 人 已 知 条件 , 有 pr = “7 ,由 此 知 CC'/ 44' , 故 
AA’/ BB’// CC . 
上 述 两 定理 可 合 写 为 : 设 4' ,有 ,C' 分 别 是 和 4BC 的 BC, C4 ,4B 所 在 直线 上 的 点 ， 
则 三 直线 44, BB', CC 平行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 人 人 ,人 = 1 ® 


角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ” 设 4',B’,C' 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC, C4 ,48 所 在 直线 上 
的 点 , 则 三 直线 44’, BB’, CC' 平 行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 


和 = 一 mm 


i 
EH A Sw ™ ACrainZAAG’ BA = AB-sin I FBA' Ch = 
天 :SA ,三 式 相 滋 ,再 运用 寒气 定 理 及 其 逆 定 理 ， 知 结论 成 立 . 
注 在 上 述 各 定理 中 , 若 采 用 有 向 线段 或 有 向 角 , 则 @ .@ .@ 式 的 右 端 仍 为 1 特 


别 要 注意 的 是 三 边 所 在 直线 上 的 点 或 者 两 点 在 边 的 延长 线 上 ,或 者 没有 点 在 边 的 延长 
线 上 .( 式 中 的 角 也 可 按 @ 式 的 对 应 线段 记忆 . 


推论 设 41, B,C 分别 是 人 4BC 的 外 接 圆 三 段 弧 BC, C4, 4B 上 的 点 , 则 44 ， 
BB , CC 共 点 的 充 要 条 件 是 
21 .CB .4Ci = 并 


证 明 如 图 2-2, 设 入 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R, 44, 交 BC 于 c 
A',BB| 交 C4 于 B',CC 交 4AB 于 C' .由 4,Ci,B,4,,C,B, 六 点 
共 圆 及 正 荡 定 理 , 有 -4 _ 28'sin 人 BAA| _ sin 少 BAA' 


同 理 .C8! _ sn 人 CBB’ AC! _ sin/ ACC’ 
"BA 


三 式 相 乘 ,并 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定 理 即 证 . 


为 了 使 读者 熟练 地 应 用 塞 瓦 定理 ,针对 图 2- 3 中 的 点 4.B、.C.D、E.F, 将 其 作为 . , 
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篇 耳 全 福 导 于 律 潍 沁 同和 渤 疾 O 
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对 从 ACE 及 点 五 有 


ll 
Ee 
地 


对 全 CDE 及 点 4 有 


ll 
j= 
by 


iE 
= 
™ 


对 全 ADE 及 点 C 有 人 


对 人 ABD 及 点 严 有 和 


8 SR SI SY SS 
| 
Le | 
| 
[| 


图 2-3 
对 全 ACD 及 点 E 有 


胃 


对 全 ADF 及 把 号 有 


中 
一 


对 人 4BF 及 点 D 有 cs 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 恰当 地 选择 三 角形 及 所 在 平面 上 的 一 点 ,是 应 用 塞 瓦 定理 的 关键 
例 1 四 边 形 两 组 对 边 延长 分 别 相交 , 且 交 点 的 连 线 与 四 边 形 的 一 条 对 角 线 平行 . 
证 明 : 另 一 条 对 角 线 的 延长 线 平分 对 边 交 点 连 线 的 线段 . (1978 年 全 国 高 中 竞赛 题 ) 
证 了 明 如 图 2 - 4, 四边 形 4BCD 的 两 组 对 边 延 长 分 别 交 
于 E,F; 对 角 线 BD/ EF ,AC 的 延长 线 交 EF 于 C， 
对 全 AEF 及 点 C ,应 用 塞 瓦 定理 ,有 
EC FD AB 3 


二 一 |， 


GF DA BE 
AB_AD C 


S 
SE 
外 


EC , | 
得 FF =1, 即 BC = CF .命题 获 证 . 


例 2 如 图 2-5, 锐 角 和 4BC 中 ,4D 是 BC 边 上 的 高 , H 是 线段 4D 内 任 一 点 , BH 
和 CEH 的 延长 线 分 别 交 AC ,AB 于 EE 下. 求证 :人 EDH = FDH. 
(1994 年 加 拿 大 奥林匹克 试题 ) 


证 法 1 对 入 4BC 及 点 瑟 , 应 用 塞 瓦 定理 ,有 全 .5 各 = 1 D 


过 4 作 POV BC ,延长 DF ,DE 分 别 交 PO 于 P,Q, 则 D4 P00, 有 个 APF 吧 介 BDF,， 
个 AQE 中 人 CDE ,从 而 


FDH. 


AF _E4A 
PA=£5' BD,A0 = FDC. 


而 由 中 ,有 入 "BD = 褒 *DC, 故 PA= 40. 
由 此 知 4D 为 等 腰 公 A4PO 底 边 Po 上 的 高 ,故人 /EDH.= 


证 法 2 对 全 4BC 及 点 万 应 用 塞 殉 定理 ,有 
AF BD.CE Semr BD Saoc 


-FB Dc FEA- a DC Saom 


= pp. 6 AD sm FADE = tn LADF cot/ ADE,. 


即 tan 人 ADE = tan 人 ADF ,由 锐角 性 质 知人 EDA = FDAh .类 似 地 ,对 公 ABE 及 截 


线 FHC 或 对 和 4FC 及 截 线 BHE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 也 可 证 得 有 人 EDA = 人 FDA. 


注 将 此 例 中 的 平角 BDC 变 为 钝 角 , 则 有 如 下 : 
例 3 如 图 2-6, 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 BAD .在 CD 上 取 一 点 已 


BE 与 4C 相交 于 下 ,延长 DF 交 BC 于 CG. 求证 :GAC = EAC. 


有 


(1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 连 肪 交 AC 于 如 ,对 全 BCD 及 点 下 ,应 用 塞 瓦 定理 ， 


cc al pg_4p 以 Cr. 如 .如 
GB AB’'EC CT: 所 以 厂 AD CT i 
从 而 , CT = CJ. 


x CIN AB, CIN AD, 有 LACI=180°- LBAC=180°- LDAC= AC. 

因此 ,全 4CI 号 人 4CJ, 即 有 MC= MAC. 

故 人 GAC = EAC. 

注 由 此 例 还 可 变 出 一 些 题目 ,参见 练习 题 第 4.5 及 19 题 . 

例 4 如 图 2-7,BE 是 A4BC 的 中 线 ,C 在 BE 上 ,分 别 延 长 4G， CC 交 BC,4B 于 


D,F, 过 D 作 DN// CG 交 BG 于 N, 全 DGL 及 人 FCM 为 正三 角形 .求证 :人 IMN 为 正三 
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冬 本 言 芒 村 正 怀 太 相同 入 交 


北 瑟 言 己 于- 攻心 泛 泪 同和 水 泪 O 


AF BD CE DC 
FB'DC' BEA! 而 AE = CE, 则 5 = pp: 
CD _NG 

由 DNA CC Bo 


AF NG 
于 是 ,有 商 = BN ,从 而 FN/H 4D , 即 知 四 边 形 DNFG 为 


平行 四 边 形 , 有 人 GDN = 人 GEN. 

XL EDL= /CEM =60°, 则 ZLDN= /NFM. 

而 DN = CF = FM, DL= DG = NF, 和 MA LDN QA 人 NFM, 
有 LN = MN, 了 DNL = 人 NMF .于 是 

MNL = LDNF — (A/DNL+ /MNF)= /DNF - (/ NMF + /MNF) 

= (180° ~ A NFG) - (180° — A NFM) = LNFM -一 NFC 
= MFG = 60°. 

故 全 LMN 为 正三 角形 ， 

例 5 如 图 2-8, 在 一 个 人 4BC 中 ,人 C =2 人 B,P 为 人 4BC 内 满足 4P = 4C 及 
PB = PC 的 一 点 .求证 :4P 是 4 的 三 等 分 线 ， (1994 年 香港 代表 队 IMO 选拔 赛 题 ) 

证 明 用 B 表示 人 4BC 的 度量 , 令 一 PCB = A 
9, 则 A PBC =0, ABP=B-0,/ ACP=2B- 
909, 了 C4AP =x-2(28B -9)( 其 中 注意 4P = 4C)， 
PAB=/A- /CAP=(x-B-C)-[x- 
2(2B -0)]=(xr-38)-(x-4B+20)=B-20. 

对 全 ABC 及 点 P, 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定 
理 , 有 

sinlx—-2(2B -有 si .sin(B-0) 

i 
0 

sin( B—-20) =2sin(B- 0):co0(2B -0)= sin(3B -20) -~ sinB, 
sinB = sin(3B - 20) - sin(B -20)=2c08(2B - 20)*sinB. 


J 


而 sinB 20, 则 cos2(B -0)= 广 . 
因 0<8-0< 有 < 本 (B+C)< 到 , 则 2(B-b)E(0, 秋 )， 


2(B- -0) = 下, 即 B- 0 = 
从 而 CAP =x-2(2B-0)=n-4(B-0)-20 
=3 -20=2(@ -0)=2[(B-0)-0] 
=2(B-20)=2/ PAB. 
故 人 P4B= 广 人 4, 即 4P 是 人 4 的 三 等 分 线 . 


2. 注意 塞 瓦 定理 逆 定 理 的 应 用 以 及 与 梅 涅 劳 斯 定理 的 配合 应 用 
例 6 如 图 2-9, 在 全 4BC 中 ,也 ,已 分 别 是 BC,C4 上 的 点 ,上 且 BD: DC = m:1,CE: 
4 =n:1,AD 与 BE 交 于 FF, 则 人 ABF 的 面积 是 人 ABC 的 面积 的 多 少 倍 ? 


(1984 年 上 海 市 中 学 生 竞 赛 题 ) 
解 连 CF 并 延长 交 4B 于 G6, 对 全 4BC 及 点 下 ,应 用 塞 瓦 定 
理 ,有 .8220.CE _AG. 
"OB DC FA CB 
AG__ 1 mAB_ m+l 
GB mn’ BG mn : 
对 全 AGC 及 截 线 BFE ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
AB.GE.CE _ m+l.GF. _|] . GF_ _m 
BG FC EA mm FC "7 FC m+l 
Se = CR -下 为 所 求 


Sa CC FC+GF m+m+l 

例 7 如 图 2- 10, 在 入 4BC 中 ,BA4C =90°,G 为 4B 上 给 定 的 一 点 (G 不 是 线段 
4B 的 中 点 ). 设 D 为 直线 GC 上 与 C,C 都 不 相同 的 任意 一 点 ,并 且 直 线 AD, BC 交 于 
,和 直线 了 D ,4C 交 于 下 ,直线 EF ,4B 交 于 五 . 试 证 明 交 点 昌 与 D 在 直线 CC 上 的 位 置 
无 关 ， (1990 年 苏州 市 高 中 竞赛 题 ) 

证 明 设 C 分 线段 48 为 定 比 1 ,分 线段 48 为 定 比 4,. 下 证 ¢ 
42 由 4 确定 , 即 当 4 ,8 给 定 后 ,点 # 的 位 置 由 点 6 唯一 确定 . 

在 人 4BC 中 ,由 4AE, BF, CG 交 于 一 点 也 ,应 用 塞 瓦 定理 ,有 


AG BE CF BE CF 
CB EC “FA =1, 即 4 EC FA 1 


对 全 ABC 及 截 线 EFH ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 
AH BE CF BE CF a pe 


he | 


HB'EC FA™ lB hEGB= -1. 图 2- 10 


商 末 言 关 苇 搜 尾 当 油 同 尘 业 Oo 


离 天 襄 忆 要 表 心 冰 垣 四 入 交 O 


N, 则 由 正弦 定理 有 


上 述 两 式 相 加 ,得 (X41 + )2)2C .人 =0. 


从 而 A+X2=0, 即 ,= 一 和 i, 故 AA, 由 Xi 唯一 确定 ， 
因此 ,点 及 与 D 在 直线 CG 上 的 位 置 无 关 ， 
例 8 如 图 2 -11, 设 PP 为 人 人 4BC 内 任 一 点 ,在 形 内 作 射 线 AL, BM, CN ,使 得 


CAL= 人 PA4B, 人 /MBC = 人 PBA, 人 人 NCA = 人 BCP .求证 :4L, BM ,CN 三 线 共 点 . 


证 法 1 设 柜 交 BC 于 L, BM 交 CA 于 M,CN 交 AB 于 


" gl PBA 
同 理 , 2 = 他 和， 
4N AC'sinZ PCB 
NB = BCsinZ PCA * 
将 上 述 三 式 相 飞 , 并 应 用 正弦 定理 ,有 
BL CM AN sin/ PAC sin/ PBA sin/ PCB PC PA PB 


IC MA NB ™ sin PAB sin/ PBC sn PCA™ PA PB PC™ 
由 塞 瓦 定理 的 道 定 理 , 知 柜 , BM ,CN 共 点 . 
证 法 2 设 柜 交 BC 于 L,BM 交 CA 于 有 ,CN 交 AB 于 NN, 直 线 4P 交 BC 于 D, 直 


线 BP 交 AC 于 E, 直 线 CP 交 4B 于 FF. 


对 入 4BC 及 点 已 ,应 用 塞 瓦 定理 ,有 ”信人 = 1， © 


在 全 ABL 和 公 ACL 中 应 用 正弦 定理 ,有 
BL BL AL sin/ BAL. sin/C sin PAC sinC 


IC™ AL IC™ sn sn [IAC ™ sin/ PAB sin/ B 


一 一 


同 理 CHM _AE sin /A AN_BF sin/B 
'MA EC sm/ CNB FA sin/ A 
以 上 三 式 相 乘 , 并 注意 到 中 式 , 有 
BL.CM.AN_DC.AE.BF _| 
IC MA NB BD EC FA 
由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 知 4L, BM, CN 共 点 . 


证 法 3 设 柜 交 BC 于 L,BM 交 AC 于 M,CN 交 AB 于 N, 直 线 4P 交 BC 于 D, 直 


线 BP 交 AC 于 E, 直 线 交 4B 于 下 .对 和 人 4BC 及 点 书 , 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 


由 题 设 人 P4B = 人 CAL, PBA = 一 CBM ,一 PCB = ACN, 则 有 BAL = 一 PdC， 
A ABM = /PBC,/ BCN=./ PCA. 
于 是 sn 和 BAL ,sin CBM sin ACN _ sin 一 PhC sin PBA sin PCB 


二 一 一 一 一 一 zz 一 


对 全 ABC ,应 用 角 元 形式 的 骞 瓦 定理 的 道 定理, 知 4L, BM , CN 三 线 共 点 . 

. 例 9 如 图 2- 12, 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ,其 边 48 与 DC 的 延长 线 交 于 点 P, AD 
与 BC 的 延长 线 交 于 点 8, 过 点 0 作 该 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 和 下 .求证 : P,E， 
下 三 点 共 线 . (1997 年 CMO 试题 ) 

证 明 连 EF 分 别 交 AD, BC 于 M,N, 设 4C 与 BD 
区 于 天 .要 证 P,E,FF 三 点 共 线 ,只 须 证 明 P,K,M 和 PP， 
六 ,天 都 三 点 共 线 ,又 只 须 证 明 4C, BD ,PM 三 线 共 点 ,由 


AB PC DM 


又 直线 0CB 截 人 PD4 ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
入" 地" 人 = 从 而 只 须 证 明代 = 区 
设 图 心 为 0, 连 00 交 EF 于 L, 连 1D ,14 ,0D, 04， 图 2-12 
则 由 切割 线 定理 和 射影 定理 ,有 QD: 04 = 0F = 0L: 
Q0, 即 知 D,L, 0,4 四 点 共 圆 ,有 0LD = 人 D40 = 0D4 = 一 014 ,此 表明 OL 为 
全 MD 的 内 和 角 一 47D 的 外 角 平 分 线 .而 EF | 00, 则 五 平分 ALD .于 是 ， 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 获得 线段 比例 式 的 一 种 手段 
例 10 如 图 2-13, 公 ABC 中 ,也 ,已 分 别 为 4C 和 4B 同方 向 延长 线 上 的 点 , BD 与 


CE 相交 于 P, 且 BD = CE .车 点 PP 满 足 人 AEP -ADP=F( 人 PED -人 /PDE)(k 为 常 | 


数 ), 则 48 = 4C. 


证 明 设 姑 交 BC 于 0, 对 人 PBC 及 其 形 外 一 点 4, 应 用 塞 丽 定理 ,有 敌人 义 ， 


雷 马 言 导 导 生性 洛 滞 同 入 站 O 


四 
宁 
的 
儿 
何 
辣 
是 


PD 
而 BD = 二 So， 


不 妨 设 0C 三 08, 则 PD<PE, 即 有 PC=CE- PE<BD- PD= 
PB ,于 是 Sw pg Sap ;MM Sa gp > Sapee. 

此 时 ,点 五 到 BC 的 距离 不 小 于 D 到 BC 的 距离 , 则 过 EE 作 _/ 
EF // BC 必 交 CD 延长 线 于 一 点 , 设 为 .又 作 公 FBC 的 外 接 圆 DO 
交 EF 于 另 一 点 及 , 则 四 边 形 BCFF' 为 等 腰 梯 形 . 当 48B = AC 时 ,由 
LBFF = 人 FFC = 人 BCA 宇 人 ABC = 人 AEF, 知 Fr' 必 在 线段 EF 图 2-13 
上 .于 是 ,BDC> 人 《BFC 人 BEC( 同 弧 上 的 圆 外 角 小 于 同 弧 上 的 圆周 角 ). 

又 由 PD PE, 知 PED < 人 PDE . 故 结论 获 证 . 

2. 转化 线段 比例 式 的 一 座 桥梁 


证 明 ”如 图 2- 14, 记 5 me = mn = 1 .对 Ah4BC 及 


点 和 ,应 用 塞 瓦 定理 ,有 及 5 各 全 = mml = 1 
对 入 4DC 及 截 线 EMB ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
AM DB CE AM m n=1, 即 


围 2- 14 
入 = (+m)l. 
和 AD _ MD 1 
ME_ 1 
a es El 
MF 1 ml 


a MD ME MF 
三 式 相 加 ,得 rl 


例 12 如 图 2-15, 设 PP 为 人 4BC 内 任意 一 点 , 4P, BP, CP 的 延长 线 交 对 边 BC， 


C4,4B 于 点 D,E,F,EF 交 AD 于 Q. 试 证 : PO<(3-2Y2)4D. 


证 明 令 jF = m, = n,45 = P, 对 人 4BC 及 点 P, 应 用 塞 瓦 定理 ,有 六 5 4 


AF 


FB=™p=1. 
对 全 ADC 及 截 线 BPE ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 Z 
( AP DB DB mm 
BA ph Be =1- 注意 到 Pr = a , 则 有 
AP nm AP _ 和 AP m+l1 
npp m+1™ :py ' 夏 4 = m+tm+l 图 2- 15 
又 对 直线 1P0 坟 A808. 有 如 .4 珊 = 而 化 = n+ 1, 则 个 = mm + m, 故 
= m+ m+l. 


AF .BE .PQ _ eS 
义 对 分 4BP 及 截 线 FQE, 有志 EP “A0 = 1， 即 有 4@ pl(m+m+1) 
] 
而 了 Pi 
Ce4P_ 1 .mt+l 
从 而 4 = AP AD m+t+p+2 m+m+l 
| 1 1 


tl 1+ A + p(m+1)+2 
3 pe 6 
于 是 , Po 三 (3- 2vV2747D. 


其 中 等 号 由 3 + p(m+1) 2 298.p(m+1) =2V5 


中 等 号 成 立时 成 立 , 即 当 且 仅 当 2 = p(m + 1) 亦 即 当 且 仅 当 


m+] 
6 1) = 0 rT =p(m+1), 亦 即 p(m+1) =Y2 时 取 等 号 ， 


此 时 ,m 和 p 之 间 成 为 如 图 2- 16 的 双 曲 线 的 关系 . 图 2- 16 
例 13 如 图 2-17, 已 知 直线 的 三 个 定点 依次 为 4.B、C, 为 过 4、C 且 圆 心 不 在 
4C 上 的 圆 ,分 别 过 4、C 两 点 且 与 圆 卫 相 切 的 直线 交 于 点 P, PB 与 圆 卫 交 于 点 0. 证 
明 :一 4@c 的 平分 线 与 4C 的 交点 不 依赖 于 圆 有 的 选取 . (]M045 预选 题 ) 
证 明 设 人 4QC 的 平分 线 交 4C 于 点 尺 , 交 圆 于 点 $, 其 中 5 与 0 是 不 同 的 两 


由 于 人 PAC 是 等 腰 三 角形 , 则 有 乔 -SA . 


向 天 言 己 杰 开 必 藻 洪 同 并 交 O 


效 西 半 关 臣下 尾 沪 油 同 入 尊 O 


同 理 , 在 全 ASC 中 ,有 人 -时 入. 
在 会 P4C 中 , 视 0 为 塞 瓦 点 ,由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 
sin APB sin 一 O4C sin OCP _ 


sin CPB sin QAP sin QCA 
注意 到 人 P40 = 人 《4SQ = 人 QC4， 
二 PCO= 一 CS0 = /0AC. 
则 sinC4PB _sinL PAQ* sin QCA _ sin 一 4SQ 
sin sin QAC sin/ PCO sin A CSQ 
即 “级 = 全  , 故 结论 获 证 . 


3. Po 问题 的 统一 方法 
如 果 三 角形 的 三 个 角 的 度数 都 是 10 的 整数 倍 ,三 角形 内 图 2-17 
一 点 与 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 连 结 后 ,得 到 的 所 有 的 角 也 都 具有 这 个 性 质 ,我 们 称 这 
样 的 点 为 三 角形 的 格 点 . 
例 14 如 图 2-18, 在 全 4BC 中 ,一 BC = 40°, 4BC = 60°,D 和 分别 是 AC 和 
AB 上 的 点 ,使 得 CBD = 40°, 了 BCE =70°, 玉 是 直线 BD 和 CE 的 交点 .证 明 ;: 直线 AF 
和 直线 BC 垂直 . (1998 年 加 拿 大 奥林匹克 试题 ) 
证 明 设 A 人 BAF = a, 则 /FAC = 40° -- a, 对 人 ABC 
及 点 下 ,应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 


sinlO° sina sin40° = 
sin70° “sin(40° — a) sin20° = 


sinlO? sina ,2sin20° "cos20° _ 
从 而 26s sn(405 -a)” sin20 “=1, 即 有 


sin(40° — a ) = 2sina * sinl0° = 2sina * cos80° 
= sin(a& + 80°) +sin(a — 80°). 图 2-18 
sin(a — 80°) = sin(40° - a) ~ sin(a& + 80°) = 

2cos60°* sin( ~ 20° ~ a) = sin( ~ 20° — &). 

注意 到 0<a<40°, 知 -80°< -28-a,a -80°<20°, 有 

a -80°= -20?- wa, 故 a=30?. 

延长 AF 交 BC 于 H, 则 人 AHB = 180°? - 人 F4B - 人 ABH = 180° -30? - 60*。 = 90e. 故 
AF | BC. 


sinl0? a 
注 此 题 也 可 这 样 来 解 :由 中 地 -Se sin90 = 1, 有 


sin(40° ~- a) sin102*sin405  。. _ sinl0° sin(40°-30°)  . | 
sina sin70P"sin20 = “sm = sin30 = sin30 ~ = sin40°* cot30° 


Cos40°. 
由 于 sm(40 =- a) - sin40*.cota - cos40* 作 为 a 的 函数 在 (0*,180*) 上 严格 递减 ， 


Sine 
所 以 人 BAF = a =30°. 故 ABC + BAF =90°. 因 此 ,4F | BC. 
或 者 过 点 4 作 4H_L BC 于 H, 则 BAH = 30°, /HAC = 10*。 
关于 人 4BC 有 sinC BF sin ACD ,sin CBD _ sin30° sinl0。 sin40。 1 所 以 


GC i i 


AH、BD、CE 三 线 共 点 ,因此 点 下 在 4H8 上 , 即 AF | BC. 
例 15 如 图 2- 19, 在 人 4BC 内 取 一 点 必 , 使 得 /MBA = 
30°, 人 MAB = 10?, 设 一 4CB = 80°, AC = BC, 求 AMC. 
(1983 年 前 南斯拉夫 奥林匹克 试题 ) 
解 设 人 4CM = c, 则 一 NMCB = 80° - a. 由 角 元 形式 的 塞 
瓦 定理 ,有 ,sine 。 .sinl0* sin20 _ | 


储 吾 全 吕 司 匡 尾 潍 负 加 诗 奖 O 


从 而 sine sin10? = sin(80e - a ) :cos20°. (D 
2sina * cos80° = 2sin( 80° ~ a ) * cos20°, 
sin( a + 80°) + sin( a — 80°) = sin( 100° — a) + sin(60° - a&), 
sin(a — 80°) ~ sin(60° — a) = sin(100° — a) - sin(e + 80°) 
= 2cos90?.sin(10? - a)=0. 


于 是 sin(a — 80°) = sin(60e - a ), 

注意 到 0 < a <80°, 知 -80° <a< -80°,60°- a < 60°. 

a 一 802=602-a, 故 a =70°. 

所 以 和 AMC = 180° -人 MAC -4ACM = 180° -40° -70°=70° 为 所 求 . 

注 ” 此 题 结果 也 可 直接 由 中 式 有 

sina = sin70° 

| 是 0<a,80 -a <80, 求 得 a=70. 

nA" oi = 

sin(80°— a) _ sinlO°*sin20° sinl0? _ sin(80° -70°)  ，。。 

sina sin405r sin30 = cos2 = gin ~ sin80° A 


另外 ,此 题 也 可 这 样 来 解 :由 mT 站 <" "时 y=1, 有 


因为 smt8O = ea) sing0e.oota - cos80" 作 为 a 的 函数 在 (0*,180) 上 严格 递减 ,所 以 
LACM = a =70°. 故 AMC = 180° - 40° - 70° =70°. 


伺 吾 仿 记 导 二 和 惧 涪 泛 回 诗 并 O 


或 者 由 AMB = 140°, 令 AMC = x, 则 CMB = 220? -x. 对 公 MAB 和 点 C 应 用 角 
元 形式 的 骞 瓦 定理 ,有 


| ~ sin AMC sin MBC .sin BAC _ sinx .sin20°. sin50° 
sin CMB sin CBA sin CAM sin(220° ~ %) sin50? sin40?- 


因为 人 9 和 2 一 = sin220p. cotx - cos220°(sin220° < 0) 作 为 x 的 函数 在 (0°, 180°) 


11 
上 严格 递增 ,所 以 AMC = x = 70°. 
例 16 如 图 2- 20, 全 ABC 具有 下 面 性 质 ; 存 在 一 个 内 
部 的 点 P, 使 得 人 P4B = 10°, PBA = 20°, PCA = 30?， 
PP4C = 40°. 证 明 : 公 ABC 是 等 腰 三 角形 . 
(1996 年 美国 第 25 届 奥 林 匹 克 试 题 ) 
证 明 设 /BCP = a, 则 PBC = 180? -20° 10? -40°- 
30? 一 a = 80? -a .由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 
sin20° sin40° sing _ 
sin(80° ~ a) sinl0c sin30° 
elo etd ti, 
sin(80°— a) sinl0e 1 
2 
sin(80° - a ) = 4sina * sin40°* cos10° = 4sina * sind0°* sin8O° 
_ 4sina * sin20°. sin40°. sin80° _ sin60°: sina 
sin20° sin20P  ， 


sin(80° — a ) * sin20° = sin60? .sina . 
sin( 80° - a ) = sin602 
从 而 { es HO<ea,80° -a < 80°, 
故 a =20°, 即 了 4CB =50=C4B, 从 而 4B = BC. 
注 此 题 也 可 这 样 来 求解 :由 让 "全 "证 ;=1， 


sin(80° — a) _ ,no _ Asin20°+ sin40°. sin80° 
有 i 0 ra = 4co810°" sin40° =——— ss ——— 


sin20° 
= Sn005 = sin BY 20) = sing0e+ cot20° - cos80>、 


因为 smt80 二 4 sin80e. cota - cos80" 作 为 a 的 函数 在 (0*,180?) 上 严格 递减 ,所 以 
一 BCP=a=20", 即 一 4CB =502?= 一 C4B8. 故 4B= BC. 
= , 


还 可 对 人 4PC 及 点 吾 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 来 求 . 

4. 论证 直线 共 点 的 一 种 工具 

例 17 如 图 2-21, 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = 4D,BC = DC, 过 AC, BD 的 交点 0 引 
EF, GH, 其 中 EF 交 4B, CD 于 E,F, GH 交 DA, BC 于 G,H. EH, GF 分 别 交 BD 于 PP， 
0, 则 OP = 00. (1990 年 CMO 选拔 试题 ) 

证 明 在 48,BC 上 分 别 取 C ,有 ,使 46 = 4G, CF’ = Ch， 
则 由 对 称 性 可 知 有 下 列 角 相等 , 即 车 设 人 40G = wa, 一 406' = 6， 
LCOH= YY, LCOE = EO0B= /2,/BOF = /3,AFOH= 8 
4, 则 a=B, 又 a=yY, 故 B=7yY. 又 A 人 1+B8=A4+7Y, 故 /1= 
/4,2= 3. 

连 G'H 交 BD 于 KK, 在 全 BHC' 中 ， 


痢 一 = 


EB FH KG’ Sa Saoms Saor 图 2- 21 
一 


故 由 塞 瓦 定 理 的 道 定理 , 知 G'F, BO ,HE 共 点 , 即 G'F' 过 点 PP. 由 对 称 性 知 , OP = 
O00. 

例 18 如 图 2--22, 在 锐角 人 和 公 ABC 中 ,以 4 点 引出 的 高 
4D 为 直径 作 圆 交 4B,A4C 于 M,N, 再 从 4 作 凡 | MN .同样 可 
作出 4 , 红 . 试 证 :三 直线 4 ,六 ,六 相交 于 一 点 . 

(第 29 届 IMO 预选 题 ) 
证 明 设 与 MN,BC 分别 相交 于 点 6G,D', 由 人 AMG = 

LADN, LAGM = /LAND = 90°, 知 /MAG = /NAD, 即 
BAD’ = /CAD. 

同 理 , 设 C4 ,48 边 上 的 高 BE, CF 的 垂 足 分 别 为 E,F， 

且 六 ,天 分 别 与 4 ,4B8 交 于 尺 , 严 , 则 有 

CBE’ = /ABE,/ ACF’ = 一 BCF. 
由 于 全 4BC 的 三 条 高 相交 于 垂 心 , 此 时 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,得 


是 


i 


故 由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 , 知 4D', BE’, CF" 三 线 共 点 , 即 4 ,1s ,ls 相交 于 一 点 
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储 扣 前 户 导 上 五 尾 潍 汪 同 泛 闭 O 


曾 耳 言 基 于 笑 性 泡 涝 加 入 洱 O 


例 19 如 图 2-23, 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 48, DC 的 延长 线 交 于 五 , 4D , BC 的 延 
长 线 交 于 F,P 为 圆 上 任 一 点 , PE , PF 分 别 交 贺 于 RR,S . 若 对 角 线 4C 与 BD 相交 于 7， 
求证 : 丸 ,7,S 三 点 共 线 . 


证 了 明 oa 
EB HA _ FP PR _ EB FP 
印 ' 充 - 押 ' 此 两 式 相 乘 ,有 8 =p "FD 出 
又 由 人 和 公 ECRDA 人 EPD, 公 FPDw 作 FF4S, 有 
CR EC PD FP 


PD EP”AS FA’ 
CR _ EC EE 
由 中 :加 ,得 BR SORE FD 
\ 但 BR CD 4 _ EB AF DC 
对 全 EAD 及 截 线 BCR ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


于 是 BR.CD.54 


此 时 ,应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定 理 的 推论 , 知 BD, RS, AC 交 于 一 点 .从 而 R,7,5 三 
点 共 直 线 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


Ee 


. 在 全 ABC 中 ,D 是 BC 上 的 点 ,7 = 地 ,EF 是 AC 中 点 .AD 与 BE 交 于 0,C0 交 48 于 
下, 求 四 边 形 BDOF 的 面积 与 全 ABC 的 面积 的 比 . 


2. 若 通 过 入 4BC 各 顶点 的 直线 4D, BE, CF 共 点 ,并 且 它 们 在 边 BC, C4 ,4B 所 在 直线 


上 的 截 点 D, ,六 关于 所 在 边 中 点 的 对 称 点 分 别 为 D' ,FEF', Fr ' 则 直线 AD’, BE’, 
CF 也 共 局 ， 


3. 一 圆 交 全 4BC 的 各 边 所 在 直线 于 两 点 , 设 BC 边 上 的 交点 为 D,D’', C4 边 上 的 交点 


为 E, ,4B 边 上 的 交点 为 FF .车 4D,BE, CF 共 点 , 则 4D', BE’, CF' 也 共 点 ， 
> 


(nm 上 


Cn 


< 


9. 


. 试 证 :过 三 角形 顶点 旦 平分 三 角形 周 长 的 三 条 直线 共 点 . 
. 将 全 4BC 各 内 角 三 等 分 ,每 两 个 角 的 相 邻 三 等 分 线 相交 得 和 APOR ,又 AX, BY, CZ 分 


别 平分 人 BAC ,一 4BC ,人 4CB 且 它 们 与 QR, RP, PO 交 于 下 ,了 ,2Z. 求 证: PX, OY, RZ 
三 线 共 点 ， 


. 将 全 ABC 的 各 外 角 三 等 分 ,每 两 个 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 相交 得 人 DEF .又 AX, BY， 


C2 分 别 平分 人 BAC, 人 4BC ,人 4CB 且 它 们 与 EF, FD, DE 交 于 不 ,了 ,了 .求证 :, DX， 
EY, FZ 三 线 共 点 . 


. 日 0 是 和信 4BC 的 内 切 圆 , BC, C4 ,48 上 的 切 点 各 是 万 ,已 ,下 .射线 DO 交 EF 于 有 4， 


同样 可 得 B,C' . 试 证 :直线 44', BB' ,CC' 共 点 . 

全 ABC 在 全 4'B'C' 内 部 , 且 从 4,B,C 各 向 B'C’,C'4',A'B' 所 作 的 垂 线 共 点 , 则 从 
A',B',C' 各 向 BC, C4 ,4B 所 作 的 垂 线 也 共 点 . 

在 全 ABC 中 ,和 4BC = 人 A4CB = 40*,P 为 形 内 一 点 , PAC = 20°, 了 PCB = 30°, 求 
一 PBC 的 度数 . 


10. 在 人 ABC 中 ,4B = 4C ,一 4 = 80°,DD 为 形 内 一 点 ,和 且 D4B = DBA = 10°, 求 人 ACD 


的 度数 . (《 数 学 教学 ) 问 题 432 题 ) 


11. 在 全 4BC 中 ,BAC = 30°, ABC = 70°, 和 为 形 内 一 点 , MAB = /MC4 = 20°, 求 


一 MB4 的 度数 . (数学 教学 ?问题 491 题 ) 


12. 在 全 4BC 中 ,人 4BC = 40?, 一 4CB8 = 30°,P 为 人 4BC 的 平分 线 上 一 点 ,使 人 PCB = 


10°, BP 交 AC 于 M,CP 交 AB 于 NN .求证 : PM = AN. (《 数 学 教学 》 问 题 531 题 ) 


13. 在 全 ABC 中 ,一 4BC = 40°, /ACB = 20°, NN 为 形 内 一 点 ,一 NBC = 30°, NAB = 20?， 


求人 NCB 的 度数 . (数学 通报 ?问题 1023 题 ) 


14. 在 入 48C 中 ,一 EMC = 80?, 人 ABC = 60?, 为 形 内 一 点 , 旦 一 PDB = 10°, /DBA = 


20°, 求 人 ACD 的 度数 ， (《 数 学 通报 》 问 题 1142 题 ) 


15. 在 全 4BC 中 ,一 4BC = 50°, 了 4CB = 30°?, MM 为 形 内 一 点 ,MCB =20e MAC = 40*， 


求人 MBC 的 度数 . (《 数 学 通报 》 问 题 1208 题 ) 


16. 全 4BC 中 ,4BC =70°, 玫 4CB = 30°,P 为 形 内 一 点 , PBC = 40°, 了 PCB = 20?. 求 


"CA* AB: BP | 
证 :PPeoep 一 阐 国 (《 数 学 通报 》 问 题 1306 题 ) 


17. 在 公 4BC 中 ,人 4BC = 人 ACB = 40°, P, 0 为 形 内 两 点 , PAB = 人 04C = 20*， 


PCB=/ 004A = 10°. 求 证 ; B,P,0 二 点 共 线 ， (《 数 学 通报 》 问 题 1243 题 ) 


18. 人 48C 中 ,一 4BC = 人 4CB = 50P, P, 0 为 形 内 两 点 , PC4 = OBC = 1p, /PAC = 


0C8 = 20°. 求 证 : BP = B0. (《 数 学 通报 》 问 题 1281 题 ) 


19. 在 全 4BC 中 ,4B = 4C ,一 4 = 100*, 1 为 内 心 ,D 为 48 上 一 点 ,满足 BD = BI . 试 求 


一 BCD 的 度数 . 《数学 通报 ?问题 1073 题 ) | pg 


凤 要 侣 居 到 发 尾 汝 二 同和 江 症 O 


河和 珈 便 吕 民 吾 紫 潍 潭 加 苏 贻 O 


20. A, ,Ah;,B,B;, C1, Cz 顺 次 分 别 在 全 ABC 的 三 边 BC, C4， AB 上 ,8 BA, = A,C, CB = 
B,A,AC1 = C1B, 过 4,, B,C 分 别 作 44 BB ,CC 的 平行 线 1 ,4 ,1 .求证 : 4,， 
1 ,1 三 线 共 点 的 充 要 条 件 是 441, BB,, CC' 三 线 共 点 
21. 在 人 4BC 中 ,4B = 4AC,AD .LBC 于 DD, 过 太 任 作 两 射线 分 别 交 4B,AC 于 点 忆 , 丰 ， 交 
过 点 4 的 平行 线 于 G, 瑟 , 且 GH/ BC .求证 :AD, CF ,HE 共 点 . 
22 在 和 4BC 中 ,过 三 边 BC, C4 ,4B 边 中 的 中 点 于 ,W, 世 的 三 条 等 分 三 角形 周 长 的 直 
线 MS,NT,LU(S,T,U 在 三 角形 三 边 上 ) 分 别 交 LN, PNY， MN 于 D,E,F. 下 证: 
MS , NT, LU 三 线 共 点 . 
23 人 4Bc 的 内 切 圆 切 BC, C4 ,4B 于 D,E,F.P 是 全 4BC 内 一 点 , PA 交 内 切 圆 于 两 
点 ,其 中 靠近 4 的 一 点 为 ,类 似 定义 了 ,2 . 试 证 : DX, EY, FZ 三 线 共 点 . 
24 入 ABC 在 全 4'B'C' 内 部 ,4B 的 延长 线 分 别 交 4’C', B'C' 于 Ps, P1; 4C 的 延长 线 分 
别 交 BA’,B'C' 于 P,,P,; BC 的 延长 线 分 别 交 4'B',A'C’' 于 P,P;, 且 满足 4P, = 
be = BP, = BP, = CP, = CPs = BP + CP, + AP, .求证 :44 ,8 ， CC' 所 在 直线 共 
(《 中 学 数学 教学 ?擂台 题 (28) ) 
加 0 延长 边 BC 至 也 ,使 CD = 4C. 公 4CD 的 外 接 圆 与 以 BC 为 直径 的 圆 相 
交 于 C 和 P. 设 BP 与 CP 的 延长 线 分 别 交 4C 和 4B 于 下 ,下 . 求证 : 巨 ,下 ,也 共 线 . 
(第 15 届 伊 朗 奥 林 匹 克 题 ) 
26. 在 人 4BC 的 边 上 向 外 作 三 个 正方 形 , 4; , B,C 是 正方 形 中 的 边 BC , Ch, 4B 对 边 
的 中 点 .求证 :直线 441 ,BB , CC 共 点 . 


习题 B 


1 ©0 是 人 4BC 的 内 切 圆 , D,E,F 了 ,分别 是 BC,C4,4B 上 的 切 点 , DD' , EE', FF' 都 是 
QO 的 直径 .求证 :直线 4D', BE’ ,CF' 共 点 . (《 数 学 通报 ?问题 1396 题 ) 
2 四 边 形 4BCD 的 内 切 圆 分 别 与 边 4B, BC, CD, DA 相 切 于 E,F,G,H, 求 证 :AC, BD， 
HF ,GE 四 线 共 点 . (《 数 学 通报 》 问 题 1370 题 ) 
3. 锐角 入 ABC 中 ,4 角 的 平分 线 与 三 角形 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 4 ,点 Bi, Ci 与 此 类 
似 . 直 线 44 与 B,C 两 角 的 外 角 平 分 线 交 于 ho, 点 Bo, Co 与 此 类 似 .求证 :( 1 ) 三 
角形 4 B co 的 面积 是 六 边 形 4C, B41 CB' 的 二 倍 ;( 工 ) 三 角形 ho Bo Co 的 面积 至 少 
是 三 角形 4BC 面积 的 四 倍 . (IMO - 30 试题 ) 
4 设 己 为 AhBC 内 一 点 ,使 BPA = 人 CPM,G 是 线段 4P 上 的 点 ,直线 BC, CC 分 别 
交 边 4C , 4B 于 ,FF .求证 ;BPF = 人 CPE. 
5. 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 人 BMD ,已 是 CD 的 延长 线 上 的 一 点 , BE 交 4C 
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‘DD 


10 


11. 


于 上 后 6, 延 长 DG 交 CB 的 延长 线 于 FF. 试 证 :BAF = 人 DAE. 


.在 A4BC 中 ,48 = 4AC, 研 4A = 100?, 了 为 内 心 ,D 为 48 上 一 点 ,满足 BD = BI. 试 求 


一 BCD 的 度数 . 〈《《 数 学 通报 ?问题 1073 题 ) 


. 设 和 4BC 是 等 边 三 角形 ,P 是 其 内 部 一 点 ,线段 AP, BP, CP 依次 交 三 边 BC, C4 ,AB 


于 4 ,有 ,Ci 三 点 .证 明 :4, BBC Cd4A4B,BCC4，(IMO-37 预选 题 ) 


. 在 一 条 直线 i 的 一 侧 画 一 个 半圆 卫 ,C, 也 ,是 有 上 两 点 ,了 下 上 过 C 和 万 的 切线 分 别 


交 ! 于 B 和 4, 半 圆 的 圆心 在 线段 B4 上 ,E 是 线段 4C 和 BD 的 交点 ,FF 是 1 上 的 点 ， 
EF | .求证 :本 平分 人 CFD. (IMO - 35 预选 题 ) 


. 设 4, 是 锐角 人 4BC 的 内 接 正方 形 的 中 心 ,其 中 内 接 正方 形 的 两 个 顶点 在 BC 边 上 ， 


一 个 顶点 在 48 边 上 ,一 个 顶点 在 4C 边 上 .同样 定义 两 个 顶点 分 别 在 4C 边 和 4B 
边 上 的 内 接 正方 形 的 中 心 分 别 为 B, , C, .证 明 ; 441 , BB ,CC, 交 于 一 点 . 
(IMO - 42 预选 题 ) 


. 以 全 ABC 的 底 边 BC 为 直径 作 半 圆 ,分 别 与 4B ,4C 交 于 点 DD,E ,分别 过 点 D,E 作 


BC 的 垂 线 , 垂 足 依 次 为 下 , CE, 线段 DG 和 EF 交 于 点 M .求证 ; AM | BC. 

(1996 年 国家 队 选 拔 考 试题 ) 
设 0, 妃 是 锐角 和 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 和 垂 心 .证 明 ; 存 在 D, EF,F 分 别 在 线段 
BC, CA,AB 上 ,使 得 0D + DH = 0E + EH = OF + FH, 且 此 时 AD, BE, CF 三 线 交 于 
一 点 ， (IMO - 41 预选 题 ) 


. 已 知 4 是 0 的 直径 , 纺 CD 148 于 工 , 点 M 和 NN 分别 在 线段 IB 和 I4 上 ,有 自 IM: 


MB = LN: NA ,射线 CM, CN 交加 0 于 ,下 .求证 ; 4AE, BF, OD 三 线 共 点 . 


设 1 是 入 ABC 的 内 心 ， 以 I 为 圆心 的 一 个 圆 分 别 交 BC 于 A 5 442; 区 CA 于 B, 9 B, 9 


x AB 0 ,C2 .这 六 个 点 在 圆 上 的 顺序 为 Al, 4,,B,B,,€C, 间 C;. 设 4,, B,,， Cs 为 


弧 414;, BiB;, CC; 的 中 点 ,直线 4; 4;, B, B, 相交 于 C, ,直线 BB,, CC, 相交 于 
4. ,直线 Cs AlAs 相交 于 -B, .求证 ;直线 A A,, B,B,, C3 Gs 三 线 共 点 . 


.在 4BC 的 边 48 和 AC 上 分 别 向 形 外 作 人 4BB 和 和 4CP, 使 人 4BRoA4cpF 日 


全 ABE = 人 ACF = 90° .求证 ; 连 线 BF, CE 与 边 BC 上 的 高 48 三 线 共 点 . 


. 对 非 等 边 三 角形 各 顶点 作 其 外 接 圆 的 切线 , 则 各 切线 与 其 对 边 的 交点 共 线 . 
:在 全 48C 内 三 点 万 ,下 ,下 满足 一 B4 = 人 CAF, 人 ABD = CBF, 则 4AD,BE, CF 三 


线 共 点 的 充 要 条 件 是 一 4CD = 一 BCE 


: 在 任意 公 ABC 的 三 边 BC, C4 ,4B 上 各 有 点 M,N,L, 而 0 是 入 4BC 内 部 任 一 点 , 直 


线 40, BQ, CO 分 别 交 线段 NL, LM ,MN 于 M,N, ,ZL .求证 :直线 MM, NN,LL 
共 点 的 充分 必要 条 件 是 4M, BN, CL 共 点 ,而 与 0 点 的 位 置 无 关 . 


寺 瑟 说 之 妇 开 性 沼 避 同 芝 症 O 


18. 设 P 是 平面 上 全 4BC 区 域内 任 一 点 ,4P,BP,CP 的 延长 线 交 个 48C 三 边 于 DD，,E， 
.求证 :在 全 ABC 区 域内 ,存在 一 个 以 全 DEF 的 某 两 边 为 邻 边 的 平行 四 边 形 ， 

19. 设 凸 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 所 在 的 直线 ,分 别 交 于 5,F 两 点 ,两 对 角 线 的 交点 
为 P, 过 点 也 作 PO_L EF 于 0 .求证 ;A BOC = 一 40D.(2002 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 

20. 在 全 4BC 中 ,一 4BC 和 一 4CB 均 为 锐角 .DD 是 BC 边 上 的 内 点 , 且 4 平分 一 BC， 

过 点 DD 作 垂 线 DP_| 48 于 P, DO | A4C 于 0,CP 与 BO 相交 于 下 .求证 ; AK_| BC. 
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第 三 章 ” 托 勒 迷 定 理 及 应 用 


【基础 知识 】 


托 勒 迷 定 理 ” 贺 内 接 四 按 形 的 两 组 对 边 乘 积 之 和 等 于 两 对 角 线 的 乘积 . 

证 了 明 ”如 图 3 - 1, 四 边 形 4BCD 内 接 于 加 0 ,在 BD 上 取 点 
P, 使 人 P48B = 一 C4D, 则 和 4BPwA4CD ,于 是 

=F AB' CD = 4C.BP.， 

又 A4BCwoA4PD, 有 BC.4D = 4C. PPD， 

上 述 两 乘积 式 相 加 ,得 

AB' CD + BC*AD = AC( BP + PD)= AC': BD. (D 

注 此 定理 有 多 种 证 法 ,例如 也 可 这 样 证 ; 作 AE// BD 交 
0 于 E, 连 砌 ,本 , 则 知 BDAE 为 等 腰 梯 形 , 有 EB = 4D, ED = 
AB,/ ABD = /BDE = 0,H /EBC+ /EDC=180, 令 BAC = op,AC 与 BD 交 于 GC, 则 
1 1 
2 2 


庙 盏 全 喧 司 也 凋 溢 测 加 入 奖 O 


Sum = 方 AC* BD*sin ACD = 地 4AC* BD*sin(0 + 9) = 地 AC* BD*sin EDC, 


Sa = Sagnc + Sim = EB BC*sin/ EBC + 3 ED: DC sin/ EDC 


(EB:BC+ ED DC) sin EDC = 方 (AD* BC+ AB* DC) .sin EDC. 

易 知 ”Spep = Spaew ;从 而 有 4B: DC + BC: AD = AC: BD. 

推论 1{ 三 弦 定 理 } ”如 果 4 是 圆 上 任意 一 点 ,4B ,4C,4D 是 该 圆 上 顺 次 的 三 条 
弦 , 册 

4C.sinB4D = AB sin CAD + AD -sin CAB. 加 

事实 上 ,由 外 式 , 应 用 正 艾 定 理 将 BD ,DC ,BC 换 掉 即 得 @@ 式 . 

推论 2( 四 角 定 理 ) ”四边形 4BCD 内 接 于 后 0 , 则 sn 一 4DC'sin 一 RD = sin 一 4BD， 
sin/ BDC + sin” ADB “sin DBC. 人 

事实 上 ,由 全 式 , 应 用 正 艾 定 理 将 六 条 线段 都 换 掉 即 得 图 式 . 

直线 上 的 托 勒 迷 定 理 ( 或 欧 拉 定理 ) 若 4,B8,C,D 为 一 直线 上 依次 排列 的 四 点 ， 
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效 酝 言 忆 车 玫 性 六 溅 由 入 症 O 


A EEL 


则 4B* CD + BC'AD = AC': BD. 

注 由 直线 上 的 托 勒 迷 定 理 有 如 下 推论 :车 4、8、C、D 是 一 条 直线 上 顺 次 四 点 ， 
点 已 是 直线 4D 外 一 点 , 则 

sin “4Ppssin CPD +sin APD * sin’ BPC = sin APC sin BPD. 

事实 上 ,如 图 3-2, 设 点 P 到 直线 4D 的 距离 为 h， p 


由 AB* CD + AD' BC = AC* 8D, 有 
Sapp Sapp + SapD" Sapgc = es 
I 


边 同 除 以 村 P4:.PB. PC: PD 即 得 推论 . 


人 
证 明 ”如 图 3-3, 在 图 上 取 一 点 P, 连 P4、PB、PC、PD, 设 
PB ADT 于 TB’,PCADT 于 C'. 


由 正 鞠 定理 sin APB = 侣 ,sin 人 CPD= 训 ， sin/ APD = 


入 ,sin 人 BPC = 5 sin APC = 4 sin/ BPD= 巧 其 中 RS 


2R’ 2R’ 2R’ 
为 图 的 半径 ， 

对 4、B"、C'、D 应 用 直线 上 的 托 勒 迷 定 理 的 推论 ,有 

sin APB sin 一 CPB + sin/ APD * sin/ BPC = sin/ APB’: 
sin C’PD + sin APD :sin B’PC’ = sin APC' : sin B'PD = gin APC sin BPD. 

故 A4B* CD + AD': BC = AC': BD. 

四 边 形 中 的 托 勒 迷 定 理 设 4BCD 为 任意 凸 四 边 形 , 则 4B* CD + BC* AD>= AC: BD, 当 
上 且 仅 当 4,B8,C,D 四 点 共 圆 时 取 等 号 . 

证 明 ”如 图 3-4, 取 点 电 使 BAE = 人 CAD, ABE = 


AM4CD, 则 和 ^4BBw 和 A4CD, 即 有 人 5 = 全, 且 4 人 5 = 全 , 即 


4B.CD = AC: BE. 

又 DAE = C4B, 有 全 ADEw 人 ACB, 亦 有 

AD: BC = AC: ED. 

由 加 式 与 @ 式 ,注意 到 BE + ED>> BD, 有 

AB: CD + BC'AD = AC'(BE + ED)> AC: BD. 
其 中 等 号 当 且 仅 当 在 8D 上, 即 了 4BD = 一 4CD 时 成 立 .此 时 4,8,C,D 四 点 共 圆 . 
由 此 , 即 有 


托 勒 迷 定 理 的 逆 定 理 ”在 凸 四 边 形 48CD 中 , 若 4B.CD+ BC': AD = 4C: BD, 则 
A,B,C,D 四 点 共 圆 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
1. 恰当 地 作出 或 选择 四 边 形 ,是 应 用 托 勒 迷 定 理 的 关键 
例 1 在 全 4BC 中 , 角 4,B,C 的 对 边 分 别 为 a,5,c. 车 角 4,8B,C 的 大 小 成 等 比 
数列 , 且 世 -人 = ac, 则 角 B 的 弧度 数 等 于 多 少 ? (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 ” 如 图 3-5, 过 点 C 作 CD/ 4B 交 信 ABC 的 外 接 贺 于 DD, 连 
AD , 则 四 边 形 4BCD 为 等 腰 梯 形 .由 托 勒 迷 定 理 , 有 b= a?+e:CD. 
由 已 知 有 六 = e+c'a, 则 CD = a, 从 而 
AD = DC = CB, 即 4DC =2 BC, 亦 即 人 B=2/BAC. 
又 因 为 在 全 4BC 中 , 角 4,B8,C 的 大 小 成 等 比 数列 , 则 公 比 g = 


人 4 -2, 从 而 全 4 +LB+AC=AA+2AA+4AA4=7AA=x, 故 


T 2 
人 4= 了 ,全 B= 字 为 所 求 . 


例 2 凸 四 边 形 4BCD 中 ,一 4BC = 60°, 一 MD = BCD = 90°, A4B = 2, CD = 1, 对 
角 线 4C , BD 交 于 点 0 .如 图 3- 6, 求 sin 40B. (1996 年 北京 中 学 生 竞 赛 题 ) 

解 因 和 人 B4D = 人 BCD = 90°, 则 4,B8,C,D 四 点 共 圆 .延长 B4, CD 交 于 P, 则 
ADP = / ABC = 60°. 


设 如 =x, 有 AP =Y3x,DP =2x, 由 割 线 定理 ,有 
(2+Y3x)y。w3x = =2x(1+2x), 求 得 AD =x=2V3-2， 
BC=B =4 -3. 

对 ABCD 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 

BD.4C=(4-v3)(2v3-2)+2.1=10V3_- 12. 

从 Spcp = asp + Siacp 


= (2V3 -2) + 和 (4-3) = 33 
3 


从 而 , 广 (10V5 - 12)"sinZ40B =393. 故 sin 人 408 = 3 上 6v3 


例 3 如 图 3-7, 已 知 在 人 4BC nh > 4C, 友 4 的 一 个 外 角 的 平分 线 交 人 ABC 


入 生 前 呈 导 五 由 溢 淋 姜 诗 效 O 


应 可 便 王 导 玉 惧 洋 浇 则 诗 效 0 


A EE 


的 外 接 圆 于 点 EE, 过 EE 作 EF」A4B, 尼 足 为 ,求证 :2AF = 4B - AC. 
(1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 在 FB 上 取 点 D, 使 FD = Fh4, 连 ED 并 延长 交 贺 于 G6， 

连 AG, EC, 则 ACE = AGD, ADG = 180° - ADE = 180? - 
了 EAH = 人 EAC(H 在 C4 的 延长 线 上 ), 从 而 和 人 4DG "A EAC, 且 


BC = 46. 于 是 ,注意 BC = 46, 有 
AE* BC AE*: BC 
AD= gC ': 故 24F= EC 


连 到 ,对 四 边 形 4AEBC 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 
AB: EC = AE: BC + BE*: AC ,BH AE: BC = AB': EC - BE'* AC. 
于 是 24 = 人 4B -AC. 
其 中 EC = BE 可 由 BE4B -= /EAH = /EBC 推 得 . 
注 也 可 应 用 三 艾 和 定理 证 明 . 设 一 PD4 开 = EAB 一 a,y 则 FAC = 180° -~ a,A BAC 一 
180° -2a .对 4B,AE,AC 应 用 三 弦 定 理 , 得 AB'sin(180°? - a) = 4PE.sin(180e - 2a) + 


AC'sina, 即 AB - AC = ee = 2AE cosa .又 在 RAAEF 中 ,AE cosa = AF, 故 


2AF = AB - AC. 

例 4 如 图 3-8, 在 锐角 人 4BC 的 BC 边 上 有 两 点 百 , 刁 ,满足 一 BE = 人 CA4F, 作 
FM」4B 于 MM, FN_|AC 于 NN, 延 长 AE 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 点 刀 . 证 明 : 四 边 形 4AMDN 
与 公 ABC 的 面积 相等 ， (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


证 明 设 人 BAE =/CAF =a,/EAF =B, 有 Sage = 方 4B: 
AF sin(a + 8)+5AC'AF sina = 售 (4B: CD + 4AC' BD), 其 中 
R 为 外 接 圆 半径 . 


Spm = AM" AD sina + 方 4D* AN"sin(a + 8) 


= 二 4D[4F:eos(a + 有) sina + AF:cosa:sin(a 
+ 有) 
3 4D:AFsin(20 + 有) = AD BC. 


由 托 勒 迷 定 理 , 有 4B: CD + AC: BD = AD: BC， 
故 局 四 边 形 tpw 三 了 
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例 5 如 图 3-9, 在 入 4BC 中 ,人 4 =60?,4B > 4C ,点 0 是 外 心 ,两 条 高 BE, CF 交 
于 五 点 ,点 M,N 分别 在 线段 BH,HF 上 ,上 且 满足 BM = CN. 求 了 4 加 的 值 . 


(2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解法 1 连 08,0C, 由 三 角形 外 心 及 甜心 性 质 ,知人 BOC = | 
2 4 = 120°,4 BHC =180°- /HBC - /HCB = 180° — (90° - 
LC)-(90 -AB)=180° -A4=120°, 即 B,C,H,0O 四 点 

共 圆 .在 此 圆 中 对 四 边 形 BCHO 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 

BO': CH + OH: BC = BH' OC. 

设 人 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 则 B80 = 0C = RR, 且 由 3B 台 
一 4=60?, 知 BC =vy3R, 即 有 R* CH + OH*W3R = BH:RR, 亦 图 3-9 
即 BH- CH=v30H. 

而 MH + NH= (BH- BM)+(CN- CH)= BH- CH, 


故 =V3 为 所 求 ， 


解法 2 同 解 法 1, 知 B,C, 五,0 四 点 共 圆 ,有 OBH = 人 OCH, 而 BO = DC， 
BM = CN ,MWA OBM 各 和 全 OCN, 从 而 OM = ON,/ BMO = /CNO, 由 此 知 0, M, H,N 


四 点 共 圆 ,上 等 腰 A OUMN 的 顶 角 一 NMON = 人 人 NHE = 120*, 即 知己 二 Se -V3. 


对 四 边 形 OMHN, 应 用 托 勤 迷 定 理 ,有 HE ON + MB. OM = 0H. MN, 故 


2. 注意 托 勒 迷 定 理 逆 定 理 的 应 用 和 拓 广 的 托 勒 迷 定 理 或 托 勒 迷 定理 推论 的 应 用 

例 6 车 有 四 个 圆 都 与 第 五 个 圆 内 切 ,第 一 个 与 第 二 个 圆 的 外 公 切 线 的 长 用 1, 表 
未 ,其 他 前 四 个 贺 中 的 两 两 的 外 公 切 线 也 用 同样 的 方法 来 标记 , 且 前 四 个 圆 以 顺 时 针 
的 顺序 排列 , 试 证 明 依次 以 1 ,13,1y ,4 为 边 长 ,以 4 ,ly 为 对 角 线 所 构成 的 凸 四 边 
形 的 四 个 顶点 共 圆 . (《 中 等 数学 》1999 年 第 5 期 高 中 奥林匹克 题 ) 

证 明 如 图 3- 10, 设 前 四 个 圆 分 别 为 上 0 ,@ 0,, 昌 0,,0,, 第 五 个 圆 为 0 0， 
前 四 个 圆 与 @O 分 别 内 切 于 A,B,C,D, 则 易 知 4,0,,0 三 点 共 线 .类 似 地 ,有 五 0,, 
0;C,0;,0;D,0,,0 三 点 共 线 . 

设 五 个 圆 的 半径 分 别 为 m ,mrmyr,Ri40B = a, BOC = B, LCOD = 7, 
< D0O4 = 5; O00, = &,00,=8,00;,=c,00,=d, 则 a=R-n,b6=R-r,,c=R-,,, 
d=R-r,, 
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光 玫 要 斌 要 插 怀 注 汪 同 并 站 oO 


仿 卫 全 喧 迁 世 尾 洋 放 加 条 司 0 


专 题 研 究 系 列 


从 而 ， 高 = OO: (rr 一 六 小 三 a + 让 — 2abcosa — 
(a -6b) =4ab:sin me ly =2V ab'sin? 


同 理 , 可 求 得 ln + [la 9 ba bs » lm 
要 证 明 以 in， ly , ly, da 为 边 长 ,以 1 ,1 为 对 角 线 所 构 
成 的 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 共立 ,只 要 证 阴 Ll + bmn * ba 二 


ia lm, 化 简 后 只 要 证 明 sin sin 了 + sin 作 ,sin = sin 


人 十 人 -sin B,D sn ADB * sin DBC + sin BDC * sin 
ABD = sinADC sin BAD .这 由 托 勒 迷 定 理 的 推论 2 即 证 . 
注 “ 对 于 引 也 可 由 正 弱 定理 4B = 2Rsin 了 转换 成 AB: CD + BC* DA = AC: BD 即 


证 .此 例 是 一 个 富有 应 用 价值 的 问题 . 托 勒 迷 定理 是 这 个 问题 中 四 个 圆 均 变 为 点 (过 该 
点 线 成 了 “点 圆 ” 的 切线 ) 的 情形 ， 
例 7 经 过 一 8YO7 的 平分 线 上 的 一 点 4, 任 作 一 直线 与 0X 


及 OF 分 别 相 交 于 P ,0 .求证 : :DF + 00 为 定 值 . 


证 明 ”如 图 3-11, 过 0,P,0 三 点 作 圆 , 交 射 线 04 于 B. 设 
上 辽 P04 = 004 = ,对 四 边 形 OPBO 中 的 三 条 纺 0P ,08, 00 应 
用 托 勒 迷 定 理 的 推论 1, 有 

BO sin2a = OP sina + O00 * sina. 
即 OP + 00 = me = no O08 BO, cosa, 中 

连 B80, 由 全 0PA wm 信 08B0， . OP: PS 04.05 . 

由 中 式 除 以 上 式 ， 得 D5+ Do 2 


注 类似 于 此 例 , 应 用 托 勤 迷 和 定理 的 推论 1, 也 可 求解 如 下 问题 : 过 平行 四 边 形 
ABCD 的 顶点 4 作 一 圆 分 别 与 4B, AC, AD 相交 于 E,F,G, 则 有 AE': AB + AG: AD = 
AF: AC. 

事实 上 ,着 设 人 人 BAC =a, 一 C4D =B, 则 有 AE:sinB + AG*sina = AF'sin(a + B). 对 
此 式 两 边 同 乘 48" 4C* 4D ,利用 三 角形 的 面积 公式 有 AE* AB' Sanpec + AG* AD* Snipe = 
AF* AC* Sa spp . 

而 在 心 4BCD 中 ,有 Spec = Saxae = Samo ,由 此 即 证 . 
例 8 设 DD 为 锐角 和 公 4BC 内 部 一 感 , 且 满 足 条 件 : DA: DB: AB + DB* DC: BC+ 


DC* D4: C4 = 4B* BC: C4 . 试 确定 D 点 的 几何 位 置 ,并 证 明 你 的 结论 . 
(1998 年 CMO 试题 ) 

此 题 我 们 改 证 比 其 更 强 的 命题 如 下 : 

设 DD 为 锐角 个 4BC 内 部 一 点 ,求证 ; DA' DB AB + DB: DC BC + DC D4A' C4 > AB- 
BC C4 ,并 且 等 号 当 且 仅 当 万 为 人 4BcC 的 垂 心 时 才 成 立 . 

证 明 如 图 3-12, 作 ED 和 BC, FA 么 ED, 则 BCDE 和 , 
ADEF 均 是 平行 四 边 形 . 连 BF 和 4 人, 显然 BCAF 也 是 平行 
四 边 形 , 于 是 AF = ED = BC, EF = AD, EB = CD, BF = AC. 
对 四 边 形 4BEF 和 四 边 形 AEBD ,应 用 四 边 形 中 的 托 勒 迷 定 《~ 
理 (或 托 勒 迷 不 等 式 ) 有 AB: EF + AF': BE > AF' BF, BID， 
AE + AD': BE > AB*: ED,BW AB': AD+ BC' CD > AE: AC, 


BD: AE + AD: CD -> AB': BC. 中 
对 上 述 咒 式 中 前 一 式 两 边 同 乘 DB 后 ,两 边 同 加 上 DC: D4.4C ,然后 注意 到 上 述 
OD 式 中 的 后 一 式 , 有 


DB: DA' AB + DB' DC: BC + DC: DA* AC > DB*: AE: AC + DC' DA: AC. 
BE DB(AB: AD + BC* CD) + DC: DA' CA-= AC(DB': AE + DPC AD) > AC* AB': BC. 
故 DA* DB:AB + DB DC: BC + DC DA' CA AB: BC: CA. 
其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 外 式 中 两 个 不 等 式 中 的 等 号 同时 成 立 , 即 等 号 当 且 仅 
当 4BEF 及 4EBD 都 是 圆 内 接 四 边 形 时 成 立 , 亦 即 4FEBD 恰 是 圆 内 接 五 边 形 时 等 号 成 
立 , 由 于 4FED 为 平行 四 边 形 , 所 以 条 件 等 价 于 4FED 为 矩形 ( 即 4D_|BC) 且 ABE = 
了 ADE = 90°, 亦 等 价 于 4 BC HB CD | 4B， 所 以 所 证 不 等 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 
件 是 D 为 人 4BC 的 重心 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】) 
1. 推导 某 些 重要 结论 的 工具 
例 9 圆 内 接 六 边 形 4BCDEF 的 对 角 线 共 点 的 充 要 条 件 
AB CD EF 到 
化 .名 .得 -1.( 见 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 的 推论 ) 
证 明 ”必要 性 :如 图 3- 13, 设 4D,BE, CF 交 于 一 点 Pp,，4 
则 易 知 和 4PBw 和 AREpPD,ACPDwA4PF,AEPFoAcPB， 
AB _BP CD_DP EF_FP J- 
从 而 7 = 万 5， "FA = Fp’ 了 = 二 此 三 式 相 乘 即 证 . 六 


充分 性 : 设 人 5 Fr =1,4D: BE 交 于 P, 连 FP 并 延 


人 风 百 当天 熙 开心 浸 浊 巾 蒿 将 O 


售 生 侣 喧 车 于 尾 潍 馆 加 计生 O 


长 交加 于 C', 连 BC', C'D, 则 由 必要 性 知 8"2. 钙 =1, 和 已 知 式 比较 得 旨 = 5 了 2， 
即 CD* BC’ = BC' C'D. 连 BD, CC' ,对 四 边 形 BCC'D 应 用 托 勒 迷 定 理 , 得 BC C'D+ 
BD: CC' = CD: BC' ,由 此 得 BD CC' =0. 因 BD >0, 所 以 CC' =0, 即 C' 与 C 重合 ,于 是 
AD, BE, CF 三 线 共 点 ， 

例 10 0 是 人 4BC 的 外 接 圆 ,7 是 入 4BC 的 内 心 ,射线 杂交 中 O0 于 万 .求证 
4B ,BC,C4 成 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 Sa jpec = 5S pge. 

证 明 如 图 3-14, 由 一 BD=S=1+2=A3+A2= -4+ 
/2= LDBI,NDI= BD= DC. 

必要 性 :者 4B, BC, C4 成 等 差 数 列 , 即 4B + AC = 2BC, 而 
全 1B4, 公 IC4, 公 IBC 有 相等 的 高 , 则 SA + Sem =2Samc. 叉 由 托 \ 4% 
勒 迷 定理 ,有 AB* DC + AC* BD = AD: BC, 即 (AB + AC):DI= AD. POO# 


BC,S7 = 全 二 全 =2, 即 【是 4D 的 中 点 ,于 是 Saip = SamD: Samec = 


es 二 a 二 Sa nr 三 Sa 十 Ss 三 a 一 DA + 
ANE , 政 Sa pe 三 Sa pae 。 

充分 性 :车 Same = Savec, 即 方 1B* BC'sin 方 人 B= 志 DB* BC'sin 汪 人 人 A, 有 1B: 
DB =sin3 人 A:sin 方 作 B. 

比较 上 述 两 式 ,得 MH = BD, 但 DI = DPB, 即 知 4D = 2D1, 仿 前 由 托 勒 定理 知 

Be = 广 7 =2, 即 4B + AC =2BC, 故 4B,BC, Ch 成 等 差 数 列 . 
例 11 如 图 3-15, 设 了 为 人 4BC 的 内 心 , 角 A4,B,C 
HM: BB IC 

所 对 的 边 长 分 别 为 a,5,c. 求 证 :地 ~- a Ps 

证 明 设 汪 在 三 边 上 的 射影 分 别 为 D,E,F. 设 和 个 ABC 
的 外 接 圆 半径 及 内 切 圆 半径 分 别 为 R，r， 则 
ID=IE= IF=r. 


由 8B,D,1, 下 四 点 共 圆 ,有 目 1B 为 其 圆 的 直径 ,应 用 托 
勒 迷 定 理 , 有 DF 1B = ID: BF + IF* BD =r(BD+ BF). 


由 正弦 定理 ,有 DF = IB*:sinB = 交友 , 即 有 


b: 1B =2Rr( BD + BF). 
同 理 , 有 a: 1B* =2Rr(AF + AE),c:IC =2Rr(CD+ CE), 从 而 a :+b:IBi+e: 


国生 


IC=2Rr(a+t+b+e). 
又 由 Sawe = 方 r(a+b+c)= 全 ,有 2Rr(at+b+c)=abe, 故 a 44?+ J 


例 12 如 图 3- 16, 若 人 4BC 与 人 4’B'C' 的 边 长 分 别 为 a,b,ce | = 
B=LB,AA+AA’=180,MW a0' = bb’ + cece’, 


图 3-16 
证 明 作 公 4BC 的 外 接 圆 ,过 C 作 CDV4B 交 圆 于 万 , 连 4D, BD. 
国人 A+ALA’=180= LA+ALD,LBCD= LB=LB', 则 LA4’ = LD,LB’- 


ee AB _ BC A'C’ o_o _b’ S 
本 时 
ua 
令 [Pd 
又 4B// CD, 知 BD = AC = b,AD = BC = a. 由 托 勒 迷 定 理 , 得 
F Sr 
AD: BC = 4B* DC + AC: BD, 即 a =e + bY 


故 aa’ = bb’+ cee’. 

例 13 已 知人 0 的 内 接 锐 角 人 和 公 4BC, 点 0 到 公 4BC 的 三 边 a,6,c 的 距离 分 别 为 
HH ,本 ,HH . 试 证 ;0 的 半径 民 为 方程 x (于 + 厂 + 于)x-2HH,H.=0 的 根 . 

(《 数 学 通报 》1991 年 第 11 期 问题 征 解 题 ) 

证 明 如 图 3- 17, 设 40, B80, CO 的 延长 线 分 别 交 0 于 1N,N,P. 连 4P,BP， 
BM, MC, NC, NA. 因 0 在 全 4BC 内 部 , 则 BM =2H., MC =2H,,NC=2H,,NA=2H., 
PA=2H,,PB=2H.. 

在 巴 0 的 内 接 四 边 形 4BMC ,4BCN , APBC 中 分 别 应 用 托 勒 迷 定 理 , 得 

2R*a=c*MC+b'BM=2H,.c+2H..b, 

2R*b= a*NA+c:NC=2H.'a+2H,*£e, 

2R*c=a'PA+b:PB=2H,*a+2H.,.4. 


雷 互 语 之 亚 性 滞 二 同 入 汪 O 


应 吾 可 守卫 上 吾 眉 涟 届 问 入 潮 O 


Ra—-H*b—H,:*c=0, 
即 有 eb 
Hat+H.,- Rc=0. 
显然 ,该 方程 组 关于 a ,b,c 有 非 零 解 ,于 是 有 


R -H -Hh, 
H -R HH | =0. 展 开 整 理 , 得 关于 RR 的 方程 为 
H HH -R 

户 -E+ H+ 村)R-2H,H,H.=0, 命 题 效 证 . ly 


例 14 如 图 3- 18, 在 人 4BC 中 ,B,C 分 别 是 4B,A4C 延长 线 上 的 点 ,万 为 B,C 
的 中 点 , 连 4D, 交 A4BC 外 接 圆 于 万 .求证 ;4B.4B, + AC* AC, =24D AD,. 

(《 中 等 数学 》2001 年 第 4 期 高 中 训练 题 ) 

证 明 连 B 肋 ,CD. 设 AB4D =a,C4D = B, 公 ABC 外 接 圆 的 半 
径 为 RR. 

因 D 为 BC 的 中 点 , 知 Sa p, 二 Sanc D， = A . 在 
从 BCD 中 ,由 正弦 定理 ,有 BD = 2R'sina, CD = 2R'sin8, BC =2R: 
sin(a + B). 

在 圆 内 接 四 边 形 48CD 中 ,由 托 勒 迷 定 理 得 4B: CD + 4C: BD = 世 
4D'BC, 即 4B8.2R.sin8+ 4C.2Rsina = AD*:2R':sin(a + 有 )， 

两 边 同 乘 以 jK"4B,*4C, "4D, ,得 

4 有 .4Bi Saic op, + AC* AC1* Sa o, = AD* AD!' Sec， 

即 AB:AB, + AC' AC, =2AD': AD.. 

例 15 如 图 3 -19, 设 Ci, C: 是 同心 圆 , C: 的 半径 是 C, 半径 的 2 售 . 四边形 
A142 4344 内 接 于 C1 ,将 A441 延长 交 圆 C, 于 B1 ,4 4; 延长 交加 C, 于 B, ,4,4; 延长 
交 图 C, 于 B ,4;44 延长 交加 C, 于 B, 试 证 四 边 形 BB, BB4 的 周 长 =2 x 四 边 形 
A14,4; A 的 周 长 , 并 请 确定 等 号 成 立 的 条 件 . (1988 年 第 三 届 冬 令 营 试题 ) 

证 明 设 同 心 圆 圆心 为 0, 连 04, ,08,,08, .在 四 边 形 04, B, 8, 中 应 用 推广 的 托 
勒 迷 定 理 , 有 

0OB 4 < 04,:B,B,+ 0B,'4,B,. 

因 0B, = 0B, =204,, 则 24,B,<B,B,+24,8,,，, 

从 而 BB, 宇 2414, +24,8,-24,8B,. OD 


同 理 , B, Bs >>24,4A, + 243 有 - 24,B,, B,B, 2AA: + 
24,B, -24;B,, BB,>2A,A, +24 五 -24,B,. 


以 上 四 式 相 加 ,得 
BB,+ 8B,B,+ BB, + BB,>2(A,A, + A,A; + A A, + 
AsA1). © 


为 使 怨 式 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 所 加 的 四 式 均 为 等 式 . 而 
中 式 等 号 成 立 , 当 是 仅 当 四 边 形 04, BB, 内 接 于 圆 .这 时 ， 
044: = 0BB = 一 0BB = 41410, 即 04， 为 
一 44414: 的 平分 线 . 同 理 , 04,, 04: , 044 分 别 为 一 4 4243: ,一 4;4;44, ,一 4;4.4， 的 平 
分 线 . 这 意味 着 0 为 四 边 形 4, 4; 4: 44 的 内 切 圆 的 圆心 , 故 知 四 边 形 4 4, 4; 4。 为 正方 
形 , 即 当日 仅 当 四 边 形 4, 4, 4;, 4 为 正方 形 时 国 式 等 号 成 立 . 
例 16 如 图 3-20, 设 4BCDEF 是 凸 六 边 形 ,满足 4B = 
BC = CD, DE = EF = FA,/ BCD= /EFA=60°. 设 GG 和 HH 
是 这 六 边 形 内 部 的 两 点 ,使 得 人 46B = 人 DHE = 120". 试 ca- ~ 
证 :4G+ GB+ GH+ DH+ HE>>CF. (第 36 届 IMO 试 题 )  、 人 十: 
证 明 ”以 直线 BE 为 对 称 轴 , 作 C 和 下 关于 该 直线 的 轴 和 
对 称 点 C 和 下 ,于 是 C'F = CF, 且 全 4BC' 和 个 DEF' 都 是 
正三 角形 , c 各 分 别 在 这 两 个 三 角形 的 外 接 圆 上 ,由 托 
勒 迷 定 理 , 有 图 3- 20 
C'G'AB = AG* CB+ GB' CA, 即 有 CG= AG+ GB. 
同 理 , BF = DH + HE. 
于 是 AG+ GB+ GH+ DH+ HE= CG+ GH+ HF > 人 = CF. 
例 17 如 图 3-21, 设 中,N 是 人 4BC 内 部 的 两 个 点 , 且 满 


加 本 dd4V BM.:BN 
不 人 MAB = 一 MC, 一 MB4 = 一 NBC. 证 明 :48 4 十 BA-BC 十 
CM* CN 


Eve =1. (第 39 届 IMO 预选 题 ) 


图 3- 19 


caarnemacunh 各 -个 -和 
由 一 4BK= LMBC, Sp = 中 , 知 A4BKw 和 MBC, 于 是 外 人 人 


由 和 人 CKN = 一 MB= 一 AMC, 知 4,N,C, 天 四 点 共 圆 . 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 4C.NK= 
47 


商 若 辣 忆 个 失 性 流泪 同和 渡 音 O 


良 孔 言 关 个 兵 怀 罗江 同和 并 灼 O 


DD ,线段 4C 延长 线 上 有 一 点 已 ,使 得 DE = 4C .线段 D 开 与 A4BC 的 


| 于 经 曲 
AM* BG 


AN: KC + CN': AK, 或 AC' (BK - BN) = AN' KC + CN' AK, 将 KC = BN , AK = 


BK: CM AB: BC _ py) = AN ABC , CN BK- CM 
AM 。 AN ， BHM. a CM*: CN -1 
dB AC + BA: BC BC "04: CB 


例 18 如 图 3- 22, 在 人 4BC 中 , 4B = 4C .线段 48 上 有 一 点 


外 接 圆 交 于 7,P 是 线段 条 延长 线 上 的 一 点 .证 明 : 点 书 满 足 PD + 
PE = AT 的 充分 必要 条 件 是 点 P 在 全 ADE 的 外 接 圆 上 . | 
(2000 年 国家 集训 队 选 拔 试题 ) “ 

证 明 充分 性 : 连 B7 ,CT. 由 4 有 BT,C;4,,P, 巨 分 别 四 点 

共 圆 ,知人 CBT = 人 CAT = /EDP, BT = BAT = /DEP, 于 是 


A BTCWHA DPE,R ,可 设 阁 = 二 = 族 = 


对 四 边 形 4BTC 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 

AC*: BT+ AB: CT = BC.47. 
将 上 式 两 边 同 乘 以 大 ,并 用 前 一 比例 式 代 人 ,得 

AC. DP + AB: PE = DE' AT. 

注意 到 48 = 4C = DE , 即 得 PD + PE = AT. 

必要 性 :以 D, 互 为 两 个 焦点 ,长 轴 长 等 于 47 的 椭圆 与 直线 47 至 多 有 两 个 交点 ，. 
而 其 中 在 DE 的 一 侧 , 即 线段 47 延长 线 上 的 交点 至 多 一 个 ， 由 前 面 的 充分 性 证 明 , 知 
47 的 延长 线 与 人 ADE 的 外 接 圆 的 交点 0 在 这 个 椭圆 上 ;而 依 题 设 点 P 同时 在 AT 的 
延长 线 上 和 椭圆 上 , 故 点 P 与 点 0 重合 ,命题 获 证 . 

2. 求解 代数 问题 的 一 条 途径 

例 19 阁 as6>c>0, 且 a<b+c, 解 方程 bpVxi citevVx -b=ax 

(1993 年 南昌 市 竞赛 题 ) 

解 因 asb=c>0, 且 a<b+ce, 所 以 a,b,e 为 边 可 以 作 一 
个 三 角形 . 作 A4BC, 使 BC = a,4C = 5,4B = ec, 分 别 作 4C, 4B 的 
垂 线 ,它们 交 于 点 刀 , 则 四 边 形 4BDC 内 接 于 圆 , 如 图 3- 23. 此 时 ， 


下 2 
4D 为 直径 , sin BAD = = ,sn LAD = - 
j 2 
,sin LCAB = 不 . 
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对 AD，AC，4B 应 用 托 勒 迷 定 理 推 论 1 或 三 萄 定理 ， 有 
AC'sin BAD + AB: sin CAD = AD: sin C4B, 即 


了 一 一 让 
0 A0 -6 = 4D: 矶 , 即 bv AD -ce +e AP- =a.AD. 


AD AD 
由 Sac = 方 be"sinAC4B = ,而 Some -VDDcorDCDDCo 其 中 忆 - 
A -了 Ss = 了 4 万 ， Ac = PpP\pP- aJ(p- p-cj, = 


(e+4+ 9) 从 而 名-=TFE EEC 为 原 方程 的 解 . 
例 20 已 知 a,b 是 不 相等 的 正 数 , 求 函 数 f(x) = Vacosx+ beamx + 
V asinzx + bcos x 的 值 域 . 
解 因 (Vacosx+bsimx) + (Vasinw+ boosx): = 
(Va+t+b), 则 可 以 4C = we+z 为 直径 作 圆 , 且 作 4B = 
V acos x + bsirx,BC=V asimx+bcosx. 如 图 3-24, 在 另 一 半 c 
圆 上 取 中 点 D, 则 CD = 4D =A/ .于 是 对 四 边 形 4BCD 应 用 
托 园 迷 定 理 ,有 
Ho) =V (48.CD+ BC*AD) =\/ —2 .4C.BD -V5BD， 
不 妨 取 a > 6, 则 VW bv acos' x + jsinzx =W(a-b)oogxz+b<VE 即 


V5<AB<Va. 而 /5 < 4 <Va, 从 而 


痛 芋 村 关 和 东 开 性 沼 直 加 入 沽 O 


图 3-24 


当 4B= CD= 32 时 , f(x) =V302+ 0， 
当 /5 < 4B<\/ 9 了 3 时 ,f(x) 是 4B 的 单调 递增 函数 ， 
fix) = VW = 机 4) =VG+VE. 
?二 < 4B<Va 时 ,7(x) 是 4B 的 单调 递减 函数 ,从 而 当 4B =VG,BC -VT， 


Hz)mm sf sooo St/ Ba te) Va rs. 


故 f(x) 在 定义 域 上 , f(x) =Va +V5, 所 以 f(x) 的 值 域 为 [Va + VB， 
~ 2(a+5b)]. 


49 


山下 要 上 告 后 尾 沟 油 同 入 上 9 


注 ”对 于 一 般 的 函数 f(x) = a A(x)+b* B(x), 只 要 A*(x)+ B(x)= 定 值 ,就 
可 以 构造 圆 的 内 接 四 边 形 ,灵活 运用 托 勒 迷 定 理 求 其 极 值 或 值 域 ， 

3. 注意 广义 托 勒 迷 定 理 的 应 用 | 

前 面 给 出 的 例 6 是 一 个 很 有 价值 的 问题 ,甚至 ,我 们 可 以 称 之 为 广义 托 勒 迷 定 理 ， 

当 一 个 图 的 半径 无 限 趋 近 于 0 时 ,图 就 趋 近 于 一 点 ,过 该 点 的 直线 就 成 了 “点 圆 ” 
的 切线 . 托 勒 迷 定 理 就 是 例 6 中 内 切 于 所 0 的 四 个 圆 均 变 为 点 的 情形 . 

利用 广义 托 勒 迷 定理 可 以 处 理 如 下 问题 : 

例 21 已 知 哲 0 与 @0, 分 别 与 @0 内 切 , 作 0, 和 0, 的 两 条 内 公 切 线 交 
中 OO 于 4,B, 作 避 O0, 和 0, 的 外 公 切 线 , 切 点 为 EE 和 下 .求证 : EF/ 4B. 

证 明 如 图 3-25, 设 C, 末 分 别 为 加 0 与 0, 的 内 
公 切 线 的 切 点 , EF 交加 0 于 C,D 两 点 , 记 怠 0 和 口 0。， 
的 内 公 切 线 长 为 d .用 | * * * * ] 表 示 一 组 与 @@0 内 切 的 
“ 圆 ”, 并 应 用 广义 托 勒 迷 定 理 , 则 

对 于 [ A,C, 中 0O,,D], 有 

AG: CD = AC* DE + CE AD, 中 

对 于 [8,D,Q0,,C], 有 

BH': CD = BD: CF + DF*: BC 

= BD(CE + EF) + DF': BC. (© 

对 于 [A,C,0O,,D], 有 

(AG + d): CD = AC*: DF + AD:(CE + EF). 

对 于 [8,D,01,C], 有 

(BH+ d):CD= BD:CE+ BC(DF + EF). 

由 中 ,@@ 得 AC* DF + AD:(CE + EF)- DC:d= AC:(EF+ FD)+ CE:AD, 妈 

AD': EF - DC'd= AC: EF. 

由 @,@@ 得 BD: CE + BC'(DF + EF)- DC'd= BD':(CE + EF) + DF: BC, 

BC' EF -~ DC*d = BD EF. 

由 @ 与 @ 得 ”EF(4D - AC)= DC*d,EF(BC - BD)= DC'd. 

. BC- BD= AD- AC. 

车 四 边 形 48CD 中 不 含 圆 心 0, 那 么 人 人 ABC ,BAD 均 为 锐角 .不 妨 设 一 4BC > 
一 B4D, 则 4C> BD. 

又 人 BDC > 了 ACD, 则 BC > AD. 所 以 BC - BD > AD - 4AC, 蔬 盾 . 故 一 定 有 
ABC = /BAD .WH 时 AB/ DC. 

车 四 边 形 中 会 圆心 , 则 与 之 “对 称 ” 的 四 边 形 47B'C'D'(4',B',C',D’' 的 定义 方式 


© © © © 


与 4, 8,C,D 的 定义 方式 相似 ) 不 会 贺 心 . 设 CD 交 44: 于 了 ,CD' 交 "于 天 ,由 已 证 结 
论 4'B'/WH C'D' ,因为 人 4’B'B= AA’AB,LCXB= DYA', 了 4A'B'B=C'XB, 所 以 
LDYA’ = /A'AB, 故 4B/ DC. 
例 22 如 图 3-26,OCc 和 6, 内 切 于 6G 的 一 段 弧 ,并 i 
且 两 圆 彼此 外 切 于 点 多 . 设 4 是 6 和 和 G6, 的 内 公 切 线 与 该 段 
弧 的 交点 ,而 B 和 C 是 6G 中 6 与 G, 的 外 公 切 线 纺 的 端点 .证 
明 : 多 是 人 4BC 的 内 切 圆 圆心 . (IMO - 33 预选 题 ) 
证 明 设 AW 与 BC 的 交点 为 D,@G, 名 G, 与 BC 的 切 
点 分 别 为 巨 , 下 ,并 设 各 线段 之 长 为 BE = x, CF = y, BD = 上 上， 
CD = 有 ,AD = d, 于 是 ,有 DE=k-x,DF=h-y. 义 因 DE = 
DW= DF, 故 kk-x=h-y,AW=d-k+x=d-hty. 


沙 囊 全 王仁 匡 疏 潍 沁 间 床 效 O 


用 (4, 昌 6G ) 表 示 点 圆 4 与 @GC 的 公 切 线 的 长 , 则 (4， 图 3- 26 
OG)=d-k+x. 同 理 ,(A,B)=c,(A,C)=6,(©O6,B)=x,(©6,,C)=a-x, 
(B,C)=0. 


对 [A,G ,B,C] 应 用 广义 托 勒 迷 定 理 ,有 


(d—kt+x)"ratbx=c'(a- 7x), 


令 p= 记 (a+6+c), 则 由 上 式 ,有 w= 六 (kt+c- a)， 
闻 理 ,对 [ 8， C, 忆 Cs ,4] ,有 y=3p(h+b-d), 


注意 到 -x= 有 -yy, 则 kk+e-d)=h-(h+b-d),p 有 (b+ c) .大 一 


ac = (b+ ce):h-ab, 站 (b+ ee)(k-h)=a:(c-b). 
而 BD + DC = BC, 即 +h=a, 于 是 ,(6+ c)(k-h)=(k+h)(c -5), c*h= 


bk, 亦 即 站 =， 


BD _ AB ac _ ab 
此 表明 = 4r, 即 知 4D 平分 一 BC .所 以 不 = 大 = 


a _ av ac 1 
得 天 -*= Ca dE 


dad _d 2p aa+p+e 
2p 
AW _ AD 二 1~ 必 +e_ ce _ BA 
DW DW Tk-x ~ a zz a BD 


沉 要 阁 居 村 丘 性 克星 同和 站 O 


【模拟 实战 】 


| 一 


La 


局 


~—] 


8. 
9. 


10. 求 函 数 y = 筷 士 2x "sing +2 的 值 域 (9 为 参数 ). 


11. 已 知人 4BC 中 ,最 大 角 8 与 最 小 角 C 的 差 为 48 上 任 一 点 .求证 : PD + PE = PA + 


12. 4AD,BE,CF 是 正 全 ABC 的 三 条 高 , 任 取 一 点 P. 试 证 ;在 作 PAD, 作 PBE, 八 PCF 


13. 已 知人 4BC 的 A=60°, 令 BC =a,C4=5,4B=c. 求 证 :4-tnB_c-b 


A,B,C,D 四 点 在 同一 圆周 上 , 且 BL = CD=4,E 为 AC 与 BD 的 交点 , 且 AE = 6, 线 


. 在 全 ABC 中 , 4B < 4C < 8C,D 在 8C 上 ,E 在 B4 的 延长 线 上 ,有 BD = BE = 4C， 


. 已 知 P 是 正方 形 4BCD 的 外 接 贺 妨 上 任 一 点 ,求全 汉人 的 值 . 
' 电 0 过 公 ABC 的 顶点 4, 且 分 别 与 48 ,4C 和 BC 上 的 中 线 4 相交 于 五 ， Cl,,D,, 则 


,已 知 正七 边 形 4 42…47, 求 证 :二 丰 和 + 直 丰 ， (第 21 届 全 俄 奥林匹克 题 ) 
, 在 圆 内 接 六 边 形 4B'CA’BC' 中 , 邻 BC =a,B'C= a ,CA=b,C0A=b, AB = e， 


. R,r 分 别 为 人 4BC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 , m,n,p 分 别 在 弧 争 , 及, 上 ,hh， 


由 此 , 即 知 B 玉 平分 了 ABC . 故 玉 是 信 ABC 的 内 心 . 


习题 A 


段 BE 和 DE 的 长 都 是 整数 , 则 BD 的 长 等 于 多 少 ? (1988 年 全 国 初 中 联赛 题 ) 


从 BDE 的 外 接 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 下 点. 求证: BF = AF + CF. 
(1991 年 全 国 初中 联赛 题 ) 


4B 4B8 ,4D AD ,AC,*AC 成 等 差 数列 . 


A'B 三 C ,AA’ 三 六} , BB 一 b) CC = €] .求证 : ub | 三 abe 十 他 十 QQ Gil 十 bb’b, 十 


: 
Ce Cl: 


ho ,分别 为 弓形 AmB ,BnC 和 CPA 的 高 .求证 :hh + hh +h=2R-r. 
解 方程 2V x? -121 +11lv x: -4=7v3x， 
已 知 gv1-+bV1l-al=1, 有 8 0x<as<l,0<be<1. 求 证 :a2 + =1. 


% +2x*c080+2 
PB + PC + PF. 


中 ,最 大 一 个 的 面积 等 于 其 余 两 个 的 面积 之 和 . 


tanA+taaB < 


14. 已 知 P 为 等 腰 信 4BC (4B = 4C) 外 接 圆 BC 上 的 一 点 , 0 为 全 上 一 点 .求证 ; 
dd 
PB+ PC QC- 0B 

15. 已 知 48 为 @O 的 直径 ,圆周 上 的 点 C,D 分 别 在 4B 的 两 侧 , 过 CD 中 点 夺 分 别 作 
AC ,47D 的 垂 线 , 垂 足 为 P,0 .求证 : BC* MP + BD' MO =2MC. 

16. 已 知 平行 四 边 形 48CD 中 ,过 B 的 圆 分 别 交 4B, BC, BD 于 EF,F,G. 求 证 : BE* AB + 
BF BC = BG BD. | 

17. 设 4F 为 所 0 与 日 0, 的 公共 弦 , 点 五, C 分 别 在 @0 ,OO 上 , 且 4B = 4C， 
全 BAF ,CAF 的 平分 线 交 中 0 ,0, 于 点 万 ,下 .求证 ; DE | AF. 

18. 解 方程 Vv x*” -4+2v x -1=vV7x. 

19. 求 隐 数 y=Va+t+x+tvb-x(a,bER' ) 的 值 域 . 

20. 已 知 x +y <1(x,yER' ). 求 证 :1x2 +2xy -YW2. 

21. 已 知 两 圆 内 切 于 点 7, 全 4BC 是 大 圆 的 内 接 正 三 角形 ,过 4 ,B,C 作 小 圆 的 切线 
AM,BN,CP, 且 M,N,P 为 切 点 .求证 : CP, AM, BN 三 条 线段 中 ,一 条 线段 等 于 另 
外 两 条 线段 之 和 . 

22. 在 个 4BC 中 ,BC > 4C > 4 ,外 接 圆 为 卫 . 三 条 内 角 平 分 线 分 别 交 BC, CA 和 4B 于 
点 也, 五 和 下 ,通过 点 B 的 直线 平行 于 EF 交 圆 卫 于 点 0, 点 忆 在 圆 否 上. 且 OP/ 
AC .求证 ; PC = Ph4 + PB. 

23. 在 四 边 形 4BCF 中 , BF = 4F+ FC. 点 DD 在 BC 上 ,点 巨 在 Bh 的 延长 线 上 , 自 BD = 
BE = AC ,AF' CD = FC* AE .求证 : 四边形 4BCF 有 外 接 圆 . 

24. 心 0: 与 0: 相交 于 4,E 两 点 ,Oi 的 一 条 纺 BC 与 @ 0, 相 切 于 点 Dp, 且 4D 与 


@o, 相 切 于 点 4. 求 证 : 铝 - 4 


渭 酝 语 产 杰 玫 性 汪 进 同谋 闻 O 


习题 B 


1. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 四 边 4B = a, BC = ,CD = c,D4 = d. 求 对 角 线 4C 和 BD 
的 长 (用 a ,b,c,d 表示 ). 

2. 已 知 全 4BC 内 接 于 日 0,P 为 人 4BC 内 任 一 点 ,过 点 P 引 A4B,4C, BC 的 平行 线 ,分 
别 交 BC,4C 于 F,E, 交 4B, BC 于 K,1, 交 4B,AC 于 CG,H,AD 为 ®@O 过 点 己 的 弦 . 


试 证 :BE +K2 + GH? =>4P4.PD. (《 数 学 通报 》1991 年 第 9 期 问题 ) 
3. 圆 内 接 四 边 形 被 它 的 一 条 对 角 线 分 成 两 个 三 角形 .证 明 ; 这 两 个 三 角形 的 内 切 圆 半 
径 之 和 与 对 角 线 的 选取 无 关 . (IMO - 23 预选 题 ) | 4 
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4. 设 CG) 9 C» 是 同心 贺 ， C2 的 半径 是 1 的 半径 的 A(A > 1) 倍 . nn 边 形 41 A,…A, fe 


Ci ,延长 4.4 ,A414;,… ,4,14, 分 别 交 圆 C: 于 Bi ,B,,…B, ,着 n 边 形 4 4,… 
B, Ba :B 的 周 长 分 别 为 "D2-: 试 证 : : 及 2 之 。 hp ,其 中 等 号 当 是 仅 当 n 边 形 4A， As*** 
是 正 n 边 形 时 成 立 . (IMO -21 eo 


. 已 知 边 长 分 别 为 a,8,c 的 人 4BC 内 接 于 0, 0 内 切 于 @O0, 切 点 C 在 BC 上 ,由 
点 4,B,C 分 别 引 久 O01 的 切线 长 顺 次 为 d,e,f. 证 明 : ad = be + cf 
6. 在 圆 内 接 四 边 形 48CD 中 ,加 0 0 ,0,GOOD, 分 别 是 人 A4BD ,ABCcd,AcDp， 
全 DAC 的 内 切 圆 . 设 4B, BC, CD, DA 上 的 切 点 依次 是 EE,F, M,N,G, 昌 ,P,0, 设 
9 0; 的 半径 为 R(i= 1,2,3,4). 求 证: EF* MN = R, R, + R,R,. 
7. 设 锐角 全 ABC 的 人 4 的 平分 线 交 BC 于 工 , 交 外 接 圆 于 N, 自 点 工分 别 向 48 和 AC 作 
垂 线 LK 和 LM , 垂 足 为 上 和 对 .求证 :人 4BC 的 面积 等 于 四 边 形 AKNM 的 面积 . 
(IMO - 28 试题 ) 


8. 人 ABC 为 上 00 内 接 三 角形 ,4B > 4C > BC. 点 DD 在 BC 上 ,从 0 点 分 别 作 4B,AC 的 垂 
线 交 4D 于 EE、F, 射 线 BE, CF 交 于 P 点 . 则 PB = PC + PO 的 充 要 条 件 是 BAC = 
30°. 

9. 证 明 ; 设 和 公 ABC 中 ,了 4 ,人 人 B 与 人 C 的 三 条 角 平 分 线 分 别 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 4，， 
B,C, 则 A4, + BB + CC, > AB+ BC + CA. (1982 年 澳大利亚 竞赛 题 ) 


10. 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 ,日 48= BC, CD = DE, EF = Fh .证 明 : 卫 + 训 + 花 > 


加 > ,并 指出 等 式 在 什 么 条 件 下 成 立 . (IMO - 38 预选 题 ) 


11. 在 全 4BC 中 ,一 4 =90°, 了 A < 人 C, 过 4 点 作 公 4BC 的 外 接 圆 @@0 的 切线 , 交 直 线 
BC 于 D, 设 态 4 关于 BC 的 对 称 点 为 E, 作 AX_| BE 于 镶 , 了 为 AX 的 中 点 , BY 与 
QO 交 于 2Z. 证 明 ; BD 为 全 ADZ 的 外 接 圆 的 切线 . (IMO - 39 预选 题 ) 


12. @0 为 正和 4BC 的 外 接 圆 , 4D 为 OO 的 直径 ,在 8C 上 任 取 一 点 P(PzB8,PzC)， 
设 E,FF 分 别 为 会 P4B, 人 PAC 的 内 心 .证 明 PD= 1PE- PF|. z 

13. 设 6G 为 全 4ABC 的 重心 ,在 公 A4BC 所 在 平面 上 确定 点 P 的 位 置 ,使 得 PA: AG + BP: 
BG + CP' CG 有 最 小 值 ,并 用 公 4BC 的 边 长 表示 这 个 最 小 值 . (IMO - 42 预选 题 ) 

14. 设 414,…A,(n 宇 4) 为 凸 n 边 形 . 证 明 : 4, 4,…4, 为 圆 内 接 多 边 形 的 充分 必要 条 
件 是 对 每 个 顶点 4 对 应 一 组 实数 ( 6c ) ,j= 1,2,…,n, 满 足 4.4) = bei - bc(ls 
i<j<n). (IMO - 41 预选 题 ) 


岗 加 全 广泛 匡 尾 潍 订 间 诛 闭 O 
Cm 


第 四 章 ”斯 特 瓦 尔 特定 理 及 应 用 


【基础 知识 】 


斯 特 瓦尔 特定 理 设 P 为 全 4BC 的 BC 边 上 任 一 点 (PzB,PzC), 则 有 
AB’:' PC + AC’”* BP = AP?: BC + BP: PC: BC 


2.PC .BP »n2,.BP PC 
或 AP:= 4 有 +4C 元 BC Pr 二 


证 明 如 图 4- 1, 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 一 4PC < 9%0?, 则 由 余 弱 定理 ,有 
AC” = 4P + PC -24P. PC cos APC, 
= 4P + BP? — 2AP: BP'cos(180° -~ /APC) 
= AP’? + BP’? + 2AP: BP'cos/ APC. 
对 上 述 两 式 分别 乘 以 BP, PC 后 相 加 整理 ,得 中 式 或 加 式 . 
斯 特 瓦尔 特定 理 的 逆 定 理 设 B,P,C 依次 分 别 为 从 4 点 引 
出 的 三 条 射线 48B, 4AP,AC 上 的 点 , 若 
45 :PC + AC’: BP = AP:: BC + BP: PC: BC, 


2 .PC ra.BP ww.BP.PC 
或 4P = 全 有 +40 BG -BC Be FE f 


则 BB,P,C 三 点 共 线 . 图 4-1 
证 明 令 人 BP4A = 9,, 了 APC = 0,, 对 全 4BP 和 和 A4PC 分 别 应 
用 余弦 定理 ,有 
48 = 4P + 本 -24P.PB'oosb ,4C2 = AP? + PC2 -24P. PC.cosb，. 
将 上 述 两 式 分别 乘 以 PC , BP 后 相 加 ,再 与 已 知 条 件 式 相 比较 得 
-2AP: BP: PC' (cosg + cos0,) =0, 由 此 推出 8, = 180? - 9,, 即 证 . 
斯 特 瓦 尔 特定 理 的 推广 (1) 设 PP 为 全 4BC 的 BC 边 延 长 线 上 任 一 点 , 则 


闸 盏 言 关于 开心 梁 沁 加 入 粳 O 


© © 


(2) 设 了 为 全 ABC 的 BC pr nn 


2 .BC 2. PC BP 
4P- = AB Fe AC FE FF + BC?， Bc’ BC 由 


冲天 言 己 告 匡 心 渐 寺 同系 恒 O 


推论 | 设 己 为 等 腰 和 人 4BC 的 底 边 BC 上 任 一 点 , 则 AP? = 4B2 - BP. PC. 


推论 2 设 4P 为 人 4BC 的 BC 边 上 的 中 线 , 则 4P? = 寺 48? + 方 4C -BC’. 


推论 3 设 AP 为 全 4BC 的 人 4 的 内 角 平 分 线 , 则 4P? = 4B: AC - BP:PC. 
推论 4 设 4P 为 A4BC 的 一 4 的 外 角 平 分 线 , 则 AP: = - AB:AC + BP:PC. 


推论 5 在 人 4BC 中 , 若 P 分 线段 BC 满足 Bc =4, 则 
4P =A(A—1)BC +(1-4)AB +A:AC’. 


注 车 太 =k, 则 4P? = 了 


【典型 例题 与 基本 方法 ) 


1. 选择 恰当 的 三 角形 及 一 边 上 的 一 点 ,是 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 的 关键 . 
例 1 如 图 4-2, 唔 四边形 4BCD 中 ,一 4BC = 60p, 一 BMD = /BCD = 90°, 4B =2， 


2 k 2 k _, 
E "AB +]+4EAC TT BC’. 


CD = 1, 对 角 线 AC ,BD 交 于 点 0 . 求 gin AO0B. (1996 年 北京 中 学 生 竞 赛 题 ) 
解 延长 B4 ,CD 相交 于 P, 设 BC =x, 则 PB = C 
2x, PC =V3z, 对 入 PBC 及 PB 边 上 的 点 4, 应 用 斯 特 1 
瓦尔 特定 理 3 有 本 
C4 = PC 篇 + BC 的-48.P4 es 
ee A 
= (3x). “+ E :2 —2{(2x—2) 图 4-2 
= x —2x+4. 


由 Rt 全 ADPw Ri 人 CBP, 有 PD: PC = PA:PB, 即 (W3x -1)}W3x=(2x -2).2x, 求 
得 BC =x=4-V3. 
于 是 , C4 =15-6V3. 又 在 Rt 全 BCD 中 , BD’ = x’ +1=20-8y3, 从 而 BD* AC = 


V 4(5-2vV3).V 3(5- 23) = 10V3 - 12., 


Mm 2) + 二 (4 -V3) = -2 


故 二 (10V3- 12).sin 忆 40B =33, 即 0 ten 
例 2 如 图 4-3, 在 全 4BC 中 ,一 4 =60°,4B > 4C, 点 0 是 外 心 ,两 条 高 BE, CF x 


:1 
RY dl 一 到 有 


于 五 点 ,点 M,N 分 别 在 线段 ,HP 上 , 且 满足 BM = CN, 求 4 到 十) 古 的 值 


(2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 延长 BE 交 Q@0 于 上 ,由 三 角形 垂 心性 质 , 知 L 为 关于 AC 的 对 称 点 , 则 LC = 
CH. 

设 忆 0 的 半径 为 R, OH = d, CH=x,BH=y, 由 人 CLB= 人 A=60°, 知 LH=LC= 
CH = x .延长 08 两 端 交 @0 于 了 ,8$, 如 图 4-3, 由 相交 弦 定 理 有 TH: HS = BH' 矶 , 即 
(R+d)(R-d)=x'y, R= qd +xy. 

在 全 BCL 及 边 BL 上 的 点 豆 , 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ,并 注意 
到 BC =2R'sin 人 A =Y3RR, 可 得 

BC :LH + LC’* BH = LH' BH' BL + CH BL, 

即 W3R)Y r+t rry =r yx+y) + (x+y), 


亦 即 R= 地 (x + +). 


于 是 ,有 雪 (#? + +) = d + xy. 
亦 即 (7 =3, 即 ls 1 -5. 


而 当 4B > AC 时 , MH + NH= BH- BM+CN- CH=BH- CH=y-x=|x-yl, 


故 人 = 必修 =V3 为 所 求 ， 


2. 注意 斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 的 应 用 
例 3 如 图 4-4, 自 虽 0 外 一 点 引 圆 的 两 条 切线 PE, PF, ,下 为 切 点 ,过 点 任 


意 引 圆 的 割 线 交 加 0O 于 4,B, 交 术 于 (5. 证 明 :总 = 方 + 站. 


(2001 年 湖南 中 学 生 夏 令 营 试题 ) 
证 有 明 由 相交 弦 定 理 , 有 BC.CP= 4C.CB. 
由 于 PE = PF ,对 等 腰 和 人 PEF 及 底 边 EF 上 的 点 C ,应 用 
斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 1, 有 PC = PE? - EC.CF, 即 有 

PE = PC + EC: CF = PC + AC: CB 

= PC + (PC- PA):(PB- PC) 

= PC - PC? - PA* PB + PC: PB + PC* PA 

= PA*PC+ PB'PC- PA'PB. 
而 PE = PA* PB, 从 而 2PA: PB = PA: PC + PB':PC. 


图 4-4 
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例 4 如 图 4-5, 设 在 人 4BC 中 ,4B > 4C,AE 平分 4A, 且 交 BC 于 E, 在 BC 上 有 
一 点 3$, 使 BS = EC .求证 ; 4S? - AFE? = (4B - AC). (1979 年 江苏 省 竞赛 题 ) 
证 明 对 全 4BC 及 边 BC 上 的 点 5, 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ， A 
有 | 

BS 


2 SC 

AS = AB "E+AC "se - BS SC. 

由 AE 平分 人 4A, 对 全 ABC 及 边 BC 上 的 点 下 ,应 用 斯 特 瓦 尔 
特定 理 的 推论 3, 有 AE? = 4B' AC - BE' EC, 从 而 

AS* -AE = AB** SE + AC’* Fe ~ AB* AC + BE: EC- BS: 
SC . (D 

因 BS= EC, 有 BE = SC, BE': EC = BS SC. . 

BE AB EC AC 
由 角 平 分 线 的 性 质 , 有 BC AB+AC'BC -AB+ AC’ 


从 而 ,由 中式 ,有 4S? - AF* = (4B - ACY. 

3. 注意 斯 特 瓦 尔 特 定理 等 价 于 托 勒 迷 定 理 

斯 特 瓦 尔 特定 理 可 推导 出 托 勤 迷 定 理 . 

证 明 如 图 4-6, 在 全 4BC 中 ,点 已 在 BC 上 ,由 斯 特 瓦 尔 特 
定理 ,有 

AP’* BC = AB’* PC + AC’* BP - BP: PC: BC. 

延长 AP 交 全 ABC 的 外 接 圆 于 五 , 连 BE, EC, 由 和 作 ABP ww 
人 CEP 和 人 ACPWA BEP, 有 AB*: CP = CE' AP, AC: BP = AP'BE. 

又 由 相交 弦 定 理 , 有 BP. PC = AP: PE， 

于 是 ,得 4P :BC = AB: CEA4P+4C:4P. BE - AP: PE': BC， 
即 BC(AP + PE) = AB: CE + AC* BE, 
亦 即 4B': CE + AC' BE = BC* AE . 即 为 托 勒 迷 定 理 . 

由 托 勒 迷 定 理 也 可 推导 斯 特 瓦尔 特定 理 . z 

证 明 如 图 4-7, 设 圆 内 接 四 边 形 4BEC 的 对 角 线 AE, BC 交 于 P. 由 托 勒 迷 定 理 ， 


有 
AB: EC + AC: BE = BC. AE. 
即 AB:EC+ AC:BE=(BP+ PC).AE. 


由 和信 ABP 人 和信 CEP 和 A4CcpmApP, 有 EC= A BE = 


名 .由 相交 弦 定理 ,有 PE = 人 .将 这 些 式 子 代 入 前 述 式 子 


即 得 斯 特 瓦 尔 特定 理 ， 
因此 ,在 应 用 中 ,两 个 定理 的 应 用 范围 相同 ,所 显示 的 功能 也 一 
样 , 即 几 能 用 托 勒 迷 定 理 处 理 的 问题 也 能 用 斯 特 瓦 尔 特 定理 处 理 . 图 4-7 
友之 亦 然 . 
例 5 知人 4BC 的 三 边 为 连续 整数 , 且 最 大 角 一 是 最 小 角 一 4 的 两 倍 , 求 三 角形 
的 三 边 长 . (IMO - 10 试题 ) 
解法 1 作 一 4BC 的 平分 线 BD( 图 略 ) , 则 BD = 4D, 令 4D=y,48B=x, 则 
AC=x+1,BC=x-1,CD=x+l1l-y. 


由 斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 3, 有 = x(x 一 1) -y(x+1-), 即 y= 生生 = 卫 , 又 


入 
CD 2X 一 1 


" 2 
故 2 交 二 了, 求 得 x =5( 低 去 x=0), 即 4B =5,BC=4,AC=56. 


解法 2 作 入 4BC 的 外 接 圆 0, 取 AC 的 中 点 D, 连 4D, BD, CD, 则 4BCD 为 梯形 ， 
其 中 CD/ BA. 令 AB=x, 则 AC=x+1,BC=x-1, 有 HL CD= BC=x-1,BD= AC=x+ 
1 .对 四 边 形 4BCD 应 用 托 勒 迷 定理 ,有 (x +1)=x(x-1)+(x-1), 求 得 x*=5.( 下 
隆 》 


【 解 题 思 维 策 辐 分 析 】 


1. 获得 线段 倍 分 关系 的 一 条 途径 

例 6 如 图 4-8, 已 知 全 4BC 的 外 接 圆 丰 的 圆心 为 0 ,半径 为 R， 内 切 圆 的 圆心 为 
7 了, 半径 为 >, 另 一 个 圆 im 与 边 Ch, CB 分 别 切 于 点 也 ,天 , 且 与 圆 大 内 切 . 求 证 :内 心 了 
是 线段 DE 的 中 点 . (IMO - 34 预选 题 ) 

证 明 设 圆 有 的 圆心 为 0,, 半 径 为 p, 于 是 0,71,C 三 点 共 线 , 且 Cr = 
-本 一 ,CO0 = 一 全 一, 则 1 = 一 后 一 , 且 08=p0. 
sin FC sin 人 ( sinFLC 


连 0C ,O01,0,0, 对 全 COO, 及 边 O01.C 上 的 点 了 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 


滞后 半 王 性 - 辣 心 泡 省 同和 洲 蛋 O 


商 耳 言 芝 本 - 征 尼 流 进 辐 入 沽 O 


O00?: CI + 0C2。 .10 = OF * CO + CT 10,.* CO.. WD 
注意 到 欧 拉 公 式 , O07* = RR -2 应, 及 00, = R-p,0C=R, 并 
将 其 代 人 中 式 ,得 到 
(R- pop}. ES 
sin LC sin FC 


= (PR -2R): a a 本 生机 机 和 
sin 一 CC Sin -一 本 CC sin3LC sin 方 人 Cs 


化 简 得 sim 2 


可 
00 ~ 四方 人 C=( 帮 7 | 
即 JO.*:CO!=p = 0.F. © 
因为 O01 EL CE, CO, | DE 且 平 分 DE, 令 DE 的 中 点 为 了 ,由 射影 定理 ,有 
70…C0 = 0.E. 电 


比较 名 式 和 人 名 式 , 知 了 与 1 重合 , 即 得 7 为 DE 的 中 点 . 
例 7 如 图 4-9, 两 个 大 圆 ©@4,@B 相等 是 相交 ;两 个 小 圆 OC,@D 不 相等 但 相 
变 , 且 交点 为 P,Q. 和 铬 昌 C, 昌 D 既 同 时 与 @A 内 切 ,又 同时 与 @B 外 切 . 试 证 :直线 PO 
平分 线段 AB. (中 等 数学 /奥林匹克 问题 高 中 58 题 ) 
证 明 由 于 @C,@D 半径 不 相等 ,此 两 圆 交点 所 在 
直线 PQ 必 与 线段 4B 相交 , 设 交 点 为 采 . 连 4C, MC， 
BC ,AD, MD, BD, PC, PD, CD, 显 然 Po CD, 设 垂 足 为 
N. 又 设 昌 4, 昌 B 的 半径 均 是 p,C,D 的 半径 分 别 为 
R,r(R 关 7), 则 易 得 AC=p- R,BC=p+R,AD=p-r, 
BD=p+r. 
因为 pp CD, 或 WP cpD, 垂 足 为 , 则 
MC - MD’: = (CN + NM) -~ (MN: + ND’) 
= CN ~ ND’ 
= (PC - PN:) -~ (PD’ ~ PN’) 
= PC -PD =R-r. 
设 AM=x,MB =y, 对 全 C4B 及 边 4B 上 的 点 以 ,应 用 斯 特 瓦 尔 特定 理 , 有 
X BC +y*AC =(x+y)*MC + (x+y)x'y 
=(x+y)*: MC + x* MB + y* AM?. 山 


对 全 DAB 及 边 4B 上 的 点 性, 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 

x* BD’ + y*AD’ = (x+ y)* MD’ +x' MB + y* AM’, 

中 -四 ,得 

x*(BC- BD’)+ y(AC: -4D2)= (x+ y)(MC’ — MD’) = (x + y)(R’ -7r), 
BE Oxi(p+R) -lp+ry]+y[(p- R)- (po-7r)]=(x+ y)(R -rr), 
亦 即 2p'(x-y):(R-r)=0. 

因 pz0,Rzr, 从 而 x -y=0, 即 w= 

故 4M = WB , 即 直线 PQ 平分 线段 4B. 

2. 求解 三 角形 问题 的 一 种 工具 

斯 特 瓦 尔 特定 理 在 求解 三 角形 中 有 关 线 段 的 问题 有 着 重要 作用 ,这 可 从 习题 A 中 
的 第 6 题 ,习题 B 中 的 第 7 题 等 可 以 看 出 .在 求解 三 角形 的 其 他 问题 中 , 它 也 有 着 重要 
作用 . 

例 8 设 入 4BC 的 三 边 为 a,5,c, 其 面积 为 5, 则 a? 4b?+ c 宕 4Y35, 当 且 仅 当 
全 ABC 为 正三 角形 时 ,等 式 成 立 ， \ (IMO - 3 试题 ) 

证 明 取 BC 的 中 点 D, 对 全 4BC 及 BC 边 上 的 点 DD ,应 用 斯 特 瓦 尔 特定 理 的 推论 
2, 有 AD? = 方 4C? + 方 4B? -BC = 记忆 17 -六 


从 而 有 a+b+ c” = 2AD’ + 24AD’*3 0 =2y3.AD'a, 
设 公 ABC 的 BC 边 上 的 高 为 h, 则 4D 汪 ,于 是 
2V3°AD*a>2V3°2:3 4.h=4V35. 


S 


沿 面 便 喧 全 卫 性 涟 里 计 效 0O 


故 + 如 + >4Y35, 其 中 等 号 当 且 仅 当 24D? = 子 a? 且 4D = 时 成 立 ,也 妈 


AD | BC HAD = 如 4a, 此 时 A4BC 恰 为 正三 角形 . 


例 9 如 图 4- 10, 在 人 4BC 中 ,也 ,已 分 别 为 4C 和 4B 同方 向 延长 线 上 的 点 , BD 
号 CE 相交 于 P, 且 BD = CE. 当 PP 在 BC 边 的 中 线 上 时 , 则 4B = AC. 

证 明 设 4P 交 BC 于 0Q. 分 别 对 人 BPO 及 点 4 和 和 全 CPQ 及 点 4 应 用 斯 特 瓦尔 特 
定理 的 推广 结论 ,有 


2 _Bpz.40O , pp.AP pp. 
BA = - BP'* $6 + BQ pi + 4P*AQ, 


C4?= - CP + CO 条 +4P.40， 


离 天 说 兰 性 拱 贝 当 四 加 入 上 站 O 


于 是 BA? - C4?=(CP?- BP'): 凶 +(B0?- CC'): 售 : 
由 于 BD = CE ,对 全 PBC 及 点 4 应 用 塞 瓦 定理 ,有 


QB.EC.DP | MPD QC 
QC EP'DB™ ’ ~ PE ™ QB 


当 PP 点 在 BC 边 上 的 中 线 上 时 ,有 BO = QC. 

从 而 PD = PE ,由 此 知 PC = PB, 故 4B = AC. 

例 10 如 图 4-11, 若 万 是 人 4BC 的 边 BC 延长 线 上 一 点 , 则 图 4- 10 
AD 平分 一 4 的 外 角 的 充分 必要 条 件 是 4D” = BD…CD - 485.4C. 

证 明 必要 性 : 若 4D 平分 4 的 外 角 , 则 由 推 
论 4 即 有 

4 六 = BD: CD - AB' AC. 

或 者 按 证 明 斯 特 瓦 尔 特定 理 的 方法 来 推导 . 

充分 性 : 设 直线 4D 交会 4BC 的 外 接 圆 于 EE, 连 
BE CE. z 
由 割 线 定理 有 BD: CD = 4D: ED ,并 将 其 代 人 条 
件 式 4D? = BD: CD - 4B* AC 可 得 

AD( ED - AD) = AB: AC. 

由 此 可 知 E 必 在 D4 的 延长 线 上 ( 因 ED - 4D >0). 

于 是 AD*AE = 4AB'AC. 

由 全 ACDw 人 人 BCD, 有 AC: BD = AD': BE. 

由 中 x 句 得 ”A4E' BD = AB.: BE. 

叉 由 从 ECDw 介 BAD, 有 EC AD = CD: AB. 

由 + 名 得 ,AE' CD = AC* CE. 

由 @ - 回 得 ,AE': BC = 4B: BE - AC': CE. 

对 四 边 形 EBC4 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 

AE: BC = AB' CE - AC: BE. 

于 是 AB* CE - AC* BE = AB' BE - AC* CE. 

即 (AB + AC)( CE - BE)=0, 从 而 CE = BE. 

国 此 C4D = /EBC = ECB = /EAB. 

故 4D 平分 一 4 的 外 角 . 

例 11 如 图 4- 12, 设 正和 4BC 的 内 切 圆 圆心 为 六 半径 为 7, 在 @I 内 任 取 一 点 P， 
设 点 PP 到 BC, C4 ,48 的 距离 分 别 为 d, ,dd, ,dd ,求证 :以 VE ,Vz,V 出 为 边 可 以 构成 


专 题 研 究 系 列 


一 个 三 角形 , 且 其 面积 为 BV 7 一 PF. 


TE EE EE 


PA Ssmc— Sage (dit+d+d)-d 人 
由 于 及 = IC,B4 = 4C, 对 全 BIC 及 边 BC 上 的 点 DD, 对 

全 ABC 及 边 BC 上 的 点 DD, 均 应 用 斯 特 瓦 尔 特定 理 的 推论 1, 有 
ID” = 1B* - BD: DC, AD’ = AB* ~ BD DC. 


证 明 设 正三 角形 4BC 的 边 长 为 1, 则 ; 
d+ d+ dy =, MB 1C=2r = 区 
连 4P 并 延长 交 BC 于 DD, 则 由 题 设 知 
BD _ Saws _ ds 的 
DC Sam d,’ 人 
DP Searc 由 问 

题 


BD _ ds dp 
又 由 PC = 十 ' 知 BD = 二 于 工 ep 
1 dz df _ d» ds 

于 是 万 = (a tay’AD =1 (d; + ds)” 中 
又 对 全 4 万 及 边 4D 上 的 点 PP 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 

mA .DP pmp， 
P= 万 D+ 证 -DP'R. 过 
由 PP_-_ 中 知 到 -中 + 中 DP _ dl 

PA dtd’ AD d+d+d’AD dtd +d, 


将 上 述 各 式 及 中 式 代入 回 式 , 并 注意 4 -83,0 t+d,+d -2 ,2/3—4d, =4d,+ 
4d;, 有 
PA 


到 = Mh + Df DP:PA 


dl dd 1 dtd Dp.PA. 
tl3 -E+ay] dt+d+d, AD AD AD 
= Se 
3 di+d,+d, ds + d; di+d;+d, (d+d,+d,) (d+ ds) 
2Y3d,d; -4did, d, 
3(d,+ ad,) 
d, di(2V3 -4d.) 
3(d, + dd, 


= 计 - 信 di(di + ds) - 


= 地 -分 di(d+ ds)- 


灌 也 二 拓 村 后 性 匣 滞 岂 涟 泪 O 


-入 (di 由 + 由 ddd 


即 P=3[1-4(did, + 下 
于 是 ,-d-d-d+2(dd,+ dds+ ddi) 
一 二 《 志 | 十 加 十 四 +4(did,+ dd,+ dd,) 
= - 壮 +(I-31P2) =3( 产 - IP’). 


此 式 可 写成 为 (V di + V ds +V di)(V dt+vV ds -vd)(vVd +t+vd -vy d,) 
(Vd +V GV)=3(r IP). ®@ 

由 于 PP 点 在 1 内 部 , 则 产 - IP >0, 从 而 , 必 有 

V dy + dy -Vdi>0,y di+y ds- di>0,v di+Y di -Vd3>0. 如 若 不 然 ， 
EE d, + ds -vd <Ov d+tv ds -vd <0,NCW ad tv ds -vd)+(Vdt+ 
Vd; -yd,) <0, 即 VY ds <0 与 已 知 矛盾 , 则 知 Vd; + Vds>V di,v di+vV d;>Vd,,， 
dd it dS ds 

可 见 , 以 V di ,V gy,V qd; 为 边 可 以 构成 三 角形 , 且 由 海伦 - 秦 九 韶 公 式 及 图 式 知 


其 面积 为 BV FPr. 
【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 在 全 ABC 中 ,4B = 4C =2, BC 边 有 100 个 不 同 的 点 P,P,,…, Po, 记 m, = AP; + 
BP,* P.C(i=1,2,…,100), 求 mt+m+…+mm 的 值 . 
2. 在 全 ABC 中 ,一 C 的 平分 线 交 4B 于 也 .证 明 :CGD <v CA: CB. 
(匈牙利 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 
3. 在 A4BC 中 ,D 是 BC 边 上 的 点 ,已 知 4B =13, 4AD =12,AC=15,BD=5, 求 PC， 
4. 在 Ad4BC 中 ,4B =2Y2,AC =Y2, BC =2, 设 PP 为 BC 边 上 任 一 点 , 则 (  ) 
A.P4 < PB: PC B. P4 = PB: PC 
C.PA’ > PB: PC D. P44? 与 PB PC 的 大 小 关系 不 确定 
5. DD 是 全 4BC 的 边 4C 上 的 一 点 , 且 4D: DC =2:1, 了 人 C=45°, 了 ADB = 60°, 求 证 : 4B 


是 全 BCD 的 外 接 圆 的 切线 ， 
. 设 人 4BC 的 三 边 BC= a,C4=6,4B=c,p= 方 (a+4+c). 设 m,,h 分 别 为 BC 边 


上 的 中 线 长 和 高 线 长 ;5 ,t。 分 别 为 BC 边 所 对 的 角 的 内 、 外 角 平 分 线 长 .求证 下 列 
各 式 : 


Ci = VU +e)- 2 
(1) = b'cp(p-a); 
(I)#, = 一 b'e(p- 6b)(p—ce); 


(也 ) 天 = Vplp - a)(p- b)(p—ce). 


' 在 全 ABC 中 ,4B =2B8C, 人 B=2 人 A, 求证; 公 ABC 是 直角 三 角形 . 
. 证 明 ;到 三 角形 三 顶点 的 距离 的 平方 和 最 小 的 点 是 重心 \. 


凡生 前 吕 避 基 性 潍 沿 加 诛 奖 O 


6 ~ 


习题 B 


1. 设 Y a ,Wb Wc 分 别 是 共 线 的 三 点 4, B,C 对 于 @O 所 作 切 线 的 长 .求证 : a: BC 4 。: 
AB - b:AC = BC'AC.:AB. 

2. 锐角 公 4BC 的 外 接 圆 过 B,C 的 切线 相交 于 NN, 点 MM 是 BC 的 中 点 .求证 ; BAM = 
/CAN. (IMO - 26 预选 题 ) 

3. PT 和 PT, 是 OO 的 割 线 ,分 别 交 昌 0 于 5),5,, 且 PT, = PT ,过 三 的 直线 交加 0 


| 1 

于 0,R(O 在 RR 与 P 之 间 ), 交 7,7,,5S,S, 于 7,5. 求 证 :P60+ 启 = 遍 + 志 : 

4. 4,B,C,D 四 上 在 同一 圆周 上 ,有 目 BC = DC =4, 4E = 6, 线 段 BE 和 DE 的 长 都 是 整 
数 , 求 BD 的 长 . 

5. 在 正方 形 4BCD 中 ,EE 在 BC 上 ,BE =2,CE=1,P 点 在 BD 上 , 则 PE 和 PC 的 长 度 
之 和 最 小 可 达到 多 少 ? 

6. 设 凸 四 边 形 的 边 长 是 a,5, c,d, 对 角 线 长 是 。 和 f/. 求 证 : 2min [a,b,e,dl 和 = 
v e+ 广 , 当 且 仅 当 这 个 凸 四 边 形 是 萎 形 时 等 号 成 立 . 

7. 设 1,0,G, 晶 分别 为 人 ABC 的 内 心 , 外 心 ,重心 ,重心 , 令 BC=a,CA=b,AB= ce， 


P= 方 Ca+8+c),R,r 分 别 为 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 .求证 下 列 各 式 ， 
(Ta +b* 1B +e:IC= Cpc ; 


光 否 说 关 亚 丘 虫 殖 进 加 江 着 O 


2 _ _abc pz_ op. 
《ID)7 =R -p=R 2Rr; 


(Hie: = T8720 + ci)+2b(c + a)+2c(a +6)-(o +b +ec)—-9abe] 


= Sp 一 (a +b +c)-4R; 


(WN) =4R -起 (o a 


8. 已 知 全 ABC 满足 ACB =24BC, 设 DD 是 BC 边 上 一 点 , 且 CD =2BD .延长 线段 4D 
至 五 ,使 4D = DE .证 明 ; /ECB + 180° = 2EBC. (IMO - 39 预选 题 ) 


第 五 章 ” 张 角 定理 及 应 用 


【基础 知识 】 


张 角 定 理 设 4,C,B 顺 次 分 别 是 平面 内 一 点 P 所 引 三 条 射线 P4, PC, PB 上 的 
点 ,线段 4C, CB 对 点 P 的 张 角 分 别 为 a,B8, 且 a+B<180°, 则 4,C,B 三 点 共 线 的 充 要 


(a 3 
条 件 是 :Se + 所 -ie + sn， 


证 明 .i a 
SI ngp = Ap + Sa cgp 
FPA* PB'sin(a + 8)=TPA:PC.sina + 1 PC PBsin 
sin(a + 8) sina sin 
人 
推论 ”在 定理 的 条 件 下 , 且 a = B86, 即 PC 平分 一 4PB , 则 


4,C,B 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 :< = 二 + 起 


注 is i C 可 
表示 在 4B 的 延长 线 上 的 情形 . 

上 述 定 理 把 平面 几何 和 三 角 函 数 紧密 相连 , 它 给 出 了 用 三 角 法 处 理 平面 几何 问题 
的 一 个 颇 为 有 用 的 公式 .用 它 去 解 几何 题 , 适 当地 配合 三 角形 面积 公式 、 正 弦 定 理 、 三 
角 公 式 、 几 何 知 识 ,可 以 大 大 简化 解 题 步 又 ,众多 的 几何 问题 可 以 简捷 地 解决 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 恰当 地 选择 共 一 端点 的 两 线段 对 同一 视点 的 两 张 角 , 是 应 用 张 角 定理 的 关键 

例 1 如 图 5 -2, 已 知 48CD 为 四 边 形 ， 两 组 对 边 延 长 后 得 交点 5, 严 , 对 角 线 
BD // EF , AC 的 延长 线 交 EF 于 G6. 求证 : EG = GF. (1978 年 全 国 竞赛 题 ) 

证 明 以 为 视点 , 令 人 BEC =a, 了 人 CEG = 8B, 分 别 对 B,C,F;A,D,F 及 A,C,C 
应 用 张 角 定理 ,得 


sin(a + B) _ sinag + Sunp ® 
EC EF EB’ | 


闸 生 全 上 导 五 居 滩 淋 右 渤 半 O 


商 兰 半 居 车 妖 息 汶 吉 同和 尝 王 O 


又 由 有 DA 本 ;有 一 DB = 8B, 在 全 BED 中 应 用 正弦 定 B D 
理 , 有 s+ =- am， : (d) 


Di 

由 中 + 名 -名 -外 ,得 ee 图 5-2 
EF =2EG ,EN EG = OF. 

例 2 已 知 全 4BC 的 顶点 4, B,C 对 应 的 三 边 长 分 别 为 a,5,c,EE 为 其 内 切 圆 图 


心 , AE 交 BC 于 D. 求 证 :每 = (1979 年 广东 省 竞赛 题 ) 


证 明 如 图 5-3, 连 BE 并 延长 交 AC 于 
下 , 令 一 BE = ua, 由 于 天 为 内 心 , 则 一 EM = a. 
以 4 为 视点 ,分 别 对 B,E,F 及 B,D,C 应 用 
张 角 定 理 的 推论 ,得 


上 述 两 式 相 除 ,得 


AD _ 4CU4B + AF) 
AE AF(AC + AB)’ 


S 
= 
| 


————— 


又 BF 平分 LB, 则 祭 = 每 , 即 舍 = 了 6. 


ED BC AE b+ 
于 征 , 由 上 却 代 入 出 式 ,得 人 = 本 40: 故 裔 = 


例 3 如 图 5-4, 在 四 边 形 48CD 中 ,对 角 线 4C 平分 一 B4D .在 CD 上 取 一 点 玉 ， 

BE 与 4C 相交 于 FF, 延 长 DF 交 BC 于 G. 求 证 ;GAC = 一 EMHC. 

(1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 作 二 Ch4G' = C4E, 交 BC 于 6 .只 须 证 G',F,D 三 点 共 线 . 设 一 EC = 
CdD=DCd4G = 一 CE=a. 

以 4 为 视点 ,分 别 对 下 ,下 ,五 ;五 ,6 CC, 瑟 ,了 应 用 张 角 定理 ,有 


sin(0 +a) asinea sing 
+ . . 
sing _ sina ,Sin(O0— a) 加 D 目 林 
AG “AB+ 4 ， 匹 
aing sin ii 人 (六 一 ea 克 
Ss ey 数 
sin(O+ wu) sina, sing 2 
由 由 -四 +@ 式 ,得 一 = + A 图 5-4 的 
又 以 4 为 视点 ,对 6' , 严 ,D 应 用 张 角 定理 , 知 G' , 严 ,了 oy 
三 点 共 线 . | 


由 此 , 知 6 与 6 重合 , 故 EC = 人 EAC. 
例 4 如 图 5-5, 已 知 4M 是 A4BC 的 边 BC 上 的 中 线 ， 任 作 一 直线 顺 次 交 48， 


4C,4M 于 P,Q,N. 求 证 : 逢 , 锦 , 笨 成 等 基数 列 . (1979 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 
证 明 令 一 B4MH=a, 一 MI4C=pB, 4NHB=0. 以 4 为 视点 ,分 别 对 己 ,N,O 及 B， 
于 ,C 应 用 张 角 定 理 , 有 


se 二 人 0 sing , sipa 
4P “40， 


i 
AM AB “4C 


又 在 从 4BM 和 从 AMC 中 ,由 正 芝 定 理 , 有 
sing _ sina sing _ sing 


注意 到 MB = MC, 上 述 两 式 相 除 得 Se = Se、 图 5-5 
sin(a +B) 2sing 2sina 
于 是 @ 式 变 为 a 全 -人 2p 


由 OD 式 除 以 上 式 ,得 4 = 方 ( 知 + 知 ) 
AB AM AC 
怎 ,向 ,个 成 等 差 数列 ， 
2. 找 准 视点 ,寻找 到 与 题 设 条 件 或 结论 有 关 的 线段 所 在 的 三 角形 ,是 灵活 应 用 张 
角 定 理 的 前 提 
例 5 如 图 5-6, 圆 的 割 线 P4B 通过 圆心 0, 自 己 作 圆 的 任 一 割 线 PCD 交 圆 于 C， 


要 0 
.又 在 圆 上 取 点 忆 , 使 BE= BD; 连 CE 交 AB 于 FF. 求证 : 太 = Bp + Be 


证 明 连 4C,BC, 令 人 ECB= /1,BCD= /2,LACE = /3,/ACP=/4,AC= 


储 可 全 叫 软 匡 笛 潍 负 加 诗 巾 0 


由 BE = BD, 有 1 二 


连 BD, 由 hE =AD, 有 3= 人 /ABD = 一 4. 
以 C 为 视点 ,考察 线段 4B, BP, BF 所 在 的 三 
角形 全 4BC 和 从 PBC ,分 别 应 用 张 角 定理 ,有 
sin90' _ sin1 , sin3 
CF  &a bp * 
sin(90p+ LA4) _ sin4 , sin90? 
” CP : 


三 


a 

cp-_ mo -本 
beos/4— asin4 bcos3- asin3， 

由 此 , 知 bcos3 - asin 人 3 >0. 

在 人 CPB 中 ,由 余弦 定理 ,得 


ab ab’ 1 
BP = (joonZ3- oon23) +b ~2° pow73 aon23' (0 + LI) 
因 0< 3+A4<180°, 则 0< 3= 4<90, 即 cos3>0. 
oo /3 a+b) bon Iv tb 
TBP SL rn Zr ea beoss3— asins 3 ° 
_ Bb'cost IV a+b 
间 理 ,在 分 CFP 中 ,有 BF = os F374 Gein73 
又 在 RIAABC 中 ,AB =V + 区 ， 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 给 出 著名 问题 的 一 种 新 证 法 

例 6{ 斯 坦 纳 定理 ) 在 人 4BC 中 , BD, CE 分 别 是 一 4BC, 一 4CB 的 平分 线 . 若 
BD = CE, 则 4B = AC. 

证 明 如 图 5-7, 令 人 4BD = DBC = a, 了 BCE = 人 ACE = B, 分 别 以 B,C 为 视 


点 ,对 人 4BC 应 用 张 角 定理 的 推论 有 “2 = 在 + 直 , 芝 时 = 相 + 杰 . 


24B-BC:cosa ,) 2AC:BC:cosp 
亦 有 B+Bc =BD=CE= jer 
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AB(AC + BC) _ cosB 
亦 即 004AB + BC) = oosc : 


对 上 式 应 用 分 比 定理 ,把 8 - cosa 化 为 积 ,并 变形 可 得 
AB- 4C= -AG BC sinBie.onBse. 四 


显然 ,a,B,1a + BI1 均 上 只 能 为 锐角 . 

若 4B > 4C , 则 中 式 左 端 为 正 ,而 右 端 为 负 ， 

大 4B < 4C , 则 个 式 左 端 为 负 ,而 右 端 为 正 . 

所 以 4B = AC. 

例 7( 蝴 蝶 定 理 ) 已 知 M 是 @0 的 纺 4B 的 中 点 ,过 对 任 作 两 纺 CD , EF, 连 CF， 
DE 分 别 交 4 于 C, 厅 , 则 MH = MC. 

证 明 如 图 5-8, 令 AH4NF = /BME = a， 
人 BMD = 人 AMC = B. 以 M 为 视点 ,对 个 MDE 和 ， 
人 人 MCF es 有 


te +h) - pe + ine 
il 万， 


本 和 B) ke sina 
MG MF + MC 


上 述 两 式 相 闫 ,得 图 5-8 
sin(a + P) (HH ~ We) = MF ME - ME) ~ Ee (MD - MC). 
设 P,Q 分 别 是 CD, EF 的 中 点 ,由 OM_」 4B, 有 


Ee - MC = 2MP = 20M ' cos(90° — 8) =20M sing, 
MF — ME =2M0O =20M:cos(90° - a) =20M .sina. 


于 是 ,sin(a + 8)(W -RE) =0. 


而 a + B180°, 知 sin(a + 8B) 关 0. 确 MH = MC. 

注 ”类似 地 应 用 张 角 定理 ,可 证 明 如 图 5-8 中 的 4 = 

2. 获得 线段 倍 分 关系 的 一 种 途径 

例 8 已 知 GE 是 人 4BC 的 重心 ,过 G 作 直 线 分 别 交 人 ABC 的 两 边 48， 4C 于 E,F. 
求证 : EG 2CF. 

证 明 如 图 5- 9, 作 中 线 BGM, CCN, 令 MCF = 人 BCE = ,LCCF = /NCE = 


党 五 寺 己 妇 乓 想 澡 灌 同 和 并 病 O 


B. 
以 6 为 视点 ,分 别 对 人 GCM, 人 BCN 应 用 张 角 定理 ,有 (+8) - sk ,sine， 
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注意 到 , BG = 2GM, GC = 2NG, 则 
sin(a + 6) _ sing sina 
GF GM 2G6N’ 


sin(a+B) sing ，sina 
EG 2GM CN- 


D: 方 - 回 ,得 
(22F -i) "sin(a + 8) = -也 :2 <0. 
而 sin(a + 8) > 0(0< a + 8<90°), 
1 1 
故 FG -530820,B EG<26F. 


例 9 如 图 5- 10, 平 行 四 边 形 48CD 中 ,在 48 边 上 取 一 点 P, 使 48 =34P ,在 边 
AD 上 到 点 0, 使 4D =440, 且 Po 交 AC 于 有 睹 .求证 :4C =7AM. 


证 明 连 即 交 A4C 于 0, 则 40 = 方 4C. 令 人 DAM = 


a,BAM =B,AB =3a,4AD =46. 以 4 为 视点 ,分 别 对 
人 APQ 和 公 ABD 应 用 张 角 定理 ,有 
sin(a + 8) _ sing ，sin8 _ b'sina + arsin8 
AM a b ab 有 
sin(a + B) _ sina sing _ 4b'sina + 3a°*sing 
AO 3a 4b 12ab 
因 So = Sango ; 则 4b*sina = 34:sing. 
于 是 AM _ 42"sina + 30 :sing _ 6a'sinp __2 
"AO0 12b:sina + 12a:sing 9a'sinB + l2a'sin8 ”7 
故 4C =74M. 
例 10 如 图 5-1L 筝 形 4BCD 中 , 4B = 4D,BC = 
DC .经 过 4C 与 BD 的 交点 0 任 作 两 条 直线 ,分 别 交 4D 
于 EE, 交 BC 于 F, 交 4B 于 G, 交 CD 于 HH, CGF, EH 分 别 交 
BD 于 1 J .求证 : Of = OJ. (CMO - 5 试题 ) 
证 明 令 人 40E =a,E0D = B,DOH = yy,/COH = 
6 .由 题 设 , 知 4C 垂直 平分 BD 于 0, 以 0 为 视点 ,考虑 分 
别 在 07, OI 所 在 的 三 角形 公 EOH 及 人 GOF 中 应 用 张 角 
定理 . 
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be 


奥 毒 经 典 | 


但 在 全 EOH 中 ,涉及 0 ,08 ,于 是 ,又 在 Ah40D ,AcCOD 及 A EOH en 
角 定 理 ， 有 SR = sinw , sing sin90”_ siny sing sin(B + 7) -snp ， 


一 


0D 04， O08 =00+0D， 0 =07+ re 
由 上 述 三 式 , 有 


sin(B+7Y) sinp8.siny sinB* sin + Siny "sina siny' sin 
OJ oc OD OD O04 


同 理 , 在 从 408B, 公 COB 及 和 GO5 中 分 别 应 用 张 角 定理 ,有 
sin( 十 B) en + siny* sne ， Sm sind , Sinp* siny 
OB O4 


半生 全 记 际 卫 居 潍 时 回迁 交 0O 


注意 到 0D = 08， 则 有 = 方 , 故 Of = OJ. 


3. 证 阴线 段 比例 关系 式 的 一 种 方法 
例 11 如 图 5-12, 已 知 4D,AE a 的 内 外 角 平 分 线 , 点 D 在 BC 边 上 ， 


点 五 在 BC 边 的 延长 线 上 .求证 :B+ Zh= 施 : 


证 明 设 A4D=a,AE=4b,/BAD=/DAC = 

a .以 4 为 视点 ,分 别 对 全 ADE 和 从 4BE 应 用 张 
定理 ,得 sin90"” _ sing ， sin(90°~ a) 
组 本 


AC ~ &b 

sin(90° + a) _ sin90° sina 

a ~ AB b | 
,EN 
beosa + asina bceose — asine 


在 全 ABE 中 ,由 余弦 定理 ,并 注意 


cosa > 0, beosa — asina >0(48>0)， 


有 BE = AB’: + AE: -2AB* AE :cos(90°+a) 
bcos aa + b’) _ bcosa sw a:+b 


(beosa — asina): ~ beosa - asina 


同 理 , 在 公 ACE 中 , 求 得 CE = 2oosa a+b Vatb 


boosa + asina 


而 在 Rt 人 ADE 中 ,DE = a +b. 
故 1 l 2bcosa 2 


本 = 一 == 记 


BE Gh aon rn of re 
注 亨 + 让 = 问 表 示 DE 被 B.C 调和 分 割 ( 即 仍 = 艇 ). 


痪 枉 言 过 要 丘 性 当 漠 加 入 闻 DO 


用 张 角 和 定理 也 可 以 证 明 如 下 调和 分 割 问题 : 
凸 四 边 形 4BDF 的 两 组 对 边 延 长 相交 于 点 C,E, 直 线 4D 交 


BF 于 MM, 交 CE 于 点 入 , 则 i+ -= 而 识 人 = 2 - F 
事实 上 ,如 图 5-13, 令 CAN = a, 人 NAE = BB, 以 4 为 视点 ，。 


分 别 对 全 ABF ,人 ABE ,人 4CF ,人 4CE i 有 NE 
sin(@ + - sine sina ee i 4 2 图 5- 13 
St +h) seine ,ing, ule sg ee 
je 5 第 人 ,得 
sin(a + B) (Ti + 训 ) = 证 < sin(w + 月 ) 


而 sin(a + 8) 天 0， 故 了 + = 三. 


或 由 4 + 4 =2= 全 + 人 4 得 4 = 

这 个 调和 分 割 问题 可 以 参见 第 九 章 中 的 性 质 2. 

例 12 如 图 5- 14, 设 1, HH 分别 为 锐角 和 公 4BC 的 内 心 和 重心 ,点 B,C 分 别 为 边 
4C,4B 的 中 点 .已 知 射线 BT 交 边 4B 于 点 B,(B, 8B) ,射线 CT 交 4C 的 延长 线 于 点 
C;, B,C; 与 BC 相交 于 天 ,4 为 全 BHC 的 外 心 . 试 证 :4,7,4， 三 点 共 线 的 充分 必要 条 
件 是 入 BKB, 和 和 CKK, 的 面积 相等 . (CMO - 18 试题 ) 

证 明 首先 证 明 ; Sa prs = S<am 人 人 BC =60°. 

设 人 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R, 连 IC ,在 公 ACI 与 人 4BC 中 


运用 正弦 定理 ,有 人 | 
si 二 CC EMC ejLB 3 


， 1 i .1 2 \ 
sin 3 人 B, 即 A = 4R:sin 3B sin FC i C, 
1 


过 AB! = 了 了 4C = Rsin/B. 图 5- 14 
在 人 4B， 中 ,注意 4 平分 <4 ,以 4 为 视点 ,在 此 三 角形 中 应 用 张 角 定 理 的 扒 
2cos 二 ;4 z 


人 
论 , 有 了 = AB. + 本 
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即 有 2B, = 1 一 1 1 1 
244 1 cos 5 4 cos FLB-sinFLC 


2R'cos 广 人 Brsin 少 LC 
| sin 方 人 4 
2R: oo 3 LC: sin 本 全 如 
sin 二 人 4 
从 而 ”Seam, = ee = a,c, AB' AC = 4B: AC, 


同 理 ， AC, = > 


sin 廊 人 人 C: “oc08 广 人 LB sin 了 3 人 8: cos FLC 
1 sin 方 人 4 sin 广 4 


ain C'sin B = 


eo4sin? 邱 =1, 注 意 到 人 人 4 为 三 角形 内 角 心 人 BC = 60*. 


其 次 ,再 证 BAC = 60°e4,1,4| 三 点 共 线 . 
连 B41 ,C4 ,在 全 ABA, 和 和 4C4, 中 分 别 应 用 正弦 定理 ,有 


~ CG— TC 一 


sin/ ABA! sin/ A1AB’sin ACA! © sinZ A,AC 

因 1 为 人 4BC 的 内 心 ,4 ,1,41 共 线 e414B = 人 A1ACe 一 4B4i 与 一 4C4 均 为 
锐角 ,sin 一 4B4, = sin 人 ACA1 es 人 LABA1 人 ACA( 因 4Bz#AC) 时 ,人 ABA + AC4, = 
1805e>A,B8,A4A,C 四 点 共 圆 . 

注意 到 A, 中 圆周 角 与 圆心 角 的 关系 ,有 BC = 360° -2 一 BBC = 360* - 
2(180"- LA)=27 4, 有 LBAC+/ A 180 7 BAC = 60°. 

4, 证 明 三 点 共 线 的 又 一 个 工具 

例 13 如 图 5-15, 已 知 4B 是 圆 的 直径 , PA, PC 是 圆 的 切 
线 ,4,C 为 切 点 - 作 CD_4B 于 D,0 为 CD 的 中 点 .求证 : P,0,B 
三 点 共 线 ， 

证 明 以 C 为 视点 ,考察 线段 Po ,08 所 张 的 角 的 情形 

连 4C,BC, 则 一 4CB = 90P, 令 人 PC4 =a, 则 一 CRM = 4CD = 
ai 今 PC = oa, 易 知 4C = 20 :cosa, BC = AC .eceota = 


沿 百 言 近 村 开 虱 涤 油 同 并 小 


只 | 
奥 
林 
匹 
克 
+ 
的 
J 
何 
站 
是 


一 se — = 一 一 一 


m。 进 
oo ， ec - en2a cosa _ sina ,cosa 


十 
> Fge0sa* cota a 0* COSOQ 1 


_sinatcosa__1 
0 COSC I" COSO 
故 sin PCB _ sin PCO ,sin QCB 
~ Co CB CP 


由 张 角 定理 , 知 P,0,8B 三 点 共 线 . 

例 14 如 图 5-16, 在 线段 48 上 取 内 分 点 对 ,使 
AM < BM ,分 别 以 14 ,HB 为 边 , 在 4B 的 同 侧 作 正方 形 / 
AMCD 和 MBEF ,OP 和 0 分 别 是 这 两 个 正方 形 的 外 BE=--- 
接 圆 ,两 贺 交 于 MH,N .求证 : B,C,N 三 点 共 线 . 

(IMO - 1 试题 ) 

证 明 连 MD, ME, NE, ND, NM, 则 人 DNM = 
ENM =90°, 则 D,N,E 三 点 共 线 ,注意 /DME = 45°+ z 
45° = 900°. 图 5-16 

设 了 DMN = NEM = a ,P,Q0 的 半径 分 别 为 mm , 则 MC =y27), MB =Y2r,， 
MN = 2r,*cosa =2rvsina .对 视点 村 ,考察 点 B,C,N 所 在 的 三 角形 全 MBN .由 


sin CMB MY - sin90° ,Sin(45°— a) _ 1 +v2sine sin(45° ~ a) 
MN ~ 2r,sina V2r, 2ra "sina 


_1+ sina* (cosa 一 sina) _ cos a + sinag * cosa 
Zr "Coso 2r, coso 


过 2ri 本 
_ sin(90° + 45° ~- a) _ sin NMB 
pe MC 
应 用 张 角 定理 , 即 知 B,C,N 三 点 共 线 . 

例 15 如 图 5-17, 在 全 4BC 中 , 令 人 人 A=a, 人 人 B=B,AC=7Y, 且 a>8B,AD,BE, 
CF 是 它 的 三 条 垂 线 ;4P, BQ 是 两 条 角 平 分 线 ; 1 0 分 别 是 它 的 内 心 和 外 心 .证 明 ; 点 

D,1,E 共 线 当 且 仅 当 己 ,0 ,0 共 线 , 当 且 仅 当 0,1, 下 共 线 . 
(IMO - 38 预选 题 或 由 1998 年 全 国 高 中 联赛 题 改编 ) 
证 明 由 于 外 心 0 有 在 合 4BC 内 、 外 、 边 上 三 种 情形 , 故 须 对 a 分 三 种 情况 讨论 . 


( 工 ) 当 ua 为 锐角 时 . 


设 公 4BC 的 外 接 圆 半径 为 ,内 切 圆 半 径 为 r, 令 BC = a， 喘 

ab ab 林 

C4=6,4B=c, 连 C0, Cl, 则 CP=z，C0=Fz' 人 0C0 = 区 
2 -BLOCP=3 -a,CD= bo0y, CE= ocoy, Cl=—>, 
sim 7 中 

的 

一 0C1 = 一 1CF= 本 -8B- 广 (或 二 +a- 亚 ) ,LOCF=r-26-7 1 
(或 y+2a -xz). | 问 
以 C 为 视点 ,分 别 考察 人 PCQ ,人 DCE, 信 OCF, 并 应 用 张 角 定 理 . 是 


P,0,0 共 线 oo 和 = + 和 90 
ob siny = RL(a+te)'cosa + (b+ ce).cosp] 
AR’ "sina sinB'siny = R’[sin2a + sin28 + 2siny (cosa + cosB) ] 
oR (sin2a + sin28 + sin2y) = R? [sin2a + sin28 + 2siny (cosa + cosB) ] 
csin27y = 2siny (cosa + cosB)escosy = cosa + cosp. 

siny ”2 “2 
D,1,E 共 线 0 = + bsiny cosy = r(a+b) 
rlat+b+e)'cosy=r(a+b) es (a+b)(1— cosy)= ccosy 
人 (sina + sinB) (1 - cosy) = siny cosy 


200s 这 008 SF E+2sin 方 =siny*cosy 
2sin 这 ro0s 58 = COSY e3008Y = cosa + cosp. 


0,1,F 共 线 so 和 0CF _ sin 人 OC sin ICF 


CI CF CO 
sin(28+ y) cos(B+ 卫 ) cos(B+ 立 ) y CI 
0 7 asing + R 0 
ee pi = 一 了 (注意 B+ 六 关子 ,r=4Rsin 多 +sin 扩 +sin 立 ) 
2R sm 7 "sna'sing Rsin 7 | 
2sin( P+)=—— +4sin .sin 8 
2cos cos 性 2 “ 


兽 下 言 二 导 生 虫 办 证 信和 站 DO 1 


co4sin(B+ 郑 ) -oos 和 oos 生 =1+ 2sina sing 


oil9+ 生 1 旦 + 区 ton( 量 + 洱 - 和 vont 人 + 各 +unlp- 委 1 多 


=1+¢eos(a — 8B)— cos(a + pf) 
cscosB + cosa + | + cos(a — B)=1+ceos(a — PB)+ cosyescosy = cosa + cosp. 


因此 ,D ,IT,5 共 线 cP,0,0 共 线 ,0 ,1, 下 共 线 . 
(ID) 当 a 为 印 角 时 ,注意 0CP = a -下 ,依照 ( 工 ) 类 似 证 明 . 


( 亚 ) 当 wx 为 直角 时 , 易 证 点 D,1,E 共 线 当 且 仅 当 公 4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 ;点 
P,0,0 共 线 当 且 仅 当 全 4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 ;点 0,1, 下 共 线 当 且 仅 当 全 4BC 是 
等 腰 直 角 三 角形 .综合 即 证 . 

注 在 公 4BC 中 ,可 证 得 ;cos 一 C = cas 一 4 + cos 一 B, 当 且 仅 当 入 4BC 的 外 接 圆 半 
径 等 于 4B 边 上 的 旁 切 圆 半径 .因此 本 例题 还 等 价 于 全 4BC 的 外 接 图 半径 等 于 4B 边 上 
的 旁 切 圆 半径 ,此 为 1998 年 全 国 高 中 联赛 平面 几何 题 结论 . 

5. 注意 张 角 定理 与 斯 特 瓦尔 特定 理 的 等 价 性 

例 16 如 图 5-18, 设 B,P,C 依 次 分 别 为 从 4 点 引出 的 三 
条 射线 4B ,4P,4C 上 的 点 .线段 BP, PC 对 点 4 的 张 角 分 别 为 =， 
B8, 且 a + B<180°, 则 BB,P,C 三 点 共 线 的 下 述 两 个 充 要 条 件 等 
价 ; 

(DS(e 二 = Spe + 9 有 ( 张 角 定理 ); 


(I)AB’: PC + AC’* BP= 4P BC+ BP: PC* BC( 斯 特 压 尔 
特定 理 ). 


证 明 sn(a + + op cAB' AC*sin(a + B) = AP: AB'sina + AP: AC*sing 


SAB' AC sing * a 人 cosa * sinB = 4P.4B'sina + AP* AC sinp. 
作 BE | 射线 AP 于 E, 作 CF | 射线 4P 于 FF, 则 
AB'sing BE BP :BP 


AC:sinB CF PC k*PC 

AC'cosB' k* BP+ AB'cosa' k' PC = AP'k* BP+ AP:k*PC= AP:k: BC 
4C2 + AP’: -PC AB’: + AP’ - BP’ 

csAP*: ACG* BP FAC™ AP + AP*: AB* PC 5 AB AP 


EAB:: PC + AC: BP = AP:* BC + BP' PC'BC. 


= AP’.: BC 


【模拟 实战 】 
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习题 A 


. 在 和 佐 形 4BCD 中 ,4B = a, BC = 6,M 为 BC 中 点 , DE | 射线 4M 于 玉 , 求 DE 之 长 . 


(用 ,上 表示) 


.人 4BC 中 ,4AB = 4C,AD 为 BC 边 上 的 高 ,4D 的 中 点 为 于 , CM 的 延长 线 交 48 于 天 . 


求证 :4B = 3AK. 


:已 和 需 4CL4B, BD AB,4D 和 BC 相交 于 点 E, EF | 4 于 下 .又 4C=p 有 D=9， 


EF=r,AF= m, 要 = 求证 :+ 二 = 下 


r 遇 


. 梯形 48CD( 4B// DC) 的 对 角 线 4C, BD 相交 于 已 ,过 P 作 梯 形 下 底 的 平行 线 交 两 腰 


AD 于 M, BC 于 NN .求证 : PM = PN . 


. 设 人 XOY 的 平分 线 上 任 一 点 为 P, 过 P 作 两 条 任意 直线 48B, CD ,分 别 交 0X, OY 于 


4,C,B,D. 求 证; 0C* 04' BD = 0B: 00D: AC. 


. 直线 1 的 同 侧 有 三 个 相 邻 的 等 边 三 角形 人 4DE, 全 4FG, 信 ABC, 且 6G,4,8B 都 在 直 


线 1 上 . 设 这 三 个 三 角形 的 边 长 依次 为 5,c,a, 连 GD 交 AE 于 N, 连 BN 交 AC 于 L. 


i 
a 
. 在 0 中 ,过 蕊 GH 的 中 点 人 作 纺 4B, CD, 令 人 AMC = a, 人 人 CMG = 6. 求 证 :2 - 
MB — MA 
MC— MD 


: 在 平行 四 边 形 4BCD 的 CD 边 上 取 一 点 P, 使 CP: PD = 1:2, 在 对 角 线 上 取 一 点 0， 


使 CO:04 =1:3. 求 证 ; B,0,P 三 点 共 线 . 


习题 B 


. 已 知 四 边 形 4BCD 两 组 对 边 的 延长 线 分 别 交 于 kK, 上 .过 ,LL 作 直 线 , 对 角 线 4C, BD 


之 延长 线 分 别 交 怒 于 C,F. 求 证 : 赤 , 南 ,去 成 等 差 数列 ， 


. 在 锐角 三 角形 4BC 中 ,4C > 48B .求证 : 人 B 的 平分 线 BD 小 于 一 C 的 平分 线 CE. 
. 在 日 0 内 ,直径 408 | 半径 0C ,日 0' 与 08, OC 相 切 于 D,E, 并 与 0 内 切 于 FF. 求 


证 :4A,E,F 三 点 共 线 . 
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渭 下 要 全 公开 性 活 二 加 涉 上 站 O 


4. 在 Rt 会 ABC 中 ,ACB =90,CD | 4B 于 D, 全 ADC 和 全 CDB 的 内 心 分 别 为 D ,0.，， 


oO UV, 与 CD 交 于 天 .求证 :Ar + Ar= 大 
5. 设 己 为 和 4BC 内 任 一 点 ,顶点 4,8,C 与 P 的 连 线 分 别 与 BC, C4 ,48 交 于 点 万 ,天 ， 
.PP 为 人 DEF 周 界 上 任 一 点 ,过 P' 作 PD, PE, PF 的 平行 线 分 别 与 BC, C4,4B 交 


于 ,E', FP .证明 : 在 比值 年 了 ,年 ,后 和 中 必 有 一 个 等 于 另 两 个 的 和 . 


第 六 章 ” 西 姆 松 定理 及 应 用 


【基础 知识 】 


西 姆 松 定理 过 三 角形 外 接 圆 上 蜡 于 三 角形 顶点 的 任意 一 点 作 三 边 的 垂 线 , 则 三 
尼 足 点 共 线 (此 线 常 称 为 西 姆 松 线 ). 

证 明 如 图 6-1, 设 P 为 人 ABC 的 外 接 圆 上任 一 点 ,从 PP 
癌 三 边 BC, C4，, 4B 所 在 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 L, M,N. 连 
PA ,PC, 由 P,N,A,M 四 点 共 圆 ,有 PMN = PAN = pp = 
LPCB= /PCL. 

多 P, 导 ,C,L 四 点 共 圆 ,有 人 PML = POL. 

故 ”PMN = 人 PML, 即 LN,MM 三 点 共 线 . 

注 ”此 定理 有 许多 证 法 ,例如 ,如 下 证 法 : 

如 图 6-1, 连 PB, 令 PBC = a, 人 人 PCB = 8, 了 PCM = YY, 则 图 6-1 
LPAM=a, /PAN=B,/APBN=Y,H BL= PB:ecosa, LC = PC «cosB, CM = PC cosy, 


MA = PA' cosa, AN = PA'cosB, NB = PB'cosy. 对 人 ABC, 有 BL. M.AN _ PB' oo0sa. 


PC'cosy PA:cosB 本 
Pf .pb = T. 故 由 梅 涅 劳 斯 定理 之 道 定理 , 知 LN, MM 三 点 共 线 . 


西 姆 松 定理 还 可 运用 托 勤 迷 定 理 , 张 角 定理 ` 斯 特 瓦尔 特定 理 来 证 ( 略 ). 

西 姆 松 定理 的 逆 定 理 各 一 点 在 三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 射影 共 线 , 则 该 点 在 此 
三 角形 的 外 接 圆 上 . | 

证 明 如 图 6-1, 设 点 忆 在 从 4BC 的 三 边 BC, C4 ,4B 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 
L,M,N, 且 此 三 点 共 线 .由 PN_| 4B 于 N,PML 4AC 于 M,PLji BC 于 L, 知 局 ， B,L,N 
及 P,N,4,M 分 别 四 点 共 圆 ,而 4B 与 LM 相交 于 N, 则 PBC = /PBL - /PNM = 
一 PH ,从 而 P,B,C,4 四 点 共 圆 , 即 点 P 在 人 4BC 的 外 接 癌 上 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
1. 找到 或 作出 三 角 形 外 接 圆 上 一 点 在 三 边 上 的 射影 ,是 应 用 西 姆 松 定理 的 关键 
例 1 如 图 6-2, 过 正人 4BC 外 接 圆 的 4C 上 点 P 作 PD 上 直线 4B 于 D, 作 PE | AC 
Re ee 


渭 首 说 这 要 扫尾 汶 油 加 和沙 辣 C 


作 玫 前 王 导 上 卫 刷 溢 沁 问 入 并 O 


PC' |] 4B 交 贺 周 于 C’ .求证 : A4'/ BB'// CC ， 


于 E, 作 PF| BC 于 F. 求证 ;+ = 二 


证 明 由 PD | 直线 4B 于 D,PE|AC 于 E,PF_」BC 于 下 , 知 
A,EE,P,D 及 E,F,C,P 分 别 四 点 共 圆 , 则 DPE = 人 BAE = 60?， 
EPF = /ECF = 60°. 

由 西 姆 松 定理 , 知 D, EE, Ff 人 P 为 视点 ,对 8 


sinl20° sin60° A 故 工 是 . 
PE PF ~ Pp’? PF 市: PE 


例 2 如 图 6-3, 设 AD,BE,CF 为 人 4BC 的 三 条 高 线 , 自 DD 点 作 DP 1 4B 于 P， 
DO BE 于 0,DRJ」CF 于 R,DS_LAC 于 5, 连 PS. 求 证 :0,R 在 直线 PS 上. 

证 明 ”由 于 全 BFE 的 外 接 圆 为 @ BDHF ,而 D 为 该 贺 和 
上 一 点 , 且 六 在 全 BFH 三 边 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 P， 
0,R, 于 是 ,由 西 姆 松 定理 知 P, 90,R 三 点 共 线 . 

同 理 , 可 证 0,R,5S 是 和 EEC 的 西 姆 线 上 三 点 . 

由 于 直线 POR 与 直线 QRS 有 两 个 公共 点 0,R, 所 以 
这 两 直线 重合 , 故 0,R 在 直线 PS 上 . 

例 3 如 图 6-4, 设 P 为 全 ABC 外 接 圆 上 一 点 , 作 
P4' | BC 交 圆 周 于 4', 作 PB' | 直线 4C 交 圆 周 于 B', 作 


证 明 设 P4' | BC 于 L,PB’ | 直线 4C 于 NN,PC'1| 4B 于 
型 , 则 由 西 姆 松 定理 知 工 ,M,N 三 点 共 线 .注意 到 上 ,8B,P,M 及 
4A',B,P,4 分 别 四 点 共 圆 , 连 BP, 则 人 4MN = 人 BML = 人 BPL = 
BP4’ = /BA4' ,于 是 A4’/LN. 

同样 ,注意 到 4, B,P,B' 及 A,M,P， N 分 别 四 点 共 图 ， 连 
PA , 则 LA4BB’ = /APB’ = /APN = /AMN ,于 是 BB’ /LN. 

由 4,P,C',C 四 点 共 圆 ,知人 ACC' + APC' = 180°. 注 意 
LAPC’ = AAPM = LANM = LCNM, 则 LACC’ + LCNM = 
180°, 于 是 CC AU ,i 故 44’/ BB’/ CC. 

例 4 如 图 6-5, 设 PP 为 人 4BC 外 接 圆 上 BC 内 一 点 ,过 P 作 PplLBC 于 Dp, 作 PFL 
直线 4B 于 F, 设 和 为 全 4ABC 的 重心 ,延长 PD 至 P' ,使 PD = P'D .求证 ; HP’// DF. 

(1979 年 山西 省 竞赛 题 改编 ) 

证 明 连 4H 并 延长 交 BC 于 4 , 交 贺 于 下, 则 由 ECB = 人 BAH' = 人 BCH , 知 


HA’ = A'H'. 

又 由 已 知 PP' | BC, 且 PD = DP, 连 PH', 则 知 PF’ 与 P'H 
关于 BC 对 称 , 从 而 了 PH'H = 人 PHH'. 

由 于 从 PP 点 已 向 公 4BC 的 两 边 所 在 直线 4B, BC 引 了 牌 线 | 
PF, PD ,再 过 点 已 向 边 4C 所 在 直线 作 垂 线 PE ,和 鲜 足 为 E, 则 由 区 
西 姆 松 定理 , 知 F,D,E 三 点 共 线 , 设 西 姆 松 线 EF 与 H4’ 交 于 
采 . 此 时 ,又 由 P,C,E,D 四 点 共 圆 ,有 CPE = CDE. 

在 Rt 全 PCE 中 ,CPE 与 人 PCE 互 余 ;在 Rt 人 MD4’ 中， 
LADM= 人 CDE 与 人 DiM4' 互 余 . 故 人 DHM4' = PCE = 人 PCA = 人 /PH'H=/P'HH., 
由 此 即 知 HP'// 机, 故 HP'// DF. 

例 5 如 图 6-6, 设 P 为 人 4BC 外 接 圆 上 一 点 ,过 点 己 分别 作 开 上 BC 于 工作 
PN 二 直线 4B 于 N ,直线 LN 交 BC 边 上 的 高 线 于 K, 设 有 为 人 4BC 的 垂 心 .求证 ; PK// 
LH. 

证 明 由 于 从 PP 点 引 了 全 4BC 的 边 BC , B4 所 在 直线 的 垂 线 ， 
再 过 已 氮 作 PWM 4C 于 到, 则 由 西 姆 松 定理 , 知 上, M,N 三 点 共 直 
线 , 即 克 , 肛 ,N, 玉 四 点 共 线 . 

设 BC 边 上 的 高 线 为 4 ,延长 4D 交 圆 于 下 , 连 PF 交 BC 于 C， 
交 西 姆 松 线 NL 于 0Q , 连 PH 交 西 姆 松 线 NL 于 5. 

由 P,C,L,M 四 点 共 圆 及 4A, 下,C,P 共 圆 , 连 PC, 则 一 MLP = 
人 MCP = 人 AFP= 人 人 LPF, 从 而 QP = QL, 即 0 为 Rt 人 PLG 的 斜 边 
PG 的 中 点 . 连 HG, 由 DFC = 4BC = LDHC, 若 HD = DF, 有 
L HGD = /DGF = ee AOL6, 从 而 ECNL, 即 S0 是 人 PHG 
的 中 位 线 , 亦 即 HS 

yy ed = 人 KHS 及 人 PSL = HSK, 于 是 人 PSL 给 人 FSK, 即 有 于 之 
KH , 亦 即 四 边 形 PKHL 为 平行 四 边 形 , 故 PK/ LH. 

注 由 此 例 可 得 ,三 角形 外 接 圆周 上 一 点 P 与 牌 心 的 连 线段 PH ,被 关于 PP 点 
| 的 西 姆 松 线 所 平分 ,这 是 西 姆 松 线 的 一 条 重要 性 质 . 

2. 注意 发 现 四 点 共 图 与 三 点 共 线 的 联系 ,灵活 上 应 用 西 姆 松 定 理 及 其 逆 定 理 

例 6 如 图 6-7, 延 长 凸 四 边 形 4BCD 的 边 48B, DC 交 于 五 ,延长 妇 , BC 交 于 下. 
试 证 ;全 BCE, 公 CDF, 人 ADE, 公 ABF 的 四 个 外 接 圆 共 点 . 

证 明 设 入 BCE 与 CDF 的 两 个 外 接 圆 除 交 于 点 C 外 , 另 一 交点 为 开设 点 朋 
在 直线 BE, EC, BC 上 的 射影 分 别 为 P,Q,R, 则 由 西 姆 松 定理 , 知 P,0,R 三 点 共 线 . 

同样 ,M 点 在 直线 DC, CF ,DF 上 的 射影 0,R,5 也 三 点 共 线 , 故 已 @, 民 ,S 四 点 


图 6-5 


滞 卫 语 关 车 划 心 入 洒水 将 


六 百 言 冯 个 菇 民 洛 四 同 洪 将 O 


在 全 4DE 中 ,PP 在 4E 上 ,0 在 DE 上 ,S$ 在 边 AD 所 在 直 
线 上 ,和 且 P,Q0,5 三 点 共 线 , 则 由 西 姆 松 定理 的 道 定理 , 知 夺 
点 在 全 ADE 的 外 接 圆 上 ， 

在 全 ABF 中 ,PP 在 直线 4B 上 ,R 在 BF 上 ,S$ 在 4F 上 ,“\ 
且 P,R,S 三 点 共 线 ,由 西 姆 松 定 理 的 道 定理 , 知 族 点 在 
作 ABF 的 外 接 圆 上 . 

故人 和信 BCE ,人 CDP ,全 4ADE, 公 ABF 的 四 个 外 接 圆 共 点 . 

注 此 例题 的 结论 实际 为 完全 四 边 形 ABECFD 的 四 个 三 角形 人 AED、 公 BEC、 
入 CFD 、 公 ABF 共 点 ,此 点 称 为 密 克 尔 (Miquel) 点 ,直线 PORS 称 为 完全 四 边 形 的 西 姆 
松 线 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 ] 


1. 证 明 点 共 线 的 又 一 工具 

例 7 如 图 6-8, 设 PP 为 四 边 形 4,4,4;4, 外 接 圆 上 
任 一 点 ,点 P 在 直线 4.4,,4,4;,A4;A,, 4.4 上 的 射影 
分 别 为 Bl, B,, B,, B,, pr 在 直线 Bi B,, B,B,, 
B; B4，,B4B 上 的 射影 分 别 为 Cl, C;, C3, C4. 求 证 : 0， 
C, , 03, C, 共 线 . 

证 明 连 44:, 过 已 作 4i4; 的 垂 线 , 垂 足 为 0. 从 
而 ,点 己 关 于 和 4424; 的 西 姆 松 线 为 BB,0 ,同样 ,点 
已 关于 人 4, 43 4. 的 西 姆 松 线 为 B, 0B,. 

由 一 4,BP = A410P = 人 41B1P, 知 点 PP 在 
和 全 0BiB, 的 外 接 圆 上 ,由 西 姆 松 定理 , 知 点 P 在 全 0B Bs 三 边 上 的 垂 足 Ci, C3, Cs 共 
线 . 

同 理 , CC ,CG ,C4 三 点 也 共 线 . 

故 CCz, C3, Cs 四 点 共 线 (此 直线 称 为 P 点 圆 内 接 四 边 形 关 于 A A, A 44 的 西 姆 
松 线 )， 

2. 注意 西 姆 松 线 在 转化 问题 中 的 媒介 作用 

例 8 如 图 6-9, 设 PP 为 人 4BC 外 接 圆 周 上 任 一 点 ,P 点 关于 边 BC, AC 所 在 直线 
的 对 称 点 分 别 为 P,P, .求证 :直线 Pl P, 经 过 个 ABC 的 重心 FH. 

证 明 由 于 P,P 分别 为 P 点 关于 直线 BC ,4C 的 对 称 点 , 设 PP, 交 直 线 BC 于. 
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L, PP, 交 百 线 4C 于 NN, 则 工 ,M 分 别 为 P 点 在 人 ABC 的 边 BC, C4 所 在 
直线 上 的 射影 , 且 L, NN 分别 为 线段 PP , PP, 的 中 点 . 

由 西 姆 松 定理 , 知 LN 为 西 姆 松 线 ,此 时 LV PP,. 

义 由 前 面 例 5 知 , 当 五 为 人 ABC 的 甜心 时 ,直线 LN 平分 线段 PH. 
于 是 ,可 知 H 点 在 直线 P,P, 上 , 即 直 线 PP, 经 过 五 点 . 

例 9 如 图 6- 10, 一 条 直线 /与 圆心 为 0 的 圆 不 相交 ,E 是 ! 上 一 
凡 ,OE | i,M 是 1 上 任意 异 于 EE 的 点 ,从 NM 作 @O 的 两 条 切线 分 别 切 图 6-9 
圆 于 4 和 B,C 是 M4 上 的 点 ,使 得 EC | M4,D 是 MB 上 的 点 ,使 得 ED | MB ,直线 CD 交 
OE 于 天, 求证 :点 的 位 置 不 依赖 于 MM 的 位 置 . (IMO - 35 预选 题 ) 

证 明 令 O8 = ca, 加 0 的 半径 为 R, 连 结 E4, EB, 04, 08， 
OM,4B, 设 4B 交 OM 于 G, 交 OE 于 0Q, 则 04 .| MA,0B | MB， 
OM | 4AB. 

由 射影 定理 ,得 06. OM = 08: ,又 由 MM,E,0,C 四 点 共 圆 ，、 
有 00' OE = 0G' OM = 0B? = 户 , 从 而 知 00 = 尽 . 由 0B” = 00， 
0E, 有 全 0EBw 作 0BQ, 即 有 BEO = /0BO = BA0, 即 /1 = 
芝 2= 人 3. 由 此 得 人 MEB + MAB = (90 + 人 1) + (90°- 3) = 
180", 故 4, 中, 已, 于 四 点 共 圆 . 

作 ENV 4 交 48B 的 延长 线 于 NN, 由 西 姆 松 定理 , 知 C,D,F， 
N 四 点 共 线 .注意 到 4,N,E,C 与 4, 0,,M 均 四 点 共 贺 ,有 ENF = /FAM = 
EOM .XE EN// OM, 有 LENF = /NEF ,W/ENF = /NEF. 


在 RNEQ 中 ,由 上 推 知 F 为 BO 的 中 点 ,因此 , EF = 方 E0 = 款 (OP - 00) = 


二 元 及 . 故 的 位 置 不 依赖 于 的 位 置 


3. 注意 西 姆 松 线性 质 的 应 用 

三 角形 外 接 圆 上 一 点 的 西 姆 松 线 平分 该 点 与 三 角形 重心 的 连 线 . 

此 性质 已 在 例 5 给 出 一 种 证 法 , 现 另 证 如 下 ， 

如 图 6 -11, 设 五 为 人 ABC 的 垂 心 , P 为 其 外 接 贺 上 一 点 , 作 和 BC 的 外 接 圆 
HBC, 则 该 圆 与 ABC 关于 BC 对 称 (参见 重心 性 质 7) 
设 氮 己 的 垂 足 线 ( 即 西 姆 松 线 ) 为 LMN, 由 P、.B、L、M 四 点 共 圆 ,有 Pr =- 
PBN . 


设 局 BBC 与 直线 PL 交 于 点 PP、Q, 则 工 为 PP' 的 中 点 , 连 HP', 由 LPH = OH 的 
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订 可 全 吕 民 五 性 潍 洒 条 诗 奖 O 


请 瑟 说 闯 臣 再 性 爸 浊 同和 江 交 oO 


度数 = 殉 的 度数 = 人 PBA = 人 PBM = PIM, 知 PH// IMN. 
由 此 即 知 PH 被 直线 LMN 平分 ， 
例 10 如 图 6- 12, 由 全 4BC 的 顶点 4 引 另 两 顶点 B、C 
的 内 .外 角 平 分 线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 F,.G.E.D, 则 F、G、 
ED 四 点 共 线 , 且 此 线 与 人 4BC 的 中 位 线 重合 ， 
证 明 延长 BE 、CD 相交 于 点 天 , 设 CG 与 BE 相交 于 点 
1 8B 
1, 则 [为 人 4BC 的 内 心 .由 人 CA1 = 雪人 4, 人 CKI=90- / 
ZCIK=9 (二 LB+ 汪 人 C)= 二 人 4, 知 4I.CK 四 点 
共 贺 


对 会 ICK 及 点 4 应 用 西 姆 松 定理 , 知 G、.E、D 三 点 共 线 ， 
同 理 , 对 会 BCL 及 点 4 应 用 西 姆 松 定理 , 知 FG、E 三 太 
共 线 . 
故 F.G、E.D 四 点 共 线 . . 
由 于 C 为 会 1CK 的 垂 心 , 则 由 西 姆 松 线 的 性 质 知 直 以 、 
线 GED 平分 AC . 同 理 , 直线 FGE 平分 48, 故 直线 FD 与 
从 ABC 的 中 位 线 重合 . 

注 ”由 例 10 再 回 过 来 看 例 2, 在 例 2 中 ,是 由 点 D 引 
入 DEF 另 两 个 顶点 EE、F 的 内 、 外 角 平 分 线 的 垂 线 , 垂 足 
分 别 为 P.O、R、S. 

4. 注意 西 姆 松 定理 与 托 勒 迷 定 理 的 等 价 性 

可 用 西 姆 松 定理 证 明 托 勒 迷 定 理 ; 

如 图 6- 13,4BCD 为 任意 圆 0 内 接 凸 四 边 形 , 连 4C, 过 DD 问 
和 A4BC 各 边 作 垂 线 , AB, AC, BC 所 在 直线 上 的 垂 足 分 别 为 C， 
Bi, 41, 连 C1B, , B,4 ,由 西 姆 松 定理 , 知 C1 Bi + B14 = C141.Q@ 

由 4 ,Ci,Bi,D 四 点 共 圆 ,有 昌 4D 为 该 圆 直径 及 正弦 定理 ,有 
CiB=4D.sn CDpB = AD:sin 人 C14B., 设 R 为 @@O0 半径 , 则 


sin 人 C14B1 = sin 人 BAC= 裤 , 故 CB -Oe. 


中 _v- 


CD* AB AC: BD 
同 理 ,B4 = 一 5R :C141 = 7R 


于 是 ,由 台式 有 AD' BC + CD: AB = 4C': BD .此 即 为 托 勒 迷 定 理 . 
也 可 用 托 勒 迷 定 理 证 明 西 姆 松 定 理 : 


设 ABCD 是 马 0 的 内 接 四 边 形 , 则 由 托 勒 迷 定 理 , 有 


AD* BC + AB: CD = AC* BD. 人 
作 PC | 直线 48 于 CG,, 作 到, 上 直线 4C 于 B,, 则 由 4 ,Ci ,B,D 四 点 共 圆 ,有 目 4D 
CB CB, 


为 该 加 直径 及 正弦 定理 ,有 aiZC DB = nC A = AD,Bh CB, = AD'sin/ CAB, = 


AD* 了 6(R 为 ©O 半径 ), 亦 即 AD BC =2R: CB,. 


同 理 , 48B* CD =28R.4Bi,4C.BD =2R.4C. 

把 上 述 三 式 代入 @@ 式 ,有 C,B + 41B,= 4,C,. 

故 41 ,B,C 三 点 在 一 条 直线 上 ,此 即 为 西 姆 松 定理 ， 

因此 ,在 应 用 中 ,我 们 应 当 注 意 灵 活 处 置 ,车 应 用 哪个 定理 方便 ,就 应 用 哪个 定理 


【模拟 实战 】 


| 


Ah -上 


lk 


习题 A 


. 设 P 为 人 4BC 外 接 圆 周 劣 孤 BC 上 一 点 ,P 在 边 BC, C4, 4B 上 的 射影 分 别 为 上 ,MM， 


N, 令 PL=1,PM=m,PN= n, BC= a,CA=8b,AB=c., 求 证: mna = Inb + lme. 


: 设 PA ,PB, PC 为 CO 的 三 条 纺 , 分 别 以 它们 为 直径 作 圆 两 两 相交 于 D,E. 到 .求证 : 


D,E,F 三 点 共 线 . 


. 目 公 4BC 的 顶点 4 作 人 8B 的 内 、 外 角 平 分 线 BE, BF 的 垂 线 , 垂 足 为 E,F, 再 作 玫 CC 


的 内 、 外 角 平 分 线 CG, CD 的 戏 线 , 垂 足 为 G6,D. 求 证; 户 ,C,E,D 四 点 共 线 . 


. 求证 :正三 角形 外 接 圆周 上 任 一 点 到 三 边 距 离 的 平方 和 为 定 值 . 
, 各 三 图 均 经 过 其 三 圆心 所 成 的 外 接 圆 上 任何 一 点 , 则 此 三 圆 两 两 相交 于 三 个 共 线 


点 ， 
习题 B 


-点 P,Q 是 人 4BC 的 外 接 圆 上 的 两 点 ( 异 于 4, B,C), 点 PP 关于 直线 BC, C4,4B 的 


对 称 点 分 别 是 U,V, 下 , 连 线 0U, QV, QW 分 别 与 直线 BC , C4 ,4B 交 于 点 D,E,F. 
求证 :CI)U,V, 下 三 点 共 线 ;( 卫 )D,E,F 三 点 基线 . 


. 设 4BCD 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,点 P,Q 和 尺 分 别 是 D 到 直线 BC CA 和 4 的 射影 . 


证 明 : PQ = QR 的 充 要 条 件 是 一 4BC = 一 4DC 的 角 平 分 线 的 交点 在 4C 上 . 
(IMO - 44 试题 ) 
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尘 要 言 关 村 皇 帐 区 油 岂 并 姜 O 


3. ( 卡 诺 定理 ) 过 个 4BC 外 接 圆 上 一 点 已 ,向 三 边 所 在 直线 引 斜 线 分 别 交 BC, C4 ,45 

于 点 DD,E,F, 且 PDB = .PEC = 人 PFB .求证 :DD,E,F 共 线 . 

4. 过 从 ABC 的 三 顶点 引 互 相 平行 的 三 直线 ,它们 和 公 4BC 的 外 接 圆 的 交点 分 别 为 4 ， 
B',C' .在 人 4BC 的 外 接 圆 上任 取 一 点 P, 设 P4', PB', PC' 与 BC, Ch,4B 或 其 延长 
线 分 别 交 于 DD,E, 下 .求证 ;DD,E5,F 共 线 . 

. (清宫 定理 ) 设 P,0 为 人 4BC 外 接 贺 上 异 于 4,8,C 的 任意 两 点 ,P 点 关于 BC, C4， 
AB 的 对 称 点 分 别 为 U,V, 不 ,而 QU, QV, QW 和 BC, C4, 4B 分 别 交 于 DD,E,F. 求 
证 : D,E,F 共 线 . 

6. 设 P,0, 为 全 4BC 外 接 圆 半径 OK 或 延长 线 上 两 点 , OP. 00 = R ,其 中 R 为 外 接 圆 

半径 ,P 点 关于 BC、C4、4B 的 对 称 点 分 别 为 U,V, 玉 ,而 QU, QV, QW 分 别 交 BC， 

CA ,4B 于 点 DD,E ,下 .求证 : D,E ,下 共 线 . 


歼 梧 兰 关 车 表 必 交 油 同 入 眶 O 
LA 


第 七 童 ” 九 点 圆 定理 及 应 用 


【基础 知识 |j 


九 点 圆 定理 三 角形 三 条 高 的 垂 足 . 三 边 的 中 点 ,以 及 重心 与 顶点 的 三 条 连接 线 
段 的 中 点 ,这 九 点 共 圆 ， z 

如 图 7-1, 设 人 4BC 三 条 高 4D, BE, CF 的 垂 足 分 别 为 D, ,FF; 三 边 BC CA, AB 
的 中 点 分 别 为 L, M,N; 又 AH, BH, CH 的 中 点 分 别 为 P,Q,RR, 求 证 : D,E,F,L,M,N， 
P,Q,R 九 点 共 圆 . 


证 法 1 连 PO,QL,LM,MP, 则 知 LM LBA 


QP, 即 知 LMPQ 为 平行 四 边 形 .又 LO0W CH BAW 
LM , 知 LMPQ 为 矩形 .从 而 L, M, 已 , 0 四 点 共 圆 , 且 
圆心 了 为 PL 与 QM 的 交点 . 同 理 , MNOR 为 矩形 ,从 而 
L,M,N,P,Q,R 六 点 共 圆 ,和 且 PL, QM ,NR 均 为 这 个 
圆 的 直径 ， 

由 和 PDL = 人 OEM = /RFN =90°, 知 DD,E,F 二 
态 也 在 这 个 圆 上 . 故 D,E,F,L,M,N,P,0,R 九 点 
共 贺 . 


证 法 2 设 人 4BC 的 外 心 为 0, 取 O8 的 中 点 并 记 为 V, 连 40 以 V 为 圆心 , 广 40 
为 半径 作 折 了 ,如 图 7- 1. 
由 VP 和 04, 知 了 在 OV 上 . 辣 理 ,Q,R 也 在 VL 上 . 


倍 卫 全 寥 民 上 扯 潍 渤 加 入 姜 O 


由 OF 嫂 祁 4( 可 由 延长 40 交 和 4BC 的 外 接 贺 于 ,得 HBKC 为 平行 四 边 形 ,此 
时 工 为 KH 的 中 点 , 则 OF 为 人 AKH 的 中 位 线 即 得 ), 知 OL 之 本 .又 OV = WVH, 知 
人 0LY 2 人 HPY, 从 而 VL= 取 = 广 04, 且 了 ,已 共 线 , 故 工 在 DY 上. 


同 理 , M,N 在 @V 上 . 
由 工 ,了 ,PP 共 线 知 LP 为 OV 的 一 条 直径 . 


闸 楂 半 关 下 再 -开光 沽 四 站 粗 O 


又 了 ZLDP =90, 一 MEO =90°,/ NFR=90, 知 D,E,F 在 VL 上 . 

故 D,E,F,L,M,N,P,0,R 九 点 共 圆 . 

上 述 圆 通常 称 为 九 点 圆 , 也 有 人 叫 费 尔 巴 哈 圆 或 欧 拉 圆 .显然 ,正三 角形 的 九 点 圆 
即 为 其 内 切 圆 . 

由 上 述 定 理 及 其 证 明 ,我 们 可 得 如 下 一 系列 推论 : 

推论 1 入 4BC 九 点 圆 的 圆心 是 其 外 心 与 垂 心 所 连 线段 的 中 点 , 九 点 圆 的 半径 是 


人 4BC 的 外 接 贺 半 径 的 记 


注意 到 公 POR 与 公 4BC 是 以 垂 心 互 为 外 位 似 中 心 的 位 似 形 ,位 似 比 是 HP: Hh = 
1:2, 因 此 ,可 得 

推论 2 三 角形 的 九 点 圆 与 其 外 接 圆 是 以 三 角形 的 重心 为 外 位 似 中 心 , 位 似 比 是 
1:2 的 位 似 形 ; 垂 心 与 三 角形 外 接 贺 上任 一 点 的 连结 线段 被 九 点 圆 截 成 相等 的 两 部 分 . 

注意 到 欧 拉 定理 ( 欧 拉线 ) ,又 可 得 

推论 3 全 4BC 的 外 心 0, 重 心 6, 九 点 图 图 心 V, 垂 心 H, 这 四 点 ( 心 ) 共 线 , 且 


O06: CH=1:2,GV: VH=1:3, 或 0 和 V 对 于 G 和 是 调和 共 思 的 ， 即 5 - 人 


推论 4 和 全 4Bc 的 九 点 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 又 是 以 和 4BC 的 重心 6 
心 ,位 似 比 为 1:2 的 位 似 形 . 
事实 上 , 因 G 为 两 相似 三 角形 人 LMN 与 人 ABC 的 相似 中 心 ,而 全 LWN 的 外 接 圆 
即 全 ABC 的 九 点 圆 ， 
推论 5 一 重心 组 的 四 个 三 角形 有 一 个 公共 的 九 点 圆 ;已 知 圆 以 已 知 点 为 垂 心 的 
所 有 内 接 三 角形 有 共同 的 九 点 图 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 7-2, 设 日 为 人 ABC 的 重心 ,大 为 BC 边 
的 中 点 , 己 为 4 互 的 中 点 .过 工作 疾 的 垂 线 交 48 于 C， 
交 AC 的 延长 线 于 K. 求 证 ;G,8B8,K,C 四 点 共 圆 . 

证 明 设 和 4BC 的 外 心 为 0, 连 OH, 取 08 的 中 点 
Y, 则 下 为 人 4BC 九 点 圆 的 圆心 . 

连 40, 则 40A PY, 从 而 40 GK. 设 N 为 4B 的 中 
点 , 连 ON, 则 ON 4G, 由 此 知 才 40N = 人 AGL. 

又 LA4CL = LAON, 则 LACL= AGL， 

从 而 BGL = /BGK = /KCL = 一 KRKCB. 故 万 ,天 ， 
C,C 四 点 共 圆 . 


例 2 试 证 :入 4BC 的 重心 旧 与 其 外 接 圆 上 的 点 的 连 线 被 其 九 点 圆 平分. 

证 明 如 图 7-3, 过 垂 心 1 作 入 4BC 外 接 圆 的 两 条 了 弦 
DE, FG, 连 DF, EC. 

让 肝 ,N,S,T 了 分 别 为 HD,HE, HF, HC 的 中 点 , 则 

FDH= /SMH,/ EGH = /NTH. 

XL FDH = /ECGH ,ML SMH= /NTH. 

故 村 ,5S,T,N 四 点 共 圆 . 

由 DE, FC 的 任意 性 ,得 # 与 人 ABC 外 接 圆 上 任意 点 连 
线 的 中 点 在 同一 圆 上 ,由 于 这 个 圆 过 肌 ,HB, HC 的 中 点 , 故 图 7-3 
这 个 圆 就 是 入 4BC 的 九 点 圆 ,从 而 命题 获 证 . 

例 3 如 图 7-4, 公 4BC 中 ,0 为 外 心 ,三 条 高 4D, BE, CF 交 于 点 旧 , 直线 ED 和 
4B 交 于 点 型, FD 和 4C 交 于 点 NN. 求 证: (1) 0B | DF, OC | DE;(2)OF | MN. 

(2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 (1) 设 个 ABC 的 外 接 圆 半径 为 丸 , 由 相交 弦 定 理 ， 
有 R -OF =AF.FB,R- OD = BD:DC, 

从 而 OF - 0D? = BD: DC - AF: FB. 

由 4, 玉 ,DD,C 四 点 共 圆 ,有 BD: BC = BF: BA, 即 BD: 
(BD + DC)= BF( BF + F4), 亦 BD BF?: - BD = BD: DC AF- 
FB = OF - 0 六 ,- 故 0B DF. 同 理 , OC | PDF 

(2) 由 九 点 圆 定 理 的 推论 1, 知 OF 的 中 点 了 为 人 DEF 的 
外 心 .又 由 D,E,4,B 及 D,F,4,C 分 别 四 点 共 圆 ,有 MD. 
ME = MB*: MA, ND* NF = NC* NA. 


由 此 , 即 知 M,N 对 公 4BC 的 外 接 圆 与 ADEF 的 外 接 圆 图 7-4 
的 器 相等 ,从 而 M,N 在 这 两 个 外 接 圆 的 根 轴 上 , 即 有 MN | OV, 故 MN = OH. 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 

1. 注意 题 中 九 点 圆 的 显现 形式 


例 4 如 图 7-5, 公 4BC 中 ,0 为 外 心 ,是 重心 , 作 人 CHB, 信 CHA 和 入 4AHB 的 外 
接 圆 ,依次 记 它 们 的 圆心 为 4 ,Bi ,Ci .求证 :人 4BC 2 人 人 4, BC , 且 这 两 个 三 角形 的 
九 点 圆 重合 . (IMO - 31 预选 题 ) 

证 明 由 于 人 CHB = 180"- (90"- LB)- (90- LC)= LB+AC=180- /4, 
知 公 CHB 外 接 圆 的 半径 和 人 C4B 外 接 圆 的 半径 相等 ,从 而 ,有 4, 是 0 关于 BC 的 对 称 


启 可 全 这 导 卫 届 潍 泛 则 六 效 0 


SE€ ENEESs 


应 吾 伍 导 上 芋 恢 潍 沁 回迁 将 O 


专 题 研 究 系 到 


设 时 是 BC 中 点 , 则 知 48 =20M, 即 AH = 04l. 

又 旭 / 04,, 则 连 44, 与 08 的 交点 天 为 平行 四 边 
形 4H4,O 的 中 心 , 即 44, 与 08 互相 平分 于 KK. 

同 理 , 88,, CC 也 经 过 下 且 被 它 平分 ,从 而 
和信 A1BiC, 与 个 4BC 关于 KK 中心 对 称 , 故 全 4 BC 生 
人 ABC. 

显然 , 开 是 入 4BC 九 点 圆 的 圆心 .因此 ,这 个 图 关于 
KK 作 中 心 对 称 时 不 变 , 它 也 是 全 A1B1Ci 的 九 点 图 ， 

例 5 如 图 7-6, 在 和 4BC 中 ,4D 是 BC 边 上 的 高 ， 图 7-5 
M,N 分 别 是 C4 ,4B 两边 的 中 点 . 设 直 线 1 通过 4 点 , 且 BC 在 ! 上 的 射影 为 B'C', 连 
B'N 与 CM 交 于 点 了 .求证 : B',C',D,P 四 点 共 圆 ,有 自 其 圆心 0 与 P 后 均 在 全 ABC 的 
九 点 圆 上. z 

证 明 连 8B', CC’, ND, MD. 在 Rt 全 48B’B 
中 ,N 为 斜 边 48 的 中 点 , 令 攻 B48B' = 1, 则 “* 
NBA=/1. 

同 理 , /NAD = 人 NDA, /MAD = 人 MDA. 邻 
CAC' = /2, 则 LMC'A = 2. 

于 是 ,人 NB'A+ MC'A = 人 /1+ 人 2 

=180° -4， 
故 一 MPN =180°- (ANB'A+/ MC'A) 
=180°— (180°— 一 4) = 一 4 
~/ NAD + DAM = /NDA + /ADM = / MDN. 

由 此 , 知 D, M,N,P 四 点 共 圆 . 

而 全 MND 的 外 接 圆 即 为 全 4ABC 的 九 点 圆 , 即 点 P 在 全 4ABC 的 九 点 圆 上 . 

由 4,B8’ ,B,D 四 点 共 圆 , 连 B'D, 则 知 和 BDA = 人 B'BA =90°- 人 1. 

同 理 , 人 C'DA = 人 人 C'C4 =90° -人 2. 

于 是 ,BPB'DC'’=B'DA+ACDA=180°- /1- /2=A/A=/AMPN=A BPC'. 

故 B,C',D,P 四 点 共 圆 . 

由 题 设 ,@ BC'DP 的 圆心 为 0, 连 DO ,PD , 则 一 DOP=2 一 DB'P， . 

由 于 4,B’, B,D 四 点 共 圆 且 以 NN 为 其 圆心 , 则 知 NB’ = ND. 

于 是 ,有 DNP = 2 一 DB'P， 

了 DOP= /DNP,..，D,0,P,N 四 点 共 圆 ， 
0 在 DPN 上 , 即 0 在 和 4BC 的 九 点 图 上 , 故 命题 获 证 ， 
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2. 注意 题 中 九 点 圆 的 隐 含 形式 

例 6 如 图 7-7, 锐 角 入 4BC 中 , 角 4 的 等 分 线 与 三 角形 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 4 ， 
点 B81, 人 Ci 与 此 类 似 .直线 44, 与 8,C 两 角 的 外 角 等 分 线 交 于 4。 ,点 B,C 与 此 类 似 . 
求证 :(1) 公 ho Bo Co 的 面积 是 六 边 形 4C, BA, CB， 面积 的 二 售 ;(2) 全 40 Bo Go 的 面积 至 
少 是 全 4BC 面积 的 四 倍 . (IMO - 30 试题 ) 

证 明 (1) 令 人 4BC 的 内 心 为 1(1= 4dun 8Bo 门 CC,), 则 
7 又 是 入 4o Bo Cu 的 重心 (内 、 外 角 平 分 线 互 相 垂 直 ). 显然 ， 
全 4BC 的 外 接 圆 是 全 4o Bo Cu 的 九 点 圆 , 即 知 4 , B, , C, 分 别 
为 41, BoT, CoT 的 中 点 ， 于 是 得 Daa = 25e4 ay， Sand 二 


2 a ;从 而 四边 形 4, BC = 2 papa, alc - 


离 瑟 说 半 于 百 虫 泛 洒 避 江 闻 o | 


同 理 ， 号 四 边 形 Bcl 二 ZS ms CIA 》 SC 4 2S mayc, A18 " 


故 San Bo 0, = 2 wac, 而 C8, 
2( San ge 二 Dap ce + Sac a8) 
2 


S a pc 


SA 
(2) 由 (1), 有 -= 


San gc + Yap a + 9Aci 如 
人 


故 只 要 证 大 = 
A ABC 
i 记 LBAC=2a,/ ABC =28,/ BCA =27y, 则 
Sa se 六 A1B-ALCsin(180° - 2a) 


_ Sina'sina'sin2a sin'a 
i 方 AB*AC:sin2a sin2y*sin2B'sing ”sin28.sin27 * 


eac simh Saw sinzy 


同 理 ， Sa pe ~ sin2a vsin27， SS air ~ sin2a "sin28 
_ sina sin’ 有 sin 7 
于 是 ,kk = sin28.sin27 © sin2a sin2y + sin2a* sin28 
,es 
>3 sn a "sn B'sin 7 = 二 (cosa :cosp vcosy) -和 


sin’2a "sin 28°sin2y 4 
> 4 tt oY) (oe +A+7) -2 1. 


例 7 如 图 7-8, 公 4,4,4; 是 一 非 等 腰 三 角形 , 它 的 边 长 分 别 为 al az, ai ,其 中 
a; 是 4; 的 对 边 (i = 1,2,3), MM; 是 边 a 的 中 点 .和 人 44,4; 的 内 切 贺 O1 切 边 2 
点 ,Si 是 下 关于 一 4, 角 平 分 线 的 对 称 点 (i = 1,2,3) .求证 ; 1 51，if :32 ,Ma S: 三 线 共 
点 . (IMO - 23 试题 ) 


ss 
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者 


证 明 由 题 设 , 知 Mi M,N h,4, ,下 面 证 SS NA 而 


点 ,有 T1515,, 从 而 SS V 4,4. 

同 理 , S, S,/ 4; 4; ,SS 4 4 . 

又 M, M, /As Ahi, MM /Ah, MM /1 hh;, 于 是 全 MiM,M 和 人 SS:3; 的 对 
应 边 两 两 平行 , 故 这 两 个 三 角形 或 全 等 或 位 似 . 

由 于 全 5, 5,$; 内 接 于 全 ABC 的 内 切 圆 ,而 AM MM; 内 接 于 全 4BC 的 九 点 圆 , 且 
入 4, 44; 不 为 正三 角形 , 故 其 内 切 圆 与 九 点 圆 不 重合 ,所 以 和 SS:$; 与 全 MiM,M， 
位 似 ,这 就 证 明了 MS, ,1 S; ,Mi;S; 共 点 (于 位 似 中 心 ). 

例 8 ”过 锐角 全 4BC 的 顶点 4,B8,C 的 三 条 4 
高 线 分 别 交 其 对 边 于 点 D, 5, 下 ,过 点 D 平行 于 
EF 的 直线 分 别 交 4C , 4B 于 点 8 和 R，, EF 交 BC 
于 点 PP .证 明 : 公 POR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 . 


入 四 4241. 

I 由 7, 和 51 ,7 和 7 分 别 关 于 直线 411 对 称 ， 

有 TT pm 

同 理 ， TT, = 73 92 . 

中 故 有 5S, = T5,, 即 T, 是 等 腰 信 7 SS， 的 顶 图 7-8 
何 

问 

题 


(IMO - 38 预选 题 ) 
证 明 ”由 题 设 ,点 P 的 存在 意味 着 4BzAC.“ G " 
由 对 称 性 ,可 设 4B > 4C, 则 已 在 射线 BC 上 ， pe 
如 图 7-9. 
取 BC 的 中 点 工 , 我 们 证 明 0,P,R,L 四 点 共 圆 DR*: DO = DP': DL. OD 


因 BE | 4C 于 E,CF | 4B 于 F, 则 B,C,E,F 共 圆 ,于 是 知人 CEP = 一 4BC. 
又 EF// OR, 有 CEP = 人 COD, 则 知 B,Q,C,R 四 点 共 圆 ,从 而 DR DQ = DB* DC. 
设 刀 = CL= a,CP=c,DL=b, 则 证 Q 式 等 价 于 证 明 DB:DC = DP: DL, 即 
(at+b):(a-b)=(a+ec-b).b, 

亦 即 a*=b(a+c), 
由 九 点 圆 定理 , 知 D,E,F,L 四 点 共 圆 ,有 PE* PF = PD PL. 
注意 到 8,C,5,F 四 点 共 圆 ,有 PE': PF = PC* PB , 故 得 PC* PB = PD: PL, 即 
cl2a+c)=(ate-6):(b+a), 亦 基 a? =6b(a+c). 
故 有 DB: DC = DP' DL, 亦 有 DR* DQ = DP* DL. 


亦 即 0 ,已 , 尺 , 工 四 点 共 圆 , 即 和 人 POR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 . 

注 由 例 8 可 演变 得 如 下 第 8 届 人 台湾 数学 奥林匹克 试题 :已 知 过 锐角 人 4BC 的 顶 
点 4,B,C 的 垂 线 分 别 交 对 边 于 万 , 忆 , 下 ,4B > 4C ,直线 EF 交 直 线 BC 于 P, 过 点 D 且 
平行 于 EF 的 直线 分 别 交 直 线 4C, 48 于 0,R,N 是 BC 上 的 一 点 , 且 一 NOP+ 一 NRP < 
180" ,求证 , BN > CN. 

事实 上 , 同 例 8, 取 BC 的 中 点 工 ,关键 是 证 明 0,P,R,L 四 点 共 圆 ,又 等 价 地 证 明 
DR' DO = DP DL .而 当 0,P,R, 上 四 点 共 圆 时 ,LOP + LRP = 180", 参 见 图 7- 9， 
车 人 NOQP + NRP < 180?, 则 NN 点 在 @ QPRL 的 内 部 ,又 因 WN 是 BC 上 的 一 点 , 则 NN 在 
点 了 的 右 侧 ,于 是 BN > CN. 


【模拟 实战 】 


习题 A 


- 试 证 : 圆 的 直径 两 端点 对 全 4BC 的 西 姆 松 线 垂直 相交 , 且 相交 于 此 三 角形 的 九 点 贺 
上 . 
. 设 6 为 和 4BC 的 重心 ,P 为 人 人 ABC 外 接 圆 上 任 一 点 , 连 PG 并 延长 至 点 0, 使 Po = 


方 PC .求证 :点 0 在 人 4BC 的 九 点 圆 上 . 


3. 试 证 ;全 4BC 的 九 点 圆 与 它 的 内 切 圆 及 三 个 旁 切 圆 相 切 . 
: 给 定 非 退化 的 全 4BC , 设 外 心 为 0, 垂 心 为 瑟 , 外 接 圆 的 半径 为 下 .求证 : OH < 3R. 
(1994 年 亚太 地 区 奥林匹克 题 ) 
. 试 证 ;三 角形 的 三 个 切 圆 (内 切 或 旁 切 ) 的 图 心 构成 一 个 三 角形 ,此 新 三 角形 的 外 心 
对 于 已 知 三 角形 的 外 心 为 另外 一 个 切 圆 圆心 的 对 称 点 . 


je 


2 


上 


CA 


习题 B 


dik 


. 设 万, 五 ,天 分 别 为 和 4BC 的 切 BC, C4, 4B 边 的 旁 切 圆 的 圆心 . 试 证 ; (1) LLL 
的 九 点 圆 为 人 4BC 的 外 接 圆 ;(2) 过 点 ,如 ,16 分 别 作 BC, C4,4B 边 的 垂 线 , 则 这 
三 条 垂 线 共 点 . 


ly 


共 圆 . 


- 试 证 :圆周 上 任意 四 点 ,过 其 中 任意 三 点 作 三 角形 , 则 这 四 个 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 | 
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第 八 章 ”相交 两 圆 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 ] 


两 圆 相交 为 圆周 角 定 理 . 圆 内 接 四 边 形 性 质 定理 提供 了 用 武之 地 ,由 此 我 们 也 可 
获得 相交 两 圆 的 一 系列 有 趣 性 质 . 

性 质 1 相交 两 圆 的 连 心 线 科 直 平分 公共 引 . 

性 质 2 ”以 相交 两 圆 的 一 交点 为 顶点 ,过 另 一 交点 的 制 线 为 对 边 的 三 角形 称 为 两 
相交 图 的 内 接 三 角形 .相交 两 圆 的 内 接 三 角形 的 三 个 内 角 均 为 定 值 . 

推论 1 在 相交 两 圆 中 ,内 接 三 角形 都 相似 . 

如 图 8--1, 全 4CD, 公 AGH, 全 BEF 均 相 似 . 

推论 2 在 相交 两 圆 中 ,车 公共 弦 与 内 接 三 角形 
的 一 边 垂直 , 则 男 两 边 必 分 别 为 两 圆 直 径 . 反 之 亦 真 . 
如 图 8- 1 中 ,4C,4D 分 别 为 @@0,,@0, 的 直径 一 
4B | CD. 

推论 3 在 相交 两 圆 中 ,内 接 三 角形 的 交点 (两 圆 6 NN 
交点 ) 顶 点 ,两 非 交 点 顶点 以 及 两 非 交 点 顶点 处 的 两 切 7 
线 交 点 ,此 四 点 共 圆 .或 两 非 交 点 顶点 处 的 两 切线 交点 
在 内 接 三 角形 的 外 接 蒿 上， 图 8~1 

性 质 3 ”两 相交 圆 的 公共 弦 所 在 直线 平分 外 公 切 线 线 段 . 

性 质 4 以 相交 两 圆 的 两 交点 分 别 为 视点 ,对 同一 外 公 切 线 线段 的 张 角 的 和 为 
180°. 

性 质 5 两 相交 圆 为 等 圆 的 充 要 条 件 是 下 述 条 件 之 
一 成 立 :(1) 公 共 弦 对 两 圆 的 张 角 相等 ;(2) 过 同一 交点 的 
两 条 制 线 交 两 圆 所 得 两 总 相等 . 

事实 上 ,如 图 8 -2,O0, 与 @0, 相交 于 4,8. 

(1) 令 4ACB =a, 一 4DB = 8,0, 与 0, 为 等 圆 一 


4AB = = B(a, PE (0,x)). 
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FH 


(2)© 0 与 ©O, 为 等 加 直人 = 过 15 地 = HF. 

性 质 6 ”过 相交 两 圆 的 两 交点 分 别 作 割 线 , 交 两 圆 于 四 点 ,同一 圆 上 的 两 点 的 弱 互 
相 平 行 . 

事实 上 ,如 图 8-3 所 示 , 即 可 证 得 CE// DF( 证 咯 ). 


灌 芋 这 二 亚 开心 垣 周 浇 业 O 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 8-4, 四 边 形 48CD 内 接 于 圆 0 ,对 角 线 4C 与 BD 相交 于 P. 设 三 角形 
4BP,BCP,CDP 和 DAP 的 外 接 圆 圆心 分 别 是 0 , 0: , 0: ,04 .求证 :OP,00: ,0,0,， 三 
直线 共 点 . (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 连 PO, 并 两 方 延长 交 0, 于 0, 交 4D 于 RR. 在 
人 PRD 和 人 PBQO 中 , /PDR = /BDA = /BCA = /BCP = 
人 BOP, 人 DPR = 人 QPB, 从 而 人 PRD = 人 PBO = 90°, 即 
PO, | .4D. 

利用 相交 两 圆 的 性 质 1, 知 @0 与 @O, 的 连 心 线 
00, | 公共 纺 4 , 故 PO,/ 00,. 

同 理 , Pos / 00, .从 而 PO, 004 为 平行 四 边 形 , 0, 0， 
交 OP 于 其 中 点 6. 

同 理 , 0,0; 也 交 OP 于 其 中 点 6. 

所 以 , OP,010;,0,04 三 直线 共 点 ， 

例 2 如 图 8- 5, 证明: 车 上 三 五 边 形 4BCDE 中 ， 
LABC = LADE, AEC =/ ADB ,WM BAC = DAF. 

(第 21 届 全 俄 中 学 生 (10 年 级 ) 奥 林 匹 克 题 ) 

证 明 设 对 角 线 BD 与 CE 相交 于 F. 由 .AEC = 
AEF = ADB = ~4DP, 知 4, 五 ,也 ,到 共 圆 .因此 ， 
LAFE= LADE = /ABC, BP /ABC + /AFC = 180°, 故 


效 天 言 过 切身 栋 海 四 同和 注 业 O 


A,8B8,C,F 共 阅 . 
此 时 ,两 圆 @ ABCF 与 © AFDE 相 交 于 点 下 , 4A, 从 而 由 相交 两 圆 性 质 2 的 推论 1, 知 
ADB WA AEC ,BMA BAD = /CAE ,MA BAC = / DAE. 
例 3 如 图 8-6, 两 圆 曲 0 ,0, 相交 于 4,B,GO 的 弦 BC 交 昌 0, 于 EE,0，, 
的 弦 BD 交加 0 于 下 .证 明 :(1) 车 人 DBA = CBA, 则 DF = CBE;CI) 若 DF = CE, 则 
LDBA= /CBA. (1979 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


图 8-6 

证 明 (I) 对 图 8-6(a), 因 4,B8,E,D 四 点 共 贺 ,有 ABD = /AED, 有 ABC = 
/ADE ,而 4BD = /A ABC, 故 /AED = ADE ,于 是 4D = AE. 

又 由 相交 两 圆 性 质 2 的 推论 1, 知 全 4ADF 人 AEC .注意 到 4D = AE, 则 和信 ADF 名 
个 AEC, 故 DF = EC. 

对 图 8- 6(b), 由 4, 下 ,有 ,万 及 4,C, 有 ,下 分 别 四 点 共 圆 ,有 一 4EC = ADF,， 
ACE= /AFD. 叉 由 人 CBA = /ABD, 知 AC = 4F, AE = 4D, 有 人 4EC 旬 人 和 从 ADF, 故 
DF = CE. 

( 厂 ) 由 DF = CE 及 (I) 中 证 明 , 可 得 人 ADF 组 和 个 AEC, 由 此 ,可 推 证 得 /DBA = 
CBA. 

注 此 例 的 第 ( 工 ) 部 分 ,1988 年 又 作为 第 13 届 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 题 ; 两 贺 相 交 
于 上 及 ,NY. 过 太 1 引 直 线 4 ,4 ,使 它们 分 别 与 弦 MN 所 构成 的 角 相 等 . 除 点 M 外 ,1 
与 两 圆 的 交点 分 别 为 4, B,1, 与 两 圆 的 交点 分 别 为 C,D. 证 明 : 4B = CD. 

例 4 如 图 8-7, 已 知 折 0 与 @0, 相交 于 4, 8, 直线 MN 垂直 于 48 且 分 别 与 
0,,O0, 交 于 有 ,NN,P 为 线段 MN 的 中 点 , 0,,0; 分 别 是 口 0 ,@O0 上 的 点 ， 
ADO = 一 40:0., .求证 : PO = P00,. (1985 年 广州 .武汉 ,福州 联合 初中 竞赛 题 ) 

证 明 连 MB,BN, 因 B41 MN, 则 由 相交 两 融 性 质 2 的 推论 2, 知 O 在 MB 上， 
0; 在 BN 上 . 连 0,0;,0,P, 则 四 边 形 0,0,NP 为 平行 四 边 形 , 即 0,P = 0,N = 0,4. 于 
是 , 知 010;4P 为 等 腰 梯 形 ,从 而 

LAOP= /40,P, PO,= 40; = 00). 


父 一 400 = 二 40:0: ,注意 0,P = 0,N = 0,0,， 
便 有 公 0, OP 和 2 人 0, PQ，,. 

故 Po = PQ,. 9, 

注 ”此 例 实际 上 是 由 IMO -21 第 3 题 改编 而 来 : 平 
面 上 两 圆 相 交 , 其 中 一 交点 为 4, 两 边 点 各 以 匀速 自 4 
点 出 发 在 不 同 的 圆周 上 依 同 向 移动 ,这 两 点 经 移动 一 周 
后 同时 返回 到 `4 点 .求证 :平面 上 有 一 定点 P, 它 不 论 
在 何 时 和 此 和 两 动 点 等 工 离 . 

例 5 如 图 8-8, 平 面 上 两 圆 昌 0, 与 @ 0, 相交 ,其 中 一 交点 为 4 .两 动 点 0 ,0， 
各 以 匀速 自 4 点 出 发 在 不 同 的 圆周 上 依 同 向 移动 ,这 两 点 经 移动 一 周 后 可 同时 返回 到 
4 扩 . 求 证 :过 4 的 任 一 割 线 交 两 圆 的 两 交点 村, NN 分 别 与 对 应 的 移动 中 的 Q1,0; 的 连 
线 互相 平行 . (MO - 21 试题 改编 ) 

证 明 设 两 动 点 Q, 0: 出 发 后 ,经 某 一 时 段 后 分 
别 到 达 ( 0, 和 0, 上 的 如 图 8-8 所 示 位 置 .不 妨 设 
两 动 点 是 按 逆 时 针 方 向 移动 , 因 移 动 一 周 的 时 间 相 同 ， 
故 一 40 0 = 一 40: 0:. 

设 8 为 上 0, 与 0, 的 另 一 交点 , 连 018,0,8B. 
因 圆周 角 等 于 所 对 的 同 弧 上 的 圆心 角 的 一 半 , 故 


/480, = 40101, LABQ, = 180° - LANQ, = 180p - 
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六 人 40;Qs, 即 4BQ1+ CA4B0: = 于 400L+180- 荆 /40:0:=180, 从 而 0，B， 
Q@; 三 点 共 线 .于 是 由 性 质 6, 知 MO, NO，， 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 发 气 题 给 条 件 中 的 两 圆 性 质 

例 6 如 图 8-9, 提 0 与 0, 的 半径 均 为 r+,@0， 
过 二 4BCD 的 两 顶点 4,B8, 0, 过 顶点 B,C,M 是 @O,， 
中 0, 的 男 一 个 交点 .求证 : 作 AMD 的 外 接 圆 半径 也 是 7. 

证 明 作 上 已 4BMN, 连 ND, MC, 则 四 边 形 DCMN 也 
古 平 行 四 边 形 . 记 人 BAM = ,BCM = 8B, 由 于 @0, 与 
0, 是 等 圆 ,由 相交 两 圆 的 性 质 5(1), 知 a = 有 . 


沿 百 富 握 垩 开标 汶 滞 同 入 交 O 


注意 到 4D/ BC, ND // MC, 4B// NM, 则 知人 ADN = 人 BCM=B=a=/BAM -= 
芝 4MN ,由 此 ,有 4,D,M,N 四 点 共 圆 ,于 是 ,AMD = AND. 

又 注意 到 4N// BM , DN/ CM, 有 AND = 人 BMC, 于 是 AMD = BMC. 

设 公 AMD 的 外 接 贺 半径 为 R, 则 由 正弦 定理 有 

2R = ND = ec =27. 故 R=r. 

这 说 明和 全 4MD 的 外 接 圆 半径 也 是 r. 

例 7 如 图 8- 10, 已 知 4 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 @O0, 与 @ 0, 的 一 个 交点 ,两 
圆 的 两 条 外 公 切 线 分 别 为 已 已 和 Qi0,, 切 点 分 别 为 P,P;, 0,,0,, 有 了 H,， 和 MM 分别 
为 Pi 0 ,P,Q0, 的 中 点 .求证 :一 0O， AO, = MAM,. (IMO - 24 试题 ) 

证 明 延长 40| 交 O0, 于 5, 延 
长 40, 交加 0, 于 FF, 由 性 质 2 的 推论 


2, 知 五 , 眉 , 下 三 点 共 线 . 


与 ozoi 相交 于 0, 则 U 点 在 0, 0 所 
在 直线 上 . 

连 08 并 延长 交加 0 于 K, 交 
0, 于 工 , 连 MK, MB, M,L. 延 长 图 8_10 
BA 交 Pi P, 于 NN, 则 由 性 质 3 知 PIN = 
NP, ,所 以 线段 MI M, 与 纺 4B 互相 垂直 平分 .于 是 ,人 人 AM, M, + 人 MM,L = 人/BM, M,+ 
人 BM10 =180°, 即 4,M; ,三 点 共 线 , 同 理 ,4,1f ,K 三 点 共 线 . 

故 由 性 质 2 的 推论 1, 知 人 4KLw 人 AEF, 即 有 0140, = MAM,. 

例 8 如 图 8-11, 圆 和 图 T 相交 于 点 MM 和 WN. 1 
设 【是 圆 书 和 圆 已 的 两 条 公 切 线 中 距离 M 较 近 的 公 切 /A > 
线 ,1 与 帮 切 于 点 4, 与 了 切 于 点 B8. 设 过 MM 且 与 1 平行 TH 好 7 
的 直线 与 圆 书 还 相交 于 点 C ,与 圆 I 还 相交 于 点 D, 直 党 
线 C4 和 DB 交 于 点 巨 ,直线 AN, BN 分 别 交 直 线 CD 于 点 
P 和 0Q. 求 证 : EP = 50， (IMO - 41 试题 ) 

证 明 连 NM 并 延长 交 4B 于 6G, 则 由 相交 两 圆 的 性 
质 3, 知 G 为 4B 的 中 点 ， 

在 全 NB 中 ,由 PO/ 48B 又 可 得 计 为 PO 的 中 点 . 

由 4BV CM 及 4B 为 卫 的 切线 , 连 4M , 则 推 知 4C = 4M, 从 而 知人 MAG = 人 CAT = 


围 8-11 


100 


了 G4AE(T 在 G4 延长 线 上 ) , 故 4B 平分 一 EMM. 
同 理 , 连 BM, 知 4B 平分 EBM . 
此 时 , 即 知 5E,M 关于 直线 4B 对 称 , 故 EM 4PB. 
于 是 ,在 全 EPO 中 ,有 EM PQ, 从 而 EP = EQ. 
2. 根据 题 设 条 件 构 作 相 交 贺 


例 9 如 图 8-12, 自 和 公 4BC 的 外 接 圆 0 上任 一 点 P, 引 
三 边 或 其 延长 线 的 垂 线 PL, PK, PN ,分 别 交 BC 于 L, 交 4B8 于 
M, 交 CA 于 NN, 交 避 0 分 别 于 4',B',C' .求证 :44//B'B/ ! 


CC. 
证 明 注意 到 西 姆 松 定理 , 知 L, M,N 三 点 共 线 . 


由 P,B,L,M 四 点 共 圆 , 且 此 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 中 0 相 
交 于 P,B 两 点 , BC, PC’ 是 过 这 两 相交 贺 交 点 的 两 条 制 线 , 根 
据 相 交 两 圆 性 质 5, 知 PMA CC’ .同样 , P4', Bh 也 是 过 这 两 相 
交 圆 交点 的 两 条 割 线 ,由 性 质 6 有 ILM/ 4'4. 故 A'4W CTC. 


而 
% 


又 由 P,M,A,N 四 点 共 圆 ,此 时 PN ,4B 是 分 别 过 四 PHN 与 加 P4BC 的 交点 已 ,4 


的 两 条 制 线 , 由 性 质 6 知 BB/NL, 故 A'4A/B'B/ CC. 

例 10 如 图 8- 13, 等 采信 4BC 中 , 48B = 4C,D 是 
4B 延长 线 上 一 点 ,EE 是 4C 上 一 点 , 且 CE = BD, DE 交 
BC 于 下 ,经 过 中 ,也 ,下 的 圆 交 和 4BC 的 外 接 圆 于 G. 求 
证 : GF DE. | 

证 明 由 题 设 , 知 B,D,G,F 及 4,B8,G,C 分 别 四 
点 共 圆 , 连 BG, DG, 4G6, 有 FDG = /FBG = /CBG = 
了 GAC= G4E, 从 而 知 4,D,G,E 四 点 共 圆 .此 时 , 连 
EG, FC, 则 A GEC = /ADG = /BDG = /CFG, PM 6, 
C,E,F 四 点 共 圆 .于 是 , DE, BC 是 过 两 相交 圆 @ BDGF 
与 @ GCEF 的 交点 下 的 两 条 制 线 . 

由 于 CE = BD, 人 人 CFE = BFD ,由 两 相交 圆 性 质 5 


图 8-13 


(2), 知 中 BDGCF 与 OCCEF 是 等 圆 .又 由 4,B,G,C 共 圆 ,有 人 人 DBC = 一 ECC. 再 注意 到 


性 质 5(2), 知 DG = GE. 


因 8,D,G,F 共 圆 , 有 ABC = /ABF = /FGD. 而 了 ECF = /AACB = 一 4BC , 故 
全 FCD= 人 ECF, 即 有 DF = EF .此 时 , 推 知人 DGF 名 人 EGF, 有 人 人 DFG = 人 EFG, 故 


GF | DE. 


例 11 已 知 在 凸 四 边 形 48CD 中 ,直线 CD 与 以 4B 为 直径 的 圆 相 切 .求证 :直线 
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浇 五 寺 芒 村 扫 性 冰 十 眉 入 类 O 


效 否 言 关 要 撕 柑 治 吉 局 江汉 O 


AB 与 以 CD 为 直径 的 图 相 切 的 充分 必要 条 件 是 BC// 4D. (IMO - 25 试题 ) 

证 明 必要 性 :如 图 8 - 14, 将 4B, CD 的 中 点 分 别 记 为 0,0', 人 0 切 CD 于 E, 
0' 切 4B 于 下 . 连 0'F,DF,AE,OE, 则 全 0'DF, 公 OE4 均 为 等 腰 二 角形 . 

由 0',F,0,E 四 点 共 圆 ,有 过 DO'F = 人 FOE = 人 A0E ,从 而 两 等 腰 三 角形 的 底 角 
相等 , 即 “EDF= 一 MO = 人 EAF ,由 此 有 D,4,F,E 四 点 共 图 . 

同 理 ,E,F,B8,C 四 点 共 圆 .此 两 圆 相交 于 E, FF. 而 CD, AB 是 分 别 过 这 两 交点 的 
制 线 , 故 由 性 质 6, 知 BCW 4D， 


Yar- 2 
% 

be 和 

2 * 

i 

着 
2 
a 


| 图 8- 14 图 8&- 15 
充分 性 ;如 图 8- 15, 设 0,0' 分 别 为 4B, CD 的 中 点 , 作 0'FL4B 于 F. 以 4B 为 直 
径 的 圆 切 CD 于 E, 连 0E, 则 OBE | CD 于 E. 连 00 , 设 BC 与 0O 交 于 G, 连 AG, 过 C 
作 CH/ 64 交 DA 于 HH. 
因 BCW AD, 故 0'0/ 4D. 由 4G] BC, 则 0'0| 46,00’ 上 LHC. 
而 0',F, 0,E 四 点 共 圆 ,有 0’ FE = 人 0’O0EK 一 一 人 0’ CHL 其 中 (* ) 是 由 
了 0'0E 与 0'CH 的 两 对 应 边 互相 垂直 推 得 ] 
设 CE 与 0 的 交点 为 于 , 则 M,,C,E 四 点 共 圆 .又 因 人 MFB = 90? = 一 BCN， 
知 M ,下 ,B,C 四 点 共 圆 ,此 时 ,有 MM,F,B,C,E 五 点 共 圆 . 
同 理 , 4, Ff,E,D 四 点 共 癌 , 且 此 图 与 FBCE 的 公共 弦 为 EF. 连 4 全， BE, 则 
/ AEB = %°. z 
连 DF, FC, 则 由 相交 两 贺 的 性 质 2 的 推论 1, 知 一 DFC = 90?, 故 以 CD 为 直径 的 图 
过 下 点 且 48B 切 于 点 下 ， 


【模拟 实战 】 
习题 A 


1. 两 圆 @ 0, 与 © 0, 相交 于 点 4 和 B, 过 点 B 作 两 直线 与 两 圆 的 交点 分 别 为 已 , @;C， 
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Ee 


2 


Lm 


oh 


D(P,C 在 0O, 上 ), 且 CD 4B. 求 证 : PC:0D 为 定 值 . 


- 两 等 圆 相 交 于 4,B, 过 4 作 直 线 与 两 圆 分 别 交 于 C,D. 若 五 为 CD 的 中 点 ,求证 : 


BE | CD. 


- 两 圆 相 交 于 4,B, 过 4 任 作 直线 被 两 圆 所 截 得 的 线段 为 PO ,又 过 4 作 4B 的 垂 线 ， 


锌 两 圆 所 截 得 的 线段 为 CD .求证 ; Po < CD. 


- 中 0 与 0, 相交 于 4 ,了 两 点 , 割 线 CE, FD 都 过 B 点 (FC 在昌 0, 上 ). 若 4BC = 


一 4BD ,求证 : CE = FD， 


习题 B 


. 梯形 4BCD 中 ,4B// CD,4B > CD ,KK,M 分 别 是 腰 4D,CB 上 的 点 , DAM = 人 CBK. 


求证 ;DMA4 = CKB. 


. 定 长 芒 PQ( 长 度 小 于 直径 ) 的 两 端 在 半圆 弧 4B8B 上 滑动 . 试 证 :不 论 PO 在 什么 位 置 ， 


从 P,Q 分 别 向 弦 AB 作 垂 线 , 其 垂 足 P' ,0' 与 Po 中 点 N 所 成 三 角形 都 相似. 
(1981 年 福州 市 竞赛 题 ) 


. 三 圆 两 两 相交 ,并 过 公共 点 村 ,而 另 一 交点 分 别 为 P,Q,R. 过 其 中 一 圆 的 后 上 (不 


合用 点 ) 任 取 两 点 4 与 4(P,0,MM 点 除外 ), 引 直线 AP, 40 ,4A'P,4'0, 与 其 他 两 圆 
依次 相交 于 B,C,B’,C’ .求证 :和 人 4BCoA4BC 


. 给 定 正 公 4BC,D 是 BC 边 上 任意 一 点 ,全 4BD 的 外 心 .内 心 分 别 为 01, 了 ,全 ADC 的 


外 心 ,内心 分 别 为 .0; ,五 ,直线 011 与 0: 相交 于 P. 求 证 :点 D 为 人 0,0,P 的 外 


i (2001 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 改编 ) 
尽 DD 是 锐角 人 和 公 ABC 的 外 心 ,过 4,B,D 作 贺 分别 交 4C, BC 于 用 ,NN .证明 . 人 ABD 和 
全 MNC 的 外 接 圆 相等 . (第 25 届 全 俄 奥 林 匹 克 题 ) 


: 圆 $ 和 5, 交 于 点 4 ,44, 圆 S 和 5, 交 于 点 4,, 4;, 圆 $3 和 3 交 于 点 4;, As. 折 


线 WiHM2 Ms M4， Ms Ms Mi’ 使 得 每 条 直线 MM ,含有 点 4, .而 用 和 用, 在 相交 于 点 
4 的 两 圆周 上 ,而 且 点 Mi,1 异 于 点 4,, .证 明 : 点 Wi 与 点 MM, 重合 . 
(第 17 届 全 俄 奥 林 匹 克 题 ) 
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曾 互 言 己 车 和 类 光 油 岂 江 睫 O 


离 五 说 兰 东 玫 虫 泛 语 同 入 业 O 


第 九 章 ”完全 四 边 形 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


我 们 把 两 两 相交 又 没有 三 线 共 点 的 四 条 直线 及 它们 的 六 个 交点 所 构成 的 图 形 , 叫 
做 完全 四 边 形 . 六 个 点 可 分 成 三 对 相对 的 顶点 ,它们 的 连 线 是 三 条 对 角 线 . 

如 图 9- 1, 直 线 48C、BDE、CDF、AFE 两 两 相交 于 4、 
B.C.D.E、F 六 点 , 即 为 完全 四 边 形 4BCDEF .线段 AD、 
BF CE 为 其 三 条 对 角 线 ， 

完全 四 边 形 中 既 有 凸 四 边 形 . 凹 四 边 形 ,还 有 折 四 边 形 
以 及 四 个 三 角形 . 如 图 9 -1 中 有 凸 四 形 4BDP ,下 四边形 
ACDE, 折 四 边 形 BC 了 ,四 个 三 角形 人 4CF、ABCD、 
和 DEF 人 ABE. 图 9-1 

在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,对 四 个 三 角 可 以 写 出 梅 涅 劳 斯 定理 的 4 个 式 子 ( 见 图 
1 -1 后 说 明 ); 若 直线 4D 交 BF 于, 交 CE 于 G, 则 可 以 写 出 塞 瓦 定理 的 7 个 式 了 于 ( 见 


| 图 2-3); 完 全 四 边 形 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 ( 即 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 及 西 姆 松 


线 ( 见 图 6-7) 等 ,这 是 我 们 已 介绍 的 完全 四 边 形 的 性 质 . 完 全 四 边 形 还 有 一 系列 有 趣 
的 性 质 ,下 面 我 们 介绍 其 中 的 几 条 : 

性 质 1 完全 四 边 形 4BCDEF 的 三 条 对 角 线 4D、 
BF 、CE 的 中 点 型 .W、P 共 线 ( 即 牛 顿 线 )， 

证 明 如 图 9-2, 分 别 取 CD 、BD 、BC 的 中 点 Q、R、 
$, 于 是 ,在 和 4CD 中 , M、R、Q 三 点 共 线 ;在 公 BCF 中 ， 
$.RN 三 点 共 线 ;在 全 BCE 中 ,S$S、0、P 三 点 共 线 . 

MO AC F E 

由 平行 线性 质 ,有 拆 = 伟 , 稻 = 大 ,次 = 总 - 

对 入 BCD 及 截 线 4FE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


再 对 入 0ORS 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 M、N、P 三 点 共 线 . 
注 ” 此 性 质 中 的 线 称 为 牛顿 线 , 其 证 明 还 有 10 多 种 ,可 参见 笔者 新 著 《 走 进 教育 


104 


数学 了 》§5.4, 科 学 出 版 社 ,2009 年 5 月 出 版 . 


符 BF zx CE ,可 设 直线 BF 与 CE 交 于 点 P. 
对 人 4DF 及 点 8 应 用 塞 丽 定理 ,有 级 ("多 人 E = 1 ， 


性 质 2 完全 四 边 形 的 一 条 对 角 线 被 其 他 两 条 对 角 线 调和 分 割 (两 点 内 分 与 外 分 是 呈 
同一 线段 成 同一 比值 , 称 这 两 点 调和 分 割 这 一 线段 ). 林 
证 明 如 图 9-3(a)、(b), 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,对 角 线 4D 所 在 直线 交 BF 后 
ep AM BF MD 
车 BEN CE, 如 图 9-3(a), 则 由 4 = 若 =402, 即 证 . 的 
何 
问 
题 


对 人 4DF 及 截 线 CNE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 人 .25 .三 -1， 
上 述 两 式 相 除 , 即 得 4 = 2 


图 9-3 
对 于 图 9- 3(b) ,类似 地 可 证 明 有 部 = WF (M、P 调和 分 割 BF), SN -人 E(N、p 


调和 分 割 CE); 对 于 图 9- 3(a) ,也 可 看 作 直 线 BF .CE 相交 于 无 穷 远 点 ,也 有 这 两 式 . 

性 质 3 ”完全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 为 直线 的 圆 共 轴 , 且 完 全 四 边 形 的 四 个 三 角形 
的 垂 心 在 这 条 轴 上 (此 线 称 为 完全 四 边 形 的 垂 足 线 )， 

.证 明 如 图 9-4, 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,分 别 以 对 角 线 AD .BF 、CE 为 直径 作 
圆 ,这 = 个 圆 的 圆心 就 是 三 条 对 角 线 的 中 点 MN.P. 

设 Hi 、H;、H;、 天 分别 为 A 人 DEF、 人 ACF、 人 ABE 人 BCD 的 垂 心 ,注意 到 三 角形 午 
心 的 性 质 : 三 角形 的 垂 心 是 所 有 过 任 一 条 高 的 两 个 端点 的 圆 的 根 心 见 根 轴 的 性 质 3 
及 垂 心 的 性 质 4). 

在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,显然 丽 .下 .局 . 不 重心 .由 于 人 PDF 的 牌 心 玉 是 | 2 
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商 曾 仿 呈 年 于 尾 潍 记 同 洲 幅 O 


三 个 圆 的 根 心 ,而 对 于 全 DEF ,在 它 的 边 所 在 
直线 上 的 高 C、.8、4, 点 本 关于 以 CE 、BF、 
4D 为 直径 的 圆 的 客 相 等 , 即 点 fH 在 这 三 个 
圆 两 两 的 根 轴 上 . 

同样 ,对 于 和 4CF ,在 它 的 边 所 在 直线 上 
的 点 B.D、, 其 垂 心 H, 关于 以 CE、BF、A4D 
为 直径 的 圆 的 窒 相 等 ,以 及 点 三、 后 均 关 于 
以 CE .BF .AD 为 直径 的 圆 的 寡 相 等 . 

故 有 .H,、Hs 、Hi 均 在 这 三 个 贺 的 两 两 的 
根 轴 上 , 即 这 三 个 圆 两 两 的 根 轴 重 合 , 亦 即 共 
轴 , 旦 四 个 三 角形 的 重心 在 这 条 根 轴 上 . 

注 证 明 本、 、H、Hs 四 点 共 线 ,也 可 
以 这 样 证 : 由 于 完全 四 边 形 4BCDEF 的 四 个 
入 DEF .人 入 ACF .全 ABE、 公 BCD 的 外 接 圆 交 于 图 9-4 
”点 开 , 且 点 唱 关 于 这 四 个 三 角形 的 西 旭 松 线 为 同一 条 直线 ! ,根据 西 姆 松 线 的 性 质 : 
点 PP 的 西 姆 松 线 平分 点 P 与 三 角形 垂 心 的 连 线 ( 西 姆 松 定理 及 应 用 中 例 5) , 则 知 [过 
MH, 、MH, .ME 、MH 的 中 点 ,从 而 点 HH 、H,、Hs、H 共 线 . 

推论 ”完全 四 边 形 的 垂 足 线 与 牛顿 线 垂直 (两 圆 连 心 线 垂 直 于 公共 纺 )， 

性 质 4 完全 四 边 形 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 圆心 共 圆 ,这 四 个 圆心 每 三 个 构成 的 
三 角形 的 重心 分 别 在 构成 完全 四 边 形 的 四 条 直线 上 , 且 这 四 个 重心 为 顶点 构成 的 四 过 
形 与 四 个 圆心 为 顶点 构成 的 四 边 形 全 等 . : 

上 述 性 质 即 指 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 , 0,、0;、0s、04 分 别 为 和 4CF 全 BCD、 
入 DEF .人 4BE 的 外 心 , 吾 、 忆 、 矶 、 下 分 别 为 人 04020 人 和 04000 全 0040、 
和 0 0, 0 的 垂 心 , 则 

(1) 0,、0;、0;、04 四 点 共 圆 (斯 坦 纳 圆 ); 

(2)A0,0,0; PAACF, 人 A010;0; PAABE, 人 A 人 0,0.0, PADEF ,010.0 ™ 
仿 BCD': 

(3) H,、H,、、H 分 别 在 BE、AE、AC、CF 上 , 且 四 边 形 HH, HH 给 四 边 形 
0.0.0,0; 

证 了 明 设 对 为 完全 四 边 形 4BCDEF 的 密 克 尔 点 ,连接 BM 、C0,、 0M 、M0,、DM,， 


则 
(ZL0,0,M = 180"- 方 和 CO2M = 180° - CDM. 
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同 理 ,一 0 Di = 180*- 一 PDM . 

从 而 和 010,M + 人 0103M =360°- (CDM + FDM) = 180". 因此 ,0,、0,,0;、 
MM 四 点 共 圆 . 同 理 , 0;、0,、0, 、M 四 点 共 圆 . 

故 0 .0: .0; .0 四 点 共 圆 . 


和 内 百 们 之 村 于 眉 秋 滞 同 洲 洱 O 


图 9-5 
(2) 由 BM 为 所 0: 与 0, 的 公共 弦 , 则 知 0,0, | BM. 同 理 0,0, | DM . 
于 是 0,0,0, = 一 BMD = /BCD = /ACF. 
同 理 , 人 0, 040: = 180? -人 0,MO, = 人 BAF = /CAF, 故 人 0,0,0, wa 人 ACF. 
同 理 , 人 入 010,0, ma ABE. 
于 是 人 0,0,0, = 一 BE4 = 一 DEF. 
义 人 0200 =L0,0,0, + 二 000 = 0,010, + 00,0, 
=ALCAF + /ACF= /DFE. 
从 而 全 0,010, wa DEF. 
同 理 , 公 0,0,0; wm 人 BCD, 
(3) 自 0: 作 0; 04 的 垂 线 交 BE 于 天 | 点 , 连 BO,、BO,、04 于 ,由 0, 为 4B 的 
外 心 ,有 和 H'| BOs = 90° - 一 BE 及 一 于 ;0:04 = 90° -人 /0,0,0; = 90e -BAE, 知 
人 1BOs = 人 H',0,04, 从 而 Hr,、0,、B8、0s 四 点 共 图 ,于 是 人 H',04,0, = 一 下, BO ， 
又 0; 为 全 BCD 的 外 心 ,知人 HH', BO0, = 人 0,BE = 0- /BCD. 
于 是 一 末 ,0.0: =90° -BCD =90° -0,0,0,, 即 
<H'0,0,+/0,0,0,=9%0°. 
这 表明 0 下, 也 垂直 于 0: 0, , 即 知 厅 , 为 人 0,0,0; 的 垂 心 , 故 下 与 H, 重合 . 
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效 互 言 二 伙 芋 性 加 并 同 潍 上 王 O 


过 0, 过 0, 0, 的 垂 线 交 4E 于 玉 ,, 连 0,E、03E、0sH',, 则 和 0,EH', =90- 
ABE,/ O003H';,=%0°- (180° -一 0， 0410;) = O00,0;, - 90 = 人 CBD - %° = 180? 
/ABE - 90° = 90? - 了 ABE, 从 而 H,、04、0;、E 四 点 共 圆 , 则 有 和 公 0sH',0, = 
0 E00;,. | 

XLOO0H, = L00304+ LOO0H', = LBDC + LO04EH', = LBDC +%0-— 
/ABE = 90 - 一 4CF， 

L0H,0; = LO0sE0, = LDEO, + LDEO, = (LDFE - %°) + (LDEF - 
/OEH',) = /DFE -P+ /DEF- (90 — /LABE)= /ABE + (180°— LEDF)— 180° 
= /ACF, 即 了 0,0yH,+ 二 04 及 ;0 = 9?, 这 说 明 本 ,为 人 010;04 的 垂 心 , 故 FH， 
与 甩 重合 . z 

过 点 0, 作 0,0。 的 垂 线 交 AC 与 点 于;, 连 CO1、C0,、H301, 则 和 人 H'30,0,+ 
(180° - /0,0,01) = LH'30,01 + 180° - ADFE = LH',0.0, + LAFC = %, 
ZH,C0,=%0 -ZAFC. 

于 是 了 二 ,0,0, = 了 本 ;C01, 即 知 了 ;、C、0;、O1 四 点 共 圆 ,有 人 人 0,H';0, = 
0,c0.. 

XLH0,0,= LH0;01+ L000,= LH;C0 + /010;0, = %0°- LAFC 
_ /FDE=900°-(/ FDE+ FED)+ /FDE=%0- /FED, 

ZO0,H30,= /0.C0,= LACF - /A ACO + LFCO,= LACF - (91° ~ 一 4FC) + 
(LCBD -90°) =180°- /CAF + /CBD-180°= /CAF+AFED- LCAF= LFED. 

即 降 本 ;0;0, + 0;H's01 = 90°, 由 此 知 了 为 会 010,04 的 重心, 故 严 ; 与 五 
重合 . 
过 点 0， 作 0 0， 的 垂 线 交 CF 于 点 乒 ,, 连 O01.F .OH's、03 下 ,由 CO 为 和 4CF 的 
外 心 ,有 H'sFO, =90° -LFAC 及 LH,0301 = 90p -人 《0,0,0;=90 -一 F4C, 知 
了 H'sFO, = 人 HO0301; 从 而 下 ,0 下、O 四 点 共 圆 ,于 是 一 Hi,010; = 人 人 H, FO;. 

又 0; 为 人 DEF 的 外 心 ,知人 H', FO03 = 和 人 DFOs = 9%0° -人 人 FED. 

于 是 HH',010; =90° -人 /FED =90 -人 /0,00,, 即 

ZH,00, + 0.0;0,=9%°. 

这 表明 0, 下 ,也 垂直 于 0;0;, 即 知 于 , 为 全 010,0, 的 重心 , 故 更 , 与 Ht 重合 . 

综 上 可 知 , 豆 、H,、Hs、H 分 别 在 BE 、AE、AC CF 上， 

下 面 , 我 们 证 明 四 边 形 H. HEH; Hs 轨 四边形 0, 0 04 0;. 

由 于 0 .0, .0 .0, 共 圆 , 设 该 圆 圆 心 为 0, 设 M 为 0,0; 的 中 把 . 
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由 垂 心 的 性 质 ( 即 Servois 定理 ) ,三 角形 任 一 顶点 
至 该 二 角形 垂 心 的 距离 ,等 于 外 心 至 其 对 边 的 距离 的 
两 售 . 于 是 0, Hi =20M 征 0,H,// OM,0,H,=20M 有 
O11/ OM , 故 0,H 和 0 本, 即 O01H HO0, 为 平行 四 
边 形 , 从 而 有 HHH, 和 0 0,. 

同 理 HH 之 V0,, HHs 2 00,, HH, LZ 
O04 03 . 

从 而 四 边 形 Hi H, HH, 和 2 0,0,0,0,. 

性 质 5 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,点 G 是 对 角 线 
AD 所 在 直线 上 异 于 点 4 的 任意 一 点 , 则 

cot AGC + cot AGF = cot AGB + cot ACE 

证 有 明 如 图 9-7, 点 G 可 以 在 对 角 线 4D 上 或 其 延长 线 上 . 连 CE 与 直线 4D 相交 


于 点 K. 在 人 4CE 及 点 DD 应 用 塞 瓦 定理 ,有 季 CK.EE -1 0 


峭 囊 全 叫 导 上 匡 性 潍 沁 则 渤 重 O 


图 9-7 


es 


将 上 述 三 式 代入 中 式 ,得 

sin BGC 和 sin EGF 四 
sin AGC ' sin AGB sin AGE sin AGF * 
而 sn 一 BCC = sin( A AGC - LAGB) = gin AGC eos/ ACB - cos AGC ' sin AGB, 
sin EGF = sin(/ AGE - cos/ AGF) = sin AGE cos AGF ~ cos/ AGE sin AGF. 
将 上 述 两 式 代入 @ 式 ,得 cot 人 4GB - cot AGC = eol AGF -cot ACE 
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离 对 说 关 鼻 皇 疙 注 汪 同和 并 汪 O 


故 cot AGC + cot AGF = cot 一 4CB + cot 一 4 . 
性 质 6 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,过 B、F 作 与 对 角 线 4D 平行 的 直线 分 别 交 对 
角 线 CE 于 CG.H, 连 结 BH、FG 相交 于 点 P, 则 点 了 在 直线 4D 上 . 

证 明 延长 4D 交 CE 于 点 0. 对 全 ACE 及 点 DD 应 用 塞 岂 定理 ,有 
CoO.EF.AB _1 
OE FA BC 
BG/W AD/ FH ,有 

FH 


_ CO -你 ， _ 
Sr = = E100 = C0, EF =40° FA: 


和 = 里 二 .MAFH 
将 上 述 三 式 代入 ( * ) 式 得 oe An" Be =1- 


又 由 BG// FH, 有 扣 = 让. 于 是 上 式 变 为 
Go 而 本 


对 和 作 EFG 应 用 梅 湿 劳 斯 定理 的 逆 定 理 ， 知 4、P.0 共 线 , 故 点 和 

性 质 7 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,四 边 形 
ABDF 有 内 切 圆 的 充分 必要 条 件 是 下 述 两 条 件 之 
(1)BC+ BE= FC+ FE;(2) AC + DE = AE + 
cD. 

证 明 (1) 充 分 性 :如 图 9-9, 在 CF 上 截取 
CG = CB ,在 E4 上 截取 摇 = EB, 连 BG、GH.、BH， 
则 FH = EH- EF = EB = EF. 

XBC+ BE= FC+ FE,WMW BE - FE= FC 
BC, 故 FH= FC- BC= FC- C6= GF. 

分 别 作 BCG 、 BEH 、 人 CFH 的 平分 线 . 

由 CB = CG.EB = EH、FG = FH, 知 上 述 三 个 角 的 平分 线 所 在 直线 是 人 BGH 三 边 
的 垂直 平分 线 ,从 而 这 三 个 角 平 分 线 交 于 一 点 . 设 该 点 为 1, 由 角 平 分 线 的 性 质 , 知 J 
到 CB 与 CF 到 88 与 EF, 到 FC 与 F4 的 距离 均 相等 , 即 了 到 四 边 形 4BDF 四 边 的 距 
离 相等 ， 所 以 ,四边形 4BDF 有 内 切 圆 . 

必要 性 : 设 内 切 圆 分 别 交 4B、BD、DF、F4 于 点 P、Q、R、S, 则 CP = CR、BP = BQ， 
EQO= ES,RF= FS. 于 是 BC+BE=(CP- BP)+(BO+ QE)= CP+ QE= CR+ES= 
CR+ RF- FS+ES=(CR+RF)+(ES—- FS)= FC+ FFE. 

(2) 充 分 性 :在 4C 上 截取 CM = CD ,在 4E 上 截取 EN = ED, 则 AM = 4C - 
AC - CD = 4AE - DE( 已 知 条 件 ) = AE - EN = AN, 则 .DCM 、 作 DEN、 人 MAN 的 平分 线 
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专 题 研 帘 系 到 


就 是 全 MDN 的 三 边 的 中 垂 线 ,由 此 即 知 四 边 形 4BDF 有 内 切 圆 . 
必要 性 ; 同 (1) 可 证 ( 略 ). | 
性 质 8 ”在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,四 边 形 4BDPF( 在 

了 BAF 内 ) 有 旁 切 圆 (或 折 四 边 形 BCFE 有 下 切 圆 ) 的 充分 

必要 条 件 是 下 述 两 条 件 之 一 : 

(1)AB + BD= AF + FD;(2)AC + CD = AE + ED. 
证 明 (1) 充 分 性 :在 射线 48 上 取 点 ,使 BK = BD， 

在 射线 A4F 上 取 点 工 , 使 得 FL = FD, 连 DK、DL、 庆 .由 

AB+ BK= AB+ BD= AF + FD= AF + FL= AL,NIA BDK, 

全 FDL\ 公 DLK 均 为 等 腰 三 角形 . 设 点 下 为 全 DKL 的 外 

心 , 易 知 LB、LF、L4 分 别 为 全 DKL 的 三 边 DK、DL、 开 的 

中 垂 线 , 即 它们 分 别 是 了 DBC 、 DIE EMC 的 平分 线 ， 

则 点 五 到 四 边 形 4BDF 各 边 的 距离 相等 , 即 知 四 边 形 

ABDF( 在 BAF 内 ) 有 旁 切 圆 ,圆心 即 为 L. 
必要 性 :( 略 ). 

(2) 必 要 性 : 设 旁 切 圆 与 四 边 形 分 别 相 切 于 点 M、P、O、N, 则 4M = AN ,CP = Cif、 

EQ = EN .DP = DO ,从 而 AC + CD= AC + CP+ PD= AM+ PD= AN+ DO= AE + EN+ 

DO = AE + EQ + OD= AE + ED. 
充分 性 :( 略 ). 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 在 凸 四 边 形 48CD 中 ,对 角 线 4C 平分 BAD,E 是 CD 边 上 一 点 ,BE 交 AC 
于 G,DG 交 BC 于 F. 求证 :人 FAC = 人 人 EAC.， (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 如 图 9- 11, 在 完全 四 边 形 CFB8CDE 中 ,点 
4 为 对 角 线 CG 所 在 直线 上 一 点 ,由 题 设 知人 BAC = F E 
CAD. 
由 性 质 5, 即 知 FA4C = 一 EC. B 
例 2 已 知 圆 5, 与 圆 5, 交 于 P、Q 两 点 , A)、B， 
为 圆 5, 上 不 同 于 P、Q 的 两 个 点 ,直线 4,P、B,P 分 别 
交 贺 S, 于 4 、B; ,直线 418, 和 4, 8, 交 于 点 C. 证 明 ， eh 
当 点 4 和 B, 变化 时 ,全 A14,C 的 外 心 总 在 一 个 定 圆 上 . 
(IMO - 43 预选 题 ,2003 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 
证 明 如 图 9-12, 当 点 4 和 B, 变化 时 ,点 C、B 4 、P、B,、4, 组 成 完全 四 边 形 
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浅 也 说 关于 生性 涟 进 同 六 站 


效 互 说 己 东 再 必 淤 二 同 水 师 O 


的 六 个 顶点 ,由 性 质 4 知 点 0 恰 为 全 四 边 形 的 密 克 尔 点 ,由 此 即 知 全 4,42C 的 外 心 0 
在 完全 四 边 形 四 个 三 角形 的 外 接 圆 圆心 所 在 的 圆 ( 即 斯 坦 纳 圆 ) 上 


Tm 七 


图 9- 12 
例 3 如 图 9- 13, 四 边 形 4BCD 的 两 条 对 角 
线 交 于 点 0 ,两 组 对 边 的 延长 线 分 别 相 交 于 E、F， 
过 0 作 EF 的 平行 线 交 BC 、4D 于 1、J. 求 证; Of = 
OQ, 
(《 数 学 教学 》2006 年 第 10 期 问题 681 号 ) 
证 阴 延长 4AC 交 EF 于 点 6G, 在 完全 四 边 形 


40 _0OC 
ABECFD 中 ,由 性 质 2， 46 = CE. 


人 -OOC 40 二 
XH/ EF,NEE= GE = AG = CF: 


“ 郁 01= 0J. 
注 类似 地 ,在 完全 四 边 形 ABECFD 中 ,直线 林 交 AE 于 MH, 交 直线 ED 于 NN, 则 有 


直线 与 平行 对 角 线 的 同一 端点 所 在 边 ( 或 延长 线 ) 相 交 , 所 得 线段 被 对 角 线 交点 平分 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 灵活 应 用 完全 四 边 形 的 优美 性 质 解 题 

例 4 以 和 4BC 的 边 BC 为 直径 作 半 圆 ,与 4B、AC 分 别 交 于 点 D、E. 过 DE 作 
BC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 .6G .线段 DE 、EF 交 于 点 及. 求证: AM BC. 
(1996 年 第 37 届 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 赛 试题 ) 
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证 明 如 图 9- 14, 连 结 BE 与 CD , 设 它们 相交 于 点 0, 因 

BE LA4C,CD 4B， 

则 0O 为 人 ABC 的 重心 ,于 是 40 BC. 

又 DF BC, EG | BC, 则 

DF// A0/ EG. 

由 性 质 6, 得 点 MM 在 40 上 ,于 是 AM LBC. 

例 5 如 图 9-15, 在 全 ABC 中 ,BA4C =90°,G 为 4B 上 给 定 
的 一 点 (6 不 是 线段 48 的 中 点 ), 设 D 为 直线 CC 上 与 4 
C、G 都 不 相同 的 任意 一 点 ,并 且 直 线 4D、BC 交 于 EE, 直 . 
线 BD、4C 交 于 FF, 直 线 EF、4B 交 于 HH. 试 证 明 交 点 HH NS 
与 D 在 直线 CG 上 的 位 置 无 关 . 时 

(1990 年 苏州 市 高 中 竞赛 题 ) 

证 明 作 BM/ CG/ AN, 点 M、N 均 在 直线 EF 上. 
连结 4M ,BN .对 全 CEF ,由 性 质 6, 知 4M 与 BN 的 交点 P 
在 CG 上 ., 则 


入 要 言 关 村 首尾 切 进 划 洲 业 O 


PP 


这 说 明 点 吾 由 6 唯一 确定 . 即 点 将 与 忆 在 直线 CG 上 的 位 置 无 关 . 

注 例 5 中 条 件 一 B4C = 90" 是 多 余 的 . 

例 6 如 图 9- 16, 任 意 五 角 星 形 4, 4; 4; 444; Ci C; Ci C, C， 的 五 个 小 三 角形 的 外 
接 圆 分 别 交 于 星 形 外 的 五 个 点 BB `B,、B,、B4、B; .求证 : B,、B,、By、Bs、Bs 五 点 共 圆 . 

证 明 由 于 五 角 星 可 看 做 是 由 五 个 完全 四 边 形 所 组 成 ， % 
由 密 克 尔 性 质 知 每 一 个 完全 四 边 形 有 一 个 密 克 尔 点 ,此 题 即 
证 五 个 密 克 尔 点 B,、8,、B,、Bs、Bs 共 圆 . 

设 B,4, 的 延长 线 与 C1B 的 延长 线 交 于 点 D, 令 
BBD= /1,/BCA = /2,7BB,A, = /3,/D -= 
A4, LB,BAs = L5, LA BB, = 6, LAsdAds = 7/7, 
人 ACB = 8. 图 9-16 

注意 到 对 完全 四 边 形 C4,C44iC,4, 及 完全 四 边 形 
C44; C244 C4 分 别 应 用 密 克 尔 点 性 质 知 全 4; C1 Cs 的 外 接 圆 要 过 B 及 B, ,因此 B,、 
Bs、Ci ,Gs 四 点 共 圆 . 

多 42、 DB: 、 Ce 有 共 圆 , 则 1= ~2= 3, 从 而 局、B 、B 、D 共 圆 . 

青 由 4A,、B,、43、B; 共 圆 , 知 ~5 = 一 7. 又 由 4 、B, 、C .有 B, 共 圆 , 知 6= 8. 因 此 
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rs Ws 


/D+/LB=/4+ALA5+LA6= A4+AI+A8=180?, 故 B,、Bi\Bs\D 共 圆 , 即 B,、 
B,、B;、Bs、\D 五 点 共 圆 ， 

同样 可 证 B,、B8;、B4、Bs 共 圆 . 故 五 个 密 克 尔 点 共 圆 . 

例 7 如 图 9-17, 设 五 是 锐角 公 4BC 的 高 线 CP 上 的 任 一 
点 ,直线 41 .BH 分 别 交 BC 4C 于 点 M、N, MN 与 CP 交 忌 0, 过 
0 的 直线 交 CM 于 D, 交 NH 于 点 E. 求证 :和 EPC = 人 DPC. 

(2003 年 保加利亚 奥林匹克 试题 ) 

证 明 ”如 图 9 - 17, 连结 PM、PN, 则 由 完全 四 边 形 的 性 质 图 9- 17 

5, 知 MPC = NPC ,并 令 其 大 小 为 p, 青 令 人 EPC=x, 人 DPC= 


eo EEE 


洗 曾 全 人 疏 上 也 性 溢 沁 同 入 站 O 


和 
欲 证 x = y, 只 须 证 明 


cotx = coty 人 cosxsiny = sinxcosy © sinpcosxsiny = singsinxcosy © 


sinpcosxsiny — cospsinxsiny = singsin%cosy 一 cos psnxsiny ~ = 2 
由 NE -See _ NPsin( 9 ~ %) : 
EH Sapp pHsinx  ” 
有 sn(2-2 NE.PH 
sinx -EH NP 
sin(g—-7)_ DM.CP 
同 理 siny CD PM 
PM _ MO a NE CD.PH. MO _ 
注意 到 py = WO ,只 须 证 历 "PM CE NO = 
NE _ An NOsind CD _ Sacp _ COsiny 
EH Sapo OHsing’DM Sapwo ~ OMsind 
oc PH 
于 是 ,又 只 须 证 pj "Fe = 1 
DC PC 
Bo = pp: z 
而 此 式 , 由 完全 四 边 形 CNAHBM 应 用 其 对 角 线 调和 分 割 性 质 即 证 ,故人 EPC = 
~ DPC 


2. 发 气 有 约束 条 件 的 完全 四 边 形 问题 制作 竞赛 题 的 背景 
例 8 ”如 图 9- 18, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,4B = A4E. 
(1 车 BC = EF, 则 CD = DF ,反之 车 CD = DF , 则 BC = EF. 
(2) 若 BC = EF( 或 CD = pF),M 为 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 , 则 MD CE 或 全 4CF 
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的 外 心 0 在 直线 MD 上 . 


(3) 若 BC = EF (或 CD = DF), 点 4 在 CF 上 的 射影 为 H， 秽 

人 ABE 的 外 心 为 0,, 则 0, 为 AM 的 中 点 , 且 0,D= UH. 林 
(4) 若 BC = EF( 或 CD = DF) ,MM 为 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 ， S 

则 MB = ME,H. MB_| AC, ME | AE. 数 
证 明 (1) 可 由 完全 四 边 形 中 含有 的 比例 乘积 式 (或 对 人 ACF “ 必 

及 截 线 BDE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ) 有 
AB.CD.FE_) 何 

BC DF EA 间 

题 


因 4B = 4E, 则 由 上 式 , 知 CD = DF 车 BC = 三. 

(2) 由 (1) 知 ,全 BCD 和 全 DEF 的 外 接 圆 是 等 圆 (或 由 正弦 定理 计算 推 证 得 ). 又 由 
A4、B、M、E 四 点 共 圆 ,有 .CBM = /AEM = FEM, 从 而 CM = HP, 于 是 和 DCM 呈 
从 DFM, 有 人 CDM = FDM . 故 MD_|CF. 

由 于 DM 是 CF 的 中 垂 线 , 而 0, 在 CF 的 中 垂 线 上 ,故人 和 公 ACF 的 外 心 0| 在 直线 
MD 上 . 

(3) 由 (2) 知 ,全 BCD 和 公 DEF 外 接 圆 是 等 圆 , 从 而 ABCM 宇 全 EFM, 即 有 BM = 
EM , 即 知 点 M 在 人 BAE 的 平分 线 上 , 亦 即 4、0;、M 共 线 ,从 而 知 0; 为 AM 的 中 点 ， 

或 者 直接 计算 得 0, 为 AM 的 中 点 ,在 全 ABE 中 ,由 正 芯 定理 , 知 


2sin(90" -二 4) 2 200 二 A 
设 圆 0 的 半径 为 Ri , 流 意 到 0,、.D 、W 共 线 , 则 
AM =2RcosL O01 MA =2Risin MCA =2Risin( C+ 分 ). 


而 2sin | C+ 分 CO8 全 一 2 (sinCoeos 分 + cosCsin 分) cos 分 = sinC * 2eco8 入 + 
cosCsinA =sinC(1+eos4)+cosCsin4 =sinC + sinCeosA +cosCasin4 =sinC+asn AFC. 

故 AM =240;, 即 0, 为 AM 的 中 点 ， 

注意 到 MD | CF, 4H_| CF, 所 以 0, 在 线段 DH 的 中 垂 线 上 , 故 0,D = 0,H. 


(4) 由 (3) 知 ,BE = EM .又 0; 为 4AM 的 中 点 ,而 0, 为 圆心 即 4M 为 直径 , 则 MB 
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离 酝 辣 己 否 王 心 流 过 同和 沪 业 O 


AC, ME 4. 或 注意 到 4B = AE, 从 而 MB = ME. 
以 例 8 为 背景 , 则 可 得 到 如 下 竞赛 题 . 
试题 1 已 知 锐角 和 侠 4BC, CD 是 过 点 C 的 高 线 , M 是 边 4B 的 中 点 ,过 型 的 直线 分 
别 交 射线 C4、CB 于 点 KL, 且 CK = CL .车 全 CKL 的 外 心 为 8. 证 明 : SD = SM . 
(2003 年 第 54 届 波 兰 奥林匹克 题 ) 


o 


证 明 事实 上 ,如 图 9 - 19, 此 题 即 为 在 完全 四 边 形 CKAMLB 
中 ,一 C 为 锐角 ,顶点 在 边 4B 上 的 射影 为 也 , 且 CK = CL, AM = 
MB,S 为 全 CKL 的 外 心 ,此 即 为 例 8 中 的 (3), 过 ji 与 4B 垂直 的 
线 与 CS 延长 线 交 为 对 . 

试题 2 设 4V 、4N 分 别 是 全 4BC 的 中 线 和 内 角 平 分 线 ,过 点 
N 作 4N 的 垂 线 分 别 交 AM ,4B 于 点 0Q、P, 过 PP 作 48 的 垂 线 交 4V i 
于 0. 求 证: 00_| BC. 

(2000 年 亚太 地 区 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”事实 上 ,如 图 9-20, 过 计 作 PQ 的 平行 线 交 4B 
于 P', 交 AN 于 和 ,过 P' 与 4B 垂直 的 直线 交 直 线 4V 于 0'， 
则 由 Rt 会 PO'N' 与 Rt 人 PON 是 以 4 为 位 似 中 心 的 位 似 形 ， 
知 MO’ / Q0. 

设 P'N' 的 延长 线 与 4C 的 延长 线 交 于 点 , 则 为 完全 四 
边 形 AP'BMEC 的 密 克 尔 点 ,于 是 由 例 8 中 的 (2), 知 ON 
BC .从 而 00_| BC. 

以 具有 相等 的 边 ( 含 边 上 的 线段 ) 的 完全 四 边 形 为 背景 
的 竞赛 题 还 有 如 下 的 2003 年 日 本 奥林匹克 题 . 

试题 3 PP 是 公 4BC 内 的 一 点 ,直线 4C、BP 相交 于 0 ,直线 4B、CP 相交 于 RR, 已 
AR = RB = CP, CO = PQ .求人 BRC. 

事实 上 ,可 在 CR 上 取 点 5S, 使 RS = CP, 则 由 了 ACS = OPC = 人 BPR ,可 推 证 得 
SC = RP. 

由 完全 四 边 形 中 的 比例 乘积 式 ( 即 对 人 4B0 及 截 线 RPC 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ) 知 
AC = BP. 

又 由 Adcs 只 人 BRP, 得 4D = BR. 由 此 推 得 45 = 4R = RS, 即 人 ARS = 60°, 从 而 
/BRC = 120°. 

例 9 如 图 9-21, 完 全 四 边 形 ABCDEF 中 ,AC_| BE,AEL CF. 

(1) 若 顶点 C、E 在 对 角 线 BF 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 G、H, 则 68B = FH. 

(2) 若 对 角 线 4D 的 延长 线 交 对 角 线 CE 于 P, 公 BPF 的 外 接 圆 交 4D 于 4 , 交 CD 
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专 题 研 让 系 列 


于 C1, 交 DE 于 EE,, 则 Soe =25 ge mp, 且 Saez4Saspp. 
证 朋 (1) 由 题 设 知 C、E、F、8、 四 点 共 圆 , 且 CE 的 中 点 为 
其 圆心 ,过 0 作 OM_L BF 于 MM, 则 由 攻 心 距 性 质 知 BM = MF .又 
CG/ OM/ EH, CO = 0E ,从 而 GM = MH . 故 
GB = GM — BM = MH- MF= FH. 
(2) 在 全 ACE 中 ,由 题 设 知 公 BPF 的 外 接 圆 为 全 ACE 的 九 点 
圆 ,从 而 知 4 、C 五 分 别 为 4D .CD 、ED 的 中 点 .于 是 


Sa + Sa nm, = 7 agpr ， 

从 而 SA nck =254 BC Pe, p. 

由 完全 四 边 形 的 性 质 , 即 知 Sa yes 守 45 a pps. 

以 例 9 为 背景 , 则 可 得 到 如 下 竞赛 题 . 

试题 4 锐角 和 公 4BC 中 ,BD 和 CE 是 其 相应 边 上 的 高 .分 别 过 项 点 B 和 C 引 直 线 
ED 的 垂 线 BF 和 C6, 牌 足 为 下 .CE. 求 证 : EF = DG. 

(1998 年 第 22 届 独 联 体 奥林匹克 题 ) 

试题 5 锐角 和合 4BC 中 ,一 4 的 平分 线 与 三 角形 外 接 圆 交 于 另 一 点 4, .点 BC， 
与 此 类 似 . 直 线 44, 与 一 BC 两 角 的 外 角 平 分 线 相交 于 点 4, 点 Bu .Cu 与 此 类 似 ， 
求证 ; 

(1) 全 ho Bo Co 的 面积 是 六 边 形 4C, B41 CB, 面积 的 两 倍 ， 

(2) 全 Ao Bo Co 的 面积 至 少 是 人 4BC 面积 的 四 倍 ， (1989 年 第 30 届 IMO 试题 ) 

试题 6 已 知 圆 0, 与 圆 0, 交 于 4、B 两 点 ,过 点 4 作 O010, 的 平行 线 , 分 别 与 贺 
0 圆 0; 交 于 C.D 两 点 ,以 CD 为 直径 的 圆 0 分别 与 圆 0, . 圆 0, 交 于 P、0 两 点 . 
证 明 : CP、DO 、 48 三 线 共 点 . (2004 年 第 54 届 白 俄罗斯 奥林匹克 题 ) 

事实 上 ,由 CD/ 010,, 且 4B1 010,, 知 CD」4B. 又 可 推 得 CP、DO 、4B 是 
全 BCD 的 三 条 高 线 , 故 共 点 . 

例 10 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,顶点 4、B8、D、F 四 点 共 圆 0 ,其 对 角 线 4D 与 
BF 交 于 点 G. 

(1) 大 顶点 角 C、 人 人 E 的 平分 线 相交 于 点 K, 则 CK_L EK. 

(2) 一 BCD 的 角 平 分 线 与 CK 平行 ,了 DGF 的 角 平 分 线 与 艳 平行 . 


伪 囊 剖 祝 并 二 站 潍 记 问 入 辣 0 


离 阿兰 三 了 苇 玫 性 流 进 同和 并 是 O 


(3) 从 C .下 分 别 引 圆 0 的 切线 , 若 记 切 点 分 别 为 P.O. 则 
CE? = CP2 + EQ? ;此 题 设 条 件 下 的 完全 四 边 形 4BCDEF 的 密 殉 
尔 点 在 对 角 线 CE 上 ; 若 分 别 以 C、E 为 圆心 ,以 CP、EQ 为 半径 
作 圆 弧 交 于 点 7 了, 则 CT_L ET. 所 SS 
(4) 若 从 C( 或 EE) 引 圆 0 的 两 条 切线 , 切 点 为 尺 .Q, 则 瑟 [2 BRN 
(或 C)、.R.G、Q 四 点 共 圆 ， (0 
(5) 过 C.E.C 三 点 中 任意 两 点 的 直线 ,分 别 是 男 一 点 关于 
0 的 极 线 . 图 9-22 
(6) 点 0 是 和 GCCE 的 垂 心 . 


(7) 过 对 角 线 BF( 或 BF 次 CC 时 的 4D) 两 端点 处 的 圆 0 的 切线 的 交点 在 对 角 线 
CE 所 在 直线 上 . 

(8) 设 0,、0, 分 别 是 全 ACF 、 和 4B5 的 外 心 , 则 全 00,0, OA 和 DCE， 

(9) 设 点 M 是 完全 四 边 形 4BCDEF 的 密 克 尔 点 , 则 ONM | CE, 且 0、G、M 共 线 , OM 
平分 AMD ,OM 平分 人 BMF. 

(10) 过 点 五 (或 C) 的 圆 的 割 线 交 圆 0 于 RR、P, 直 线 PC( 或 PE ) 交 圆 0 于 点 53, 则 
RG、S 三 点 共 线 . 

(11) 设 对 角 线 4D 的 延长 线 交 对 角 线 CE 于 外, 则 WC = WE 的 充 要 条 件 是 网. WD = 
WO’. 

(12) 设 对 角 线 CE 的 中 点 为 Z, 连 结 4Z 交 贺 0 于 NN, 则 C.D、N、E 四 点 共 图 . 

证 明 (1) 如 图 9-22, 连 结 CE, 令 人 DEC = 人 1, 人 人 DCE = 人 2, 则 

(LBCD+ /1+/2) + (LDEF+/2+ /1)= /LABD+ /AFD=180°, 


即 知 方 (人 BCD + LDEF) + /1+ /2=%°, 


py 


从 而 CARE = 180? - [3 (LBCD + LDEF) +/1+/2|]=90°, 


故 CK_LEK. 
(2) 设 一 DGF 的 平分 线 交 DE 于 鲍 , KE 交 GF 于 了 T 则 


LAFCK-= 才 人 LDGF = 才 ( 人 GPRM+ LCAF), 


PE /CFA -让 人 AED = GFA -5(LADB _ /CAF = 去 (人 GFA + /CAF). 


故 CX/ KE. 
同 理 , BGD 的 平分 线 与 CK 平行 . 
(3) 设 过 点 B.C .D 的 圆 交 CE 于 点 用 ,连结 DM, 则 4FD = 一 CBD = 人 DME ,从 
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而 D、M、E、F 四 点 共 圆 ,于 是 CM. CE = CD: CF，, EM* EC = ED' EB， 

此 两 式 相 加 ,得 C8? = CD': CF + ED: EB. 

又 CP、E0Q 分 别 是 圆 0 的 切线 ,有 CD CF = CP ED' EB = EQ*. 

故 CE = CP + EQ7. 

显然 ,1 是 圆 BCD 与 圆 DEF 的 另 一 个 交点 ,此 即 为 密 克 尔 点 , 即 题 设 条 件 下 的 完 
全 四 边 形 的 密 克 尔 点 在 CE 上 . 

由 于 CT= CP, ET= EQ, 故 CT + ET? = CE’, 即 CT ET. 

(4) 如 图 9-23, 连 结 CO 交 圆 0 于 素 , 过 五 作 王 co 于 
及 ,过 点 C 作 圆 的 切线 CP , 切 点 为 已 , 则 

CE -FEO = CP = CRCO = (CH - HR’) CO. 

又 CE - EQ = (CH + HE’)- (HF + HO’) 

= CH - HO = (CH- HO)(CH + 0H) 
=(CH- HO)CO. 

从 而 HR' = HQ ,由 此 即 可 证 

Rt EHR’ 2 Rt 人 EHO. 

于 是 EQ = ER' ,而 E0 = ER, 则 ER’ = ER. 

义 R'、R 均 在 圆 O 上 , 故 RR 与 RR 重合 , 即 C、R、O 三 点 共 线 . 

或 者 , 设 CE 上 的 点 用 是 密 克 尔 点 , 则 EQ0? = ED': EB* = EM EC. 

从 而 CE - EQ* = CE - EM: EC = CE' CM = CD: CF 

=(C0- 00)(CO+ 00)= CO - 002. 

由 此 , 知 CO OF .而 RO OE, 故 C、R、O 三 点 共 线 . 

为 证 R、G、Q 共 线 ,连结 4R 交 BF 于 点 下 ,连结 RF 交 4 妇 于 点 7, 设 RO 与 4F 交 
于 点 Z ,连结 40 .OP. 于 是 


A _ SA ow 加 O04 sin AOZ 
2F or ~ QF sin ZOF * 


应 吾 便 喧 全 五 演 潍 潭 加 入 闪 OO 


YR DR sin YDR’' XA ™ BA ein XBA 
OA4_Evy 
由 人 E40 2AEOP, 有 级 = 肿 ， 
DF ED RY EB 
同 理 ,有 硕 = 吉 ,到 = 项 . 
而 407 = 人 YDR, /2ZQF = LRBX, /FDY= /XBA, EO = ER. 
于 是 42 FY RX 


ZF YR ML 
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册 重 宣 喧 恰 乒 站 潍 遇 加 诗 交 0O 


对 人 4RE 应 用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 知 AY、FX、RZ 共 点 于 G, 故 R、G、Q 共 线 . 

综 上 可 知 ,C、R、G、Q 四 点 共 线 . 

(5) 由 (4) 即 证 ， : 

(6) 由 于 0E | RO, 即 OBE | CGC. 同样 0C_L EG. 由 此 即 知 ,0 为 全 GCE 的 重心 , 亦 
可 知 0G_LCE. 

(7) 由 (5) 知 ,直线 CE 是 点 6 关于 圆 0 的 极 线 ,从 而 过 点 6 的 弦 的 两 端点 处 的 切 
线 的 交点 在 直线 CE 上 . 

(8) 若 点 0 在 4D 上 , 则 0,、0, 分 别 为 4C、4E 的 中 点 ,此 时 ,显然 全 0010, 
人 DCE 

车 点 0 不 在 4D 上 ,如 图 9 -24 所 示 , 则 0, .0;: 不 在 AC、4E 
上 . 连结 40, .CO 、 4D 、40 、0D 、A40,、0,E.、BF. 

由 A0,E=2(180° -~ /ABE) =2/ AFD = /AOD, 

及 0,4 = 0,E,04 = 0D, 

知人 A0,E "人 AOD. 


ri OAE = 04D, 
则 全 400, 人 ADE. 
同 理 全 40,C wwA40D,A400 wm 人 ACD. 


由 和 公 A01C wm 公 有 40， 


从 而 全 00, 0, 人 DCE. 
(9) 如 图 9-25, 过 点 D 和 MM 作 圆 0 的 割 线 MD 交 圆 0O 于 点 
7, 连 结 AM、40、T0. 由 A、B.D、F 及 A、B 、M 下 分 别 共 圆 ， 知 
EFD = /ABE = /AME. 
又 由 DD、.F,A4、7 共 圆 , 知 EFD = 人 ATD = 人 ATM, 因 4E、 
TM 是 过 两 相交 图 交点 下 的 割 线 , 从 
而 BMA47. 于 是 TAM = AME = 人 ATM , 即 知 
MA = MT. 又 04 = 07T, 从 而 MO 4T, 故 OM | ME. 
而 对 在 CE 上 , 故 OM | CE, 又 由 (6) 知 ,0G6_| CM， 
故 0、G、M 三 点 共 线 . 
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ET 
SV 


(此 题 为 2002 年 中 国 国 家 队 选 拔 赛 题 的 特殊 情形 , 故 OM 平分 AMD, OM 平分 
BMF) 

(10) 如 图 9 -26, 连 结 PA 、PB SD 、DR RF、PF. 

由 从 EFR 人 FP4, 公 CPA ww 人 CSB, 有 


Do 


FR _FE.CP 
从 而 sp “PE CB: 
由 和 从 ERD Ww 人 EBP, 八 CBP ww 人 CS4, 亦 有 


离 百 着 六 个 开 恬 沟 涟 同和 滤 交 O 


由 上 述 两 式 相 除 ,得 
FR.AS _ FE.CA 


SB RD ED CB: 
用 和 舍 乘 上 式 两 边 ,应 用 完全 四 边 形 性 质 1 中 式 QD( 即 对 人 ABE 及 鹤 线 CDF 应 用 梅 


EF AC BD 
涅 元 斯 定理 ) 列 CB DDE- . 
从 而 LR.28.34 


RD BS AF™ 
对 上 式 应 用 塞 瓦 定理 角 元 形式 的 推论 (或 同 (4) 的 证 明 中 证 RR、.G、0 共 线 的 方法 ) 
即 证 得 SR、BF 、4D 三 线 共 点 . 
故 S、C,. 员 三 点 共 线 . 
(11) 如 图 9- 27, 由 完全 四 边 形 中 比例 屁 积 式 ( 即 对 人 4CBE 及 点 DD 


应 用 豁 瓦 定理 ) .有 


AB .FF 1 
BC WE FA ( 关 ) 
.UVnpn_Taeewpc WA 
WA* WD= WC SRD = we 人 OWC mA CWA 
SLDCW= LCAW= LBFD SBF/) CE SE -A 
BC FE 
AB EF 
pC FA 1G WC= WE. 图 9-27 


(12) 设 4Z 不 过 点 D( 否 则 D 与 N 重合 ,全 DCE 的 外 接 圆 即 为 所 求 ) ,如 图 9-27 
所 示 , 延 长 4Z 到 了 ,使 ZY = 42Z , 则 ACYE 为 平行 四 边 形 . 注意 到 
LCDE= /BDF=180°- /BAF=180°- /CYF. 


121 


离 隔 言 三 个 开 眉 流 涝 加 水 恒 O 


从 而 ,C、Y.E、D 四 点 共 圆 . 

/AND = /AFD=180°- /ABD=180 -LYEB, 

则 ZYND = 180° - /AND = /ABD = /YED. 

于 是 DN、.E、Y 四 点 共 圆 . 

故 C.Y.E.N.D 五 点 共 圆 , 即 知 C.D、N、E 四 点 共 圆 . 

以 例 10 为 背景 ,可 得 到 如 下 竞赛 题 . 

试题 7 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ,直线 4B 、DC 交 于 点 瓦 ,直线 4D 、BC 交 于 反正 ， 
了 AEC 的 平分 线 交 于 BC 于 点 用 , 交 4D 于 点 N, 人 BFD 的 平分 线 交 AB 于 P, 交 CD 于 
点 0. 求 证: 四边 形 MPNO 是 菱形 .( 事 实 上 由 例 10 中 (1) 即 得 ) 

(1950 年 波兰 奥林匹克 题 ,2004 年 斯 洛 文 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 题 ) 

试题 8 ”四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ,其 边 48B 与 DC 的 延长 线 交 于 点 对 , 边 4D 与 BC 
的 延长 线 交 于 点 N. 由 NW 作 该 圆 的 两 条 切线 WO 和 AR , 切 点 分 别 为 0、R. 求 证 : MM、Q、 
R 三 点 共 线 .( 事 实 上 ,由 例 10 中 (4) 即 得 ) 


(1997 年 中 国 奥林匹克 题 ) 
试题 9 人 4BC 中 ,一 个 以 0 为 圆心 的 圆 经 过 顶点 4 及 C, 又 和 线段 4B 及 线段 
BC 分 别 交 于 点 KK 及 N,K 与 N 不同 .人 4BC 和 公 BNK 的 外 接 圆 恰 相 交 于 B 和 男 一 所 
用 .求证 :人 BMO = 90°.,( 事 实 上 ,由 例 10 中 (9) 即 得 ) 
(1985 年 第 26 届 IMO 试题 ) 
试题 10 一 个 圆通 过 个 ABC 的 顶点 4、B8, 分 别 交 线段 AC、BC 于 点 D、E, 直 线 BA 
和 ED 交 于 点 下 ,直线 BD 和 CF 交 于 点 用 .证 明 : MF = MC 的 充 要 条 件 为 MB MD = 
MC? . (事实 上 ,由 例 10 中 (11) 即 得 ) 
(2003 年 第 32 di 
例 11 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,顶点 B.C、E、F 四 点 共 加 
于 图 0, 点 M 为 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 . 
(1) 从 点 4 向 圆 0 引 切 线 4P、40, 切 点 为 P.90, 则 P.D、QO 三 
点 共 线 . 
(2) 圆 0 的 两 段 弧 调和 分 割 对 角 线 4D 所 在 直线 (参见 第 十 一 章 性 《 
质 8). 
(3) 点 MH 在 对 角 线 4D 所 在 直线 上 . 
(4) AM 平分 CME ,AM 平分 人 BMF, 且 C、.0、M、E 共 回 ,8B、 
0、.M.F 共 圆 . 
(5) OM | 4D. 
(6)4、P.0O、M、0Q 五 点 共 圆 . 
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(7) 直 线 OM 、BF、CE 三 线 共 点 或 相互 平行 . 


证 明 (1) 如 图 9-28, 证 R.G、0 三 点 共 线 而 证 得 P、D、Q 共 线 . | 奥 
或 者 由 点 凡 的 性 质 有 4D: AM = 4B.4C = 4 ,知人 dpp ww 人 AMP, 有 .AADP= 目 宁 
/ APM. 坚 
同 理 人 4DQ = 一 40M ,而 人 人 APM + 人 AQM = 180?， 数 
则 一 4DP + 一 4DO = 180°. 让 
故 己 .有 D、O 共 线 . 的 
(2) 设 直线 4D 交 圆 于、 甩 , 如 图 9-28 所 示 . 人 
过 4 作 4K PQ 于 KK, 则 加 
PK = KOQ. 
由 AP? = AG: AH = AK’ + PK2 ,4D2 = 4K2 + KD’. 
两 式 相 减 有 


4C.41 -4D = PK - KD’ = (PK+ KD)(PK- KD)= PD': DO 
= DG*: DH= (AD- AG)(AH - AD) 
~ =AD:AH- AD’ + AD:AG - AH'. AG. 
于 是 24G*: AH = AD(AH + AG) 


AC AG * AH 
AD- AG_ AH- AD 

从而 = 

DG _ DH 

改 46 = 48 


此 式 表 明 圆 0 的 两 段 弧 调和 分 割 4D 所 在 直线 . 

(3) 在 直线 4D 上 取 点 用 ,使 AD: AM'’ = AP? = AB' AC = AF: AE，, 

则 8B8、C、M'、D 四 点 共 圆 ,E、F、D、M' 四 点 共 圆 , 即 M' 为 图 BCD 与 圆 DEF 的 交 
局 ,从 而 M' 为 完全 四 边 形 4BCDEF 的 密 克 尔 点 , 即 与 重合, 故 点 计 在 直线 4D 
下 

(4) 连 结 CM 、EM , 则 人 CMH = 人 CBD = /EFD = /EMH. 故 

ACME =27 CBE = /COE. 

从 而 ,AM 平分 了 CME, 且 C、.0、M、E 四 点 共 圆 . 

同 理 , AM 平分 BMF, 且 B.0、M、F 四 点 共 圆 . 

(5) 连 结 0C、0E ,由 C.0、M、E 共 圆 , 则 


LOMC= LOEC= /OCE=3(180°- LCOE) =90° -地 COE 
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离 酝 言 汪 人 慨 扣 性 罗 泪 同和 开 泪 O 


=90p- /CBE=90-/ CMH, 

BEA OMC+ /CMH = 9%°. 

故 OM 4M， 

即 OUM AD. 

(6) 由 一 4Po = “4WO = 人 “400 =90°, 知 4、P、0、M、Q 五 点 共 圆 ，. 

(7) 对 圆 OMFB . 贺 CEMO 、 圆 0 用 根 轴 定理 , 即 知 直线 OM 、 BF 、CE 三 线 共 后 或 平 


村 


注 由 (5)0UM 1 4D, 知 4、.P.0、M、Q 五 点 共 圆 .又 AD: AM = AB:AC = 4P, 即 有 
入 APD mw 人 和信 AMP, 亦 有 人 ADP = 人 APM. 同 理 人 4DQ = 人 AQM .而 APM + 人 AQM = 
180?, 故 ADP + 了 4D0 = 180°. 得 (1) 中 P、.D、Q 共 线 . 

以 例 11 题 设 为 背景 也 可 以 编写 如 下 竞赛 题 . 

试题 11 已 知 圆 0 的 半径 为 r,4 为 圆 外 一 点 ,过 点 4 作 直 线 1( 与 40 不同), 交 
圆 0 于 点 B.C, 且 8 在 4、C 之 间 , 作 直线 1 关于 40 的 对 称 直线 交 圆 0 于 点 D、E, 且 
在 4.D 之 间 . 证 明 : 四 边 形 BCDE 两 条 对 角 线 的 交点 为 定点 , 即 该 点 不 依赖 于 直线 / 


的 位 置 (2004 年 第 21 届 希 及 奥林匹克 题 ) 
事实 上 ,可 推 证 得 0.D、E、P 共 圆 ,AP = 40 一 为 定 值 
【模拟 实战 】 
习题 A 


1. 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,BC = EF. 点 6G 是 点 4 关于 CE 中 点 的 中 心 对 称 点 , 则 
DG 是 一 CGE 的 平分 线 .， 

2 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,BE_」4B, CF1 4E, 以 4C 为 直径 的 圆 交 BE 于 P, 交 EB 
的 延长 线 于 0, 以 4 为 直径 的 圆 交 CF 于 计 , 交 CF 的 延长 线 于 NN. 求 证 :PN、Q、M 
四 点 共 圆 . 

. 如 图 9 - 29, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,人 CAE = 
90°,4B = 4F, 且 过 B、F 分 别 作 A4C 、4E 的 垂 线 的 交 
点 CGC 在 CE 上 . 设 BC 交 CF 于 MH, FC 交 BE 于 N. 求 
证 ; 

(1) FN = CNM ; 
(2) MN/ CE; 


is} 
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上 2° 


. 如 图 9- 30, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,AC > AE, BE 


专 题 研 究 系 询 


(3)ADL CE. ? 


4C,CF 4B. 过 B 作 CE 的 垂 线 交 CE 于 M, 交 CD 于 
H, 与 而 的 延长 线 交 于 点 P, 过 FF 作 CE 的 垂 线 交 CE 
于 NN, 交 DE 于 6G, 与 C4 的 延长 线 交 于 点 0 .求证 :四 直 
线 PO 、BF ,HG 、MN 共 点 ， 

在 上 述 习 题 中 ,由 于 4D CE, 则 知 BM/ 4AD/ FN, 由 
此 我 们 可 得 ， 

问题 ”在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 , BF ww CE, 过 8 和 作 
BM// 4D 交 CE 于 M, 交 CD 于 上 ,与 E4 的 延长 线 交 于 图 9-30 

点 P, 过 F 作 FN// 4D 交 CE 于 NN, 交 DE 于 G6, 与 C4 的 延长 线 交 于 点 0. 求证 ;四 直 
线 PO、BF 、HG 、MN 共 点 . 

事实 上 ,如 图 9-31, 由 于 BF 尺 CE, 设 直线 BF 与 
CE 交 于 点 T. 由 BM/ AD/ FN , 令 4D 的 延长 线 交 
CE 于 R, 则 


科 硬 全 记 民 上 吾 届 潍 涝 加 渤 效 O 


dg 


BM AR FN’ FG FN 
由 平行 线 BM 、FN 截 共 点 线 TB、 TM, 有 BN = 大 ， 


从 而 而 = 对 (*) 
连 TG、TH, 由 BH/ FG, 及 (* ) 式 得 TG、TH 重合 ,从 而 .CG、T 三 点 共 线 . 
同 理 ,P.0、T 三 点 共 线 . 

故 PO 、BF 、HG 、MN 四 直线 共 点 . 
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第 十 章 ” 根 轴 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


定义 ”从 一 点 4 作 一 圆周 的 任 一 割 线 , 从 4 起 到 和 贺 周 相交 为 止 的 两 线段 之 积 ， 
称 为 4 点 对 于 此 圆周 的 帮 . 

由 相交 弦 定 理 及 切割 线 定 理 , 知 点 4 的 寡 是 定 值 : 若 这 点 在 圆 内 , 则 这 点 的 医 等 于 
以 该 点 为 中 点 的 弦 的 半 弦 长 的 平方 ; 则 若 这 点 在 圆 外 , 则 这 点 的 宪 等 于 从 这 点 所 引 辆 
周 切线 长 的 平方 ; 若 这 点 在 圆周 上 , 则 这 点 的 宪 等 于 0. 

由 定义 , 宕 有 下 列 的 缩 论 : 

结论 1 点 4 对 于 以 0 为 圆心 的 圆周 的 宪 , 等 于 04 及 其 半径 的 平方 差 . 

结论 2 ”对 于 两 已 知 圆 有 等 罕 的 点 的 轨迹 ， 是 一 条 三 直 于 连 心 线 的 直线 . 

事实 上 ,如 图 10 - 1, 设 点 4 到 0O, 和 人 0, 的 宕 相 
等 ,@0 ,GO0: 的 半径 分 别 为 Rj 和 RE(R, > R,), 则 AO1 - 
R= AO2- 民 , 即 40? -A0?=R?- 已 = 常 数 . 

设 010, 的 中 点 为 D, AM | 010, 于 M, 则 401 = 
AD’ + 0,D’* +20,D: DM, A0? = 4D0 + DO? -2D0 DM, 
即 401 -- 下 =2DM:(0,D+ DO,) =2DM: OO , 亦 即 


DM = 30- 六 Ra _ 常 数 . 所 以 , W 点 是 一 定点 ,过 M 点 的 垂 


线 即 是 两 圆 等 客 点 的 轨迹 ， 

这 条 直线 称 为 两 圆 的 根 轴 或 等 芋 轴 ， 

特别 地 , 若 两 圆 同心 , 则 0,0, =0, 从 而 同心 圆 的 根 轴 不 存在 ; 若 R, =0, 0, 变 成 
一 点 0, , 则 4 点 在 @ 0, 的 寡 是 40: .此 时 ,直线 (轨迹 ) 称 为 一 圆 与 一 定点 的 根 轴 . 

根 轴 有 如 下 性 质 ; 

性 质 1 若 两 圆 相 交 ,其 根 轴 就 是 公共 弦 所 在 的 直线 . 

由 于 两 圆 的 交点 对 于 两 圆 的 过 都 是 0, 所 以 ,它们 位 于 根 轴 上 ,而 根 轴 是 直线 ， 所 
以 , 根 轴 是 两 交点 的 连 线 . 

性 质 2 若 两 圆 相 切 ,其 根 轴 就 是 过 两 圆 切 点 的 公 切 线 . 
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团 10-1 


性 质 3 三 个 圆 ,其 两 两 的 根 轴 或 相交 于 一 点 ,或 互相 平行 . 

事实 上 , 若 三 条 根 轴 中 有 两 条 相交 , 则 这 一 交点 对 于 三 个 圆 的 寡 均 相等 ,所 以 必 在 
第 三 条 根 轴 上 .这 一 点 , 称 为 三 圆 的 根 心 ,例如 ,三 角形 的 垂 心 是 所 有 过 任 一 条 高 的 两 
个 端点 的 圆 的 根 心 . 

显然 , 当 三 个 圆 的 圆心 在 一 直线 上 时 ,三 条 根 轴 互 相 平行 ; 当 三 个 贺 的 加 心 不 共 线 
时 , 根 心 存 在 . 

性 质 4 寿 两 圆 相 离 , 则 两 圆 的 四 条 公 切 线 的 中 点 在 根 轴 上 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 注意 点 对 圆周 的 宕 的 结论 的 应 用 
例 1 如 图 10- 2, 从 半圆 上 的 一 点 C 向 直径 4B 引 垂 线 , 设 垂 足 为 也 , 作 @@OO 切 


BC, CD, DB 分 别 于 已, 下 ,C .求证 :4C = AG. 
证 明 设 半圆 的 圆心 为 0, 则 0,0,,E 共 线 , 连 0, 下 , 知 


01FL CD, 得 01F//4B. 连 EF,AE, 由 人 FE01= 方 人 F010 = 


方 入 80B = 人 0E4, 知 ,FF,4 三 点 共 线 ， 


又 因 一 4CB = 90°, CD | 4B, 有 /ACF = 一 4BC = AEC,， 
从 而 4C 是 所 CEP 的 切线 , 故 点 4 对 CEF 的 等 4C? 等 于 点 4 
对 0, 的 寡 46: , 即 有 4C = AC. 8 

例 2 如 图 10-3, 设 了 是 入 4BC 的 内 心 ,过 了 作 4I 的 垂 线 ,分 别 交 边 48, 4C 于 
P,Q. 求 证; 分别 与 4 及 4C 相 切 于 P 及 @ 的 圆 工 必 与 全 4BC 的 外 接 圆 0 相 切 ， 

(1992 年 台北 市 奥林匹克 题 ) 

证 明 41 交 @0 于 MM， 设 忆 0 的 半径 为 R, 则 点 上 对 0 
的 等 为 RR - L0? = I4: LM ,于 是 

“a IA:IM=R -IA'(IM- LL) 

=R- IA:M+IA:L 
=R: -IA:IM+ LLP. 


由 LMIC=33(LA+LC) = = 人 BCM+ 方 人 C= 一 MCT , 知 


MT = MC =2R: sin 方 人 4 = 2R 4， 


从 而 ,702 = 天- LL4:2R: “+P = (R- PL). 
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贿 卫 全 喧 导 了 匡 和 潍 江 同 诛 效 0 


离 隔 言 关 和 桔 生 性 泗 同和 工交 


由 此 ; 即 知 @L 与 @0 相 切 ， 

2. 注意 根 轴 性 质 的 灵活 运用 

例 3 如 图 10-4, 设 日 0 与 © 0, 相 离 , 引 它们 的 一 条 外 公 切 线 切 中 O, 于 4, 切 
@ 0, 于 C, 又 引 它 们 的 一 条 内 公 切 线 切 0, 于 8, 切 @@0, 于 也 .求证 :直线 48 和 CD 
的 交点 在 两 圆 的 连 心 线 上 . 

证 明 设 直线 48 和 CD 的 交点 为 天 ,直线 AC 
与 BD 的 交点 为 E, 连 0 五 ,O: 五 , 则 

AB | 0,CD 0,.E. 

由 O01 平分 AEB,0,E 平 分 人 CED, 和 OEL 
0;E, 由 此 推 知 48 1 CD, 即 是 分 别 以 4C 和 BD 
为 直径 的 两 圆 忆 | 和 TT, 的 交点 ,从 而 下 在 图 和 
圆 局 的 根 轴 上 . a 

连 0,4,0.,B, 又 由 0,4 | 4C, 知 0.4 是 圆 卫 的 切线 , 0, 关于 图 局 的 笑 是 
OA7. 

同 理 ,0,8 是 圆 T, 的 切线 ,0, 关于 卫 的 寡 是 0 .由 于 0147 = 08 ,所 以 0 
是 关于 圆 了 入, 的 等 医 氮 ， 

同样 , 0, 是 关于 圆 有 和 圆 PP 的 等 瞪 点 .所 以 0, 0 是 圆 忆 和 T, 的 根 轴 , 于 是 ， 
KK 在 连 心 线 0 0, 上 . 

例 4 如 图 10 -5, 已 知 两 个 半径 不 相等 的 圆 @ 0 与 @0, 相交 于 M,N 两 点 , 且 
日 0 ,GO0, 分 别 与 日 0 内 切 于 $, 了 两 点 ,求证 :0OM 上 MN 的 充分 必要 条 件 是 $5,N,T 
三 点 共 线 . (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 连 0S, 0O7, ST7, 作 公 切 线 SP, 7P 相交 于 P, 则 得 
PS = PT, 由 此 即 知 自 点 向 @@0, 和 @ 0, 所作 切 线 长 相等 ， 
故 点 PP 在 这 两 圆 @ 0, 和 0, 的 根 轴 上 , 且 有 PS = PN* PM . 

连 0P 交 ST 于 点 0, 则 0P_| 5T, 且 PO: PO = PS = PN: 
PM , 故 0,0,N,M 四 点 共 贺 ， 

由 此 , 即 有 OMJ MN 00 LONew 在 直线 ST 上 。8$， 
N,T 了 三 点 共 线 . 

例 5 如 图 10-6, 公 ABC 中 ,0 为 外 心 ,三 条 高 4D , BE， 
CF 相交 于 点 日, 直线 ED 和 4B 交 于 点 用 , FD 和 AC 交 于 点 二 时 
N .求证 :(1) 0B | DF, OC LDE;( 1)OH| MN. Pp 
(2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 图 10-5 


证 明 ” (1) 过 8 作 公 4BC 的 外 接 圆 的 切线 BY, 则 
由 4,F,D,C 四 点 共 圆 ,知人 TB4 = 一 4CB = 一 BFD， 
有 DF/ BT, 而 0B_| BT. 故 0B_|DF. 同 理 0C | DE. 

( 工 ) 取 OF 的 中 点 了 ,下 证 了 为 人 DEFP 的 外 心 . 设 
A',B',C' 分 别 为 BC, C4 ,4B 的 中 点 .由 A4,8,D,E 四 
点 共 圆 ,有 BED = 和 BMD = 90 - AB. 同 理 ,BEF = 
BCF=90°— /7B. 人 从 而 人 DEF = /BED + /BEF = 
180° ~ 2 8B. 

又 因为 4' 为 Rt 会 BFC 的 斜 边 BC 上 的 中 点 , 知 
了 了 ' 且 =2 一 PCB=180s-2 一 有 ,从 而 知 下 ,4 ,也 ,五 四 点 共 圆 . 

同 理 ,D,F,B',E 及 C’,F,D,E 分 别 四 点 共 圆 ,由 此 即 知 4',B’,C',D,E,F 六 

又 因为 04’_ 上 BC, DH BC,V 为 08 的 中 点 , 即 知 V 在 4'D 的 垂直 平分 线 上 . 

同 理 ,V 在 B'E,FC' 的 垂直 平分 线 上 , 故 V 是 人 DEF 的 外 接 圆 的 圆心 . 

再 由 D,E,4,B 及 DD,F,A,C 分别 四 点 共 圆 ,有 MD .HB = MB: MA, ND: NF = 
NC: NA .由 此 即 知 半 , N 对 会 ABC 的 外 接 圆 与 人 DEF 的 外 接 圆 的 舌 相 等 ,从 而 M,N 
在 这 两 个 外 接 圆 的 根 轴 上 , 即 有 MN_L OV, 故 MN |_O08. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 根 轴 与 点 对 圆 的 寡 是 密切 相关 的 

例 6 ”如 图 10-7, 所 0 过 和 A4BC 的 顶点 4,C, 且 与 
AB,BC 交 于 KK,N(K 与 N 不 同 ), 全 4BC 的 外 接 圆 和 
全 BKN 的 外 接 圆 相交 于 B 和 六 .求证 :BMO = 90*. 

(IMO - 26 试题) 

证 明 设 和 全 4BC 和 全 BKN 的 外 接 圆 圆心 分 别 为 0,， 
0, ,由 题 设 , 推 知 0, 0,, 0, 三 点 不 共 线 (否则 BB 和 及 重 
合 ), 而 直线 4C, KN, BM 分 别 为 这 三 个 圆 中 两 两 圆 的 根 
轴 , 放 它们 必 相 交 于 一 点 ,不 妨 设 交 于 点 P. 

由 PMN = 人 BKN = 人 NC4, 知 P, M,N,C 四 点 共 
圆 , 则 8 点 对 此 图 PMNC 的 知 等 于 8B 点 对 0 的 和 宕 , 即 
有 ( 设 R 为 @O0 的 半径 ) BM: BP = BN: BC = BO - R. 

义 点 PP 对 O, 的 寡 等 于 点 P 对 0 的 寡 , 即 有 PM: PB = PN: PK= PO-R. 

由 上 述 两 式 相 减 ,得 PO? - BO? = BP (PM - BM) = (PM + BM)(PM- BM)= 
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冉 可 全 己 民 于 疏 潍 时 问 计 效 O 


效 百 说 产 亚 萎 性 匣 汪 由 入 琐 O 


PM? - BM ,由 此 有 OM_| BP, 故 人 OMB = 90?. 

例 7 如 图 10-8, 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 其 边 4B 与 DC 的 延长 线 交 于 点 P， 
AD 与 BC 的 延长 线 交 于 点 9, 由 0 作 该 圆 的 两 条 切线 0E 和 0F, 切 点 分 别 为 ,下 , 则 
已 ,下 ,正三 点 共 线 . (1997 年 CMO 试题 ) 

证 明 连 Po, 并 在 PO 上 取 一 点 1, 使 得 B,C,M,P 
四 点 共 圆 , 则 0 为 @ABCD 和 Q BCMP 两 圆 根 轴 上 的 点 , 则 
QFE” = QC 0B = QM-: PQ. OD 

此 时 PMC = 4ABC = 人 PDO, 从 而 C,D,Q,M 四 
点 共 圆 , 即 知 P 对 此 圆 CDOM 的 笑 为 


PC: PD = PM-: PO. ( 
连 PF 交 ABCD 于 E', 作 0GL PF 于 G, 则 P,Q 对 
ABCD 的 客 分 别 为 PC PD = PE PF， © 


及 0C* 08B = OF”. 由 
由 四 + 四 并 注意 四 ,二 式 , 有 
0M.PO+ PM: PQ = PQ? = QC* QB + PC* PD = QF + PE’' PF, 


即 PO - OF’= PE’*PF=(PG- GE’):PF. 名 ) 
又 PO’ - QF = (PG + Q6)-(Q0 + CGF)= PC - GF 
=(PG- GF)(PG+ GF)= (PG - GE)'* PF. © 


比较 加 与 @ 式 ,得 PE = PG - GE' = PG - GE, 即 户 与 5 重合 , 故 P,E,F 三 点 共 
线 . 

注 在 此 ,需要 指出 :对 于 例 6 与 例 7 应 用 根 轴 的 概念 来 处 理 , 可 以 发 现 它们 的 等 
价 性 .如 图 10-7, 设 以 B0 为 直径 的 圆 为 @ 0;, 且 @ 0 与 @0 交 于 X,Y 了 两 点 , 则 BY]1 
OY, 即 BY 为 @@0 的 一 条 切线 . 

同 理 , BX 也 为 @O 的 切线 ,车 例 7 结论 成 立 , 则 知 KN ,XY, 4C 三 条 根 轴 交 于 一 点 
P. 

又 直线 BM, KN, 4C 分 别 为 @0 与 @@0,, 昌 0; 与 人 @0,@0 与 日 0 的 根 轴 , 则 
BM, KN, AC 交 于 一 点 , 故 BM 过 P 点 . 

由 于 ZY 是 0, 与 0 的 根 轴 , 则 四 0 与 @0; 的 一 个 交点 为 B 时 , 另 一 个 交点 
在 BM 直线 上 ,日 为 点 , 即 昌 0; 过 点 及 .又 由 于 B80 为 直径 ,有 BMO = 90°. 

反之 , 若 例 6 结论 成 立 也 可 推 得 例 7 结论 成 立 , 例 7 即 图 10 -8 中 的 圆 内 接 四 边 形 
ABCD 也 一 一 对 应 于 例 6 即 图 10- 7 中 的 四 边 形 4CNK . 

例 8 如 图 10 - 9, 某 圆 分 别 与 凸 四 边 形 4BCD 的 4B, BC 两 边 相 切 于 G,H 两 点 ， 
与 对 角 线 4C 相交 于 E,F 两 点 . 问 4BCD 应 满足 怎样 的 充 要 条 件 , 使 得 存在 另 一 圆 过 
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五 ,下 两 点 , 且 分 别 与 下, DC 的 延长 线 相 切 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 和 0 届 IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 题 ) 

分 析 ”所 求 的 充分 必要 条 件 是 AB+ AD = CB+ 
CD . 
证 明 必要 性 : 设 过 天, 下 两 点 的 另 一 圆 分 别 与 
D4 的 延长 线 和 DC 的 延长 线 相 切 于 J 和 天 两 点 . 注 
意 到 点 4 对 这 两 个 圆 笑 相等 , 即 AG? = AE :AF = 
A 六 ,同样 有 CH? = CK , 则 有 AB + AD= BG+GAt+ 
AD= BG+ /A+AD=BG+ ID= BH+ KD= BH+ KC+ 
CD= BH+ HC+ CD= BC+ CD 

充分 性 : 设 凸 四 边 形 4BCD 满足 条 件 4B+ 4D = CB + CD. 

在 D4 的 延长 线 和 DC 的 延长 线 上 分 别 取 了 点 和 天 点 ,使 4] = 4G,CK = CH. 于 是 ， 
DI= A+AD= AG+ AD= AB+ AD- BG= CB+ CD- BH= CH+ CD = DK. 

过 J 点 和 KK 点 分 别 作 DJ 和 DK 的 垂 线 ,以 两 垂 线 交 点 为 圆心 作 通过 了 点 和 天 点 
的 图 ,由 4] = 4C,CK= CH, 则 4 点 和 C 点 关于 原 有 圆 的 寡 分 别 等 于 这 两 点 关于 所 作 
圆 的 秦 . 而 直线 4C 与 原 有 圆 相 交 于 E 和 F 两 点 , 且 4C 是 这 两 圆 的 根 轴 , 所 以 EF 是 
这 两 圆 的 公共 整 . 至 此 , 便 证 明了 所 作 的 与 D4 延长 线 和 DC 延长 线 相 切 的 圆通 过 EE,F 
两 点 ， 

2. 根 轴 是 联系 圆 与 圆 关 系 的 一 座 桥梁 

例 9 设 圆 0 的 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 两 条 对 角 
线 4C 、BD 的 交点 为 P, 过 已 .8 两 点 的 圆 0, 与 过 P、4 
两 点 的 圆 0, 相交 于 两 点 已 和 0, 且 圆 0, . 圆 0, 分 别 与 
0 相交 于 男 一 点 .让 .求证 : 直线 PO、 CE 、DF 或 者 
共 点 或 者 互相 平行 . 


(2005 年 国家 队 队 员 选 拔 赛 题 ) 

证 明 如 图 10 - 10, 设 直线 EC 交 昌 0, 于 了 直线 
FD 交 牟 0 于 J. 因为 人 PJF = PAF = 一 C4F = 
CDPF, 故 PCD， 

同 理 , IP/A CD .从 而 I,P、J 三 点 共 线 . 

XLEFD=180°- /ECD:=180°- /El, 

故 E、F、J\T 四 点 共 圆 . 

因此 ,由 根 轴 定 理 可 知 , 四边 形 到 FJ 的 外 接 圆 、 圆 0, 、 圆 0, 两 两 的 公共 纺 五 、 
PQ .JR 所 在 的 直线 ) 或 者 共 点 或 者 互相 平行 , 即 直 线 PO .CE 、DF 或 者 共 点 或 者 互相 
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泗 百 要 呈 否 玫 几 注油 同 入 上 O 
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例 10 已 知 4B 是 @0 的 弦 ,jN 是 纹 48 的 中 点 ,C 是 @O 外 
任 一 点 ,过 点 C 作 @0 的 切线 CS .CT ,连结 MS、MT, 分 别 交 4B 4 
于 点 E、F. 过 点 EE、F 作 4B 的 垂 线 ,分 别 交 05S、0T 于 点 对 ,了 .再 
过 点 C 任 作 @O 的 割 线 , 交 昌 0 于 点 P.0, 连 结 MP 交 妇 于 点 0 
RR, 设 Z 是 全 POR 的 外 心 . 求 证 :下 了 、Z 三 点 共 线 . 四 


(2007 年 国家 队 队 员 选 拔 赛 题 ) | 

证 明 如 图 10- 11, 先 连结 OM ,由 垂 径 定理 , 易 说 明和 XES Ye 
与 公 OMS 位 似 ,于 是 人 XES 是 等 腰 三 角形 ; 故 可 以 天 为 圆心 , 三 ee 
和 XS 为 半径 作 圆 ,该 圆 同 时 与 弦 48 及 直线 CS 相 切 . 

再 作 公 POR 的 外 接 圆 ,并 连结 MA 、MC. 

易 证 明 MR* MP = MA = ME* MS; 中 

又 由 切割 线 定 理 CO. CP = CS”. 四 

外 .四 表明 点 尽 和 点 C 关于 牟 Z 和 QX 的 蛤 都 相等 ,于 是 MC 就 是 上 述 两 圆 的 根 
轴 , 因 此 ZX_| MC. 四 

同 理 可 证 Z7 | MC. @ 


由 人 国 .四 即 知 在 了 .2Z 三 点 共 线 . 证 毕 . 

例 11 设 0 和 I 分 别 为 全 4BC 的 外 心 和 内 心 ， 
全 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC、CA、48 分 别 相 切 于 点 也 、 
EE、F, 和 直线 FD 与 C4 相交 于 点 已 ,直线 DE 与 4B 相 
交 于 点 @ ,点 用 ,NN 分 别 为 线段 PE 、QF 的 中 点 , 求 
证 : Of MN. 

(2007 年 第 22 届 CMO 试题 ) 

证 明 如 图 10 - 12, 考虑 公 4BC 与 截 线 PFD， 

由 Menelaus 定理 ,有 


CP.AF.BD _, 
PA FB DPC 


PA 一 
于 是 py = 人 二。， 
is 


一 如 
性 一 人 * 
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rm 医 三 en 
| 组 | = Te \ 4 
专 题 研 究 系 列 


这 样 PE = PA+ Ak = Hp-e) ip-o 


oO 

-2(p-e)p-o) 

a—e 匹 
ME=IPE=\p-e p=-0), 
MA = ME - AE = = <p—e)(p~e) 本 (p=e)., : 
儿 

Wo m+ sc (=p 0) 4 (po) a pey ， 和 
于 是 MA* MC = ME’. 题 


因为 ME 是 点 用 到 公 4BC 的 内 切 圆 的 切线 长 ,所 以 ME? 是 点 M 到 内 切 圆 的 宕 ， 
而 MA* MC 是 点 M 到 全 4BC 的 外 接 圆 的 项 . 等 式 M4 .AHC = ME? 表明 点 M 到 和 公 ABC 
的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 寡 相 等 ,因而 点 诸 在 人 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 根 轴 上 . 

同 理 ,点 N 也 在 Ad4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 根 轴 上 . 

故 O17 MN. 

例 12 公 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 为 0,4' 是 边 BC 的 中 
点 ,44' 与 外 接 圆 交 于 点 4 加 ,4'0. | 40, 点 0, 在 40 上 ,过 
上 忌 4 的 外 接 圆 的 切线 与 4'0, 相交 于 点 P, .用 同样 的 方式 ， 
可 以 构造 点 P, 和 已 .证 明 , P,、P, 、P. 三 点 共 线 ， 

(2004 ~ 2005 年 第 22 届 伊 朗 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”可 以 证 明 它 们 都 在 @ 0 与 九 点 圆 的 根 轴 上 

如 图 10 - 13, 把 人 4BC 位 似 变 换 到 和 4'B CA45C 
的 重心 6 为 位 似 中 心 , 位 似 比 为 ~ 方 . 

在 这 种 变换 下 ,40 变 成 了 A'N, 其 中 为 九 点 圆 的 加 
心 ,所 以 A'N// 40 ,A’P, | A'N. 

故 4'P, 是 九 点 圆 的 切线 . 

易 知人 O04B + C=90°, 则 B44' + 一 440+ 一 CC=90( 不 妨 设 AB A4C). 

又 了 Ph44 = BAA +, PAAd=00- /A'A0, 

所 以 一 P44' = 一 P44, 故 4 已 =4?P. 

所 以 ,已 在昌 0 与 九 点 图 的 根 轴 上 . 同 理 , 已 .已 也 在 牟 0 与 九 点 圆 的 根 轴 上 . 

例 13 凸 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 的 圆心 为 0, 已 知 4C BD, AC 与 BD 交 于 点 EE， 
车 P 为 四 边 形 ABCD 内 部 一 点 ,使 得 了 P48 + PCB = PBC + PDC =90°. 求 证 : 0、 


133 


闪 西 言 己 车 开 帐 涟 是 加 入 泪 O 


PE 三 点 共 线 . 
(2006 年 第 9 届 中 国 香港 由 林 匹克 题 ) 

证 明 如 图 10 - 14, 记 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 为 圆 
T, 公 APC 的 外 接 圆 为 圆 7 ,全 BPD 的 外 接 圆 为 圆 了. 

易 知 , 圆 T 和 7 的 根 轴 是 直线 4C , 圆 了 和 有 丈 的 根 
轴 是 直线 BD. 

由 于 已 是 圆 7 和 丈 的 公共 点 ,因此 ,P 在 圆 T, 和 
7, 的 根 轴 上 . 

又 天 是 4C 与 80D 的 交点 , 则 五 是 圆 了 、T 、7 的 根 
心 .从 而 ,直线 PE 是 圆 7 和 的 根 轴 

为 证 明 0、P、E 三 点 共 线 ,只 需 证 明 0 对 圆 四 和 7 的 寡 相 等 , 即 0 也 在 这 两 个 
圆 的 根 轴 上 . 

由 外 角 的 性 质 知 


LAPC= LPAB + LABC + LPCB=90° + 人 AOC. 


图 10- 14 


而 人 ACO = 方 (180?- 一 40C) = 180*- (90+ 方 人 40C) 
= 180° - 一 4PC. 

这 表明 ,OC 与 圆 和 切 于 点 C. 

同 理 , 08 与 圆 T 切 于 点 B. 

由 0C = 08B 知 ,点 0 对 圆 T 和 7, 的 竹 相 等 .从 而 ,0、P、E 三 点 共 线 . 

例 14 已 知 圆 7 .7 交 于 点 0、R, 且 内 切 于 圆 了 , 切 
点 分 别 为 41、4,,P 为 圆 了 上 的 任意 一 点 ,线段 PA,、P4， 
分 别 与 圆 7 、7, 交 于 B, ,8B, .证 明 : 

. (1) 与 圆 7 切 于 点 Bl 的 直线 和 与 圆 7 切 于 点 B, 的 

直线 平行 ; 

(2) B18, 是 加 7 与 圆 7 的 公 切 线 的 充分 必要 条 件 是 
P 在 直线 QR 上 . (2006 年 意大利 国家 队 选 拔 考试 题 ) 

证 法 1 (1) 设 图 T,、7,、7 的 圆心 分 别 为 01、0,、0， 图 10- 15 
则 0 BA OP/ 0;B;. 从 而 ,与 圆 7 切 于 点 B. 的 直线 和 与 圆 7 切 于 点 B, 的 直线 平 
行 , 且 和 与 圆 7 切 于 点 P 的 直线 平行 . 


(2) 设 与 圆 7T, 切 于 点 吾 ; 的 直线 与 贺 7 交 于 点 C, 也, , 则 P 是 C1D, 的 中 点 , 且 有 
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PC,? = PA,: PB,. z 
同 理 , 设 与 圆 7 切 于 点 B, 的 直线 与 圆 7 交 于 点 C, .D , 则 P 是 DD 的 中 点 ,有 


有 

PC,” = P4 PB,. 

于 是 ,这 两 条 切线 重合 为 B, B, ,等 价 于 PCi = PC?, 从 而 ,等 价 于 点 P 关于 圆 17、 
圆 7, 等 舌 , 妈 等 价 于 点 P 在 圆 7 、 圆 ,的 根 轴 OR 上 . 

证 法 2 (1) 如 图 10-15, 作 直线 1 与 @0 切 于 点 己 , 设 与 圆 7 切 于 点 B, 的 直线 
为 4 与 圆 7 切 于 点 B, 的 直线 为 5， 

由 位 似 变 换 知 1 4 AD ,所 以 ,站 AD. 

(2) 郑 BB, 是 O01、@ 0, 的 公 切 线 , 则 由 (1) 知 BB8,/A1, 从 而 ， 

BB,P=/B,PY=/PA,h,. 

所 以 ,41、B1、B,、4; 四 点 共 圆 ， 

因此 , PB,.P4 = PB,: PA4,. 

故 点 PP 到 昌 0,、@ 0, 的 圆 备 相 等 , 即 P.O、R 三 点 共 线 . 

震 点 已 在 OR 上 ,由 同一 法 知 BB, /1, 得 证 . 

例 15 已 知 韭 等 腰 锐 角 公 4BC, A441 、BB, 是 它 的 两 条 高 ,又 线段 41B, 与 平行 于 
48B 的 中 位 线 相交 于 点 C' ,证明 : 经 过 和 4BC 的 外 心 和 垂 心 的 直线 与 直线 CC' 垂 直 ， 

(2005 年 第 31 届 俄 罗斯 奥林匹克 十 一 年 级 题 ) 

证 明 如 图 10 - 16, 在 和 4BC 中 ,分 别 将 边 BC、 、 

Ch 的 中 点 记 作 4、B ,将 三 角形 的 垂 心 记 作 吾 , 外 心 


往生 全 吕 如 五 恢 洋 沁 各 入 由 O 


记 作 0. 1 
因为 点 4.8、41、B, 位 于 同一 圆周 上 (48B 为 其 直 `、、 由 

径 ) ,所 以 ,一 CB4 = 一 CB4 = ChoB,. 已 其 
故 点 A4o、Bo、4,、B, 位 于 同一 圆周 w 上 . 41 


将 以 CH 为 直径 的 圆周 记 作 ww: ,将 以 CO 为 直径 
的 圆周 记 作 ww; . 易 知 ,点 4,、B, 位 于 圆周 w, 上 ,而 点 
Ao、Bo 位 于 圆周 ws 上 . 图 10- 16 
因此 ,点 C' 关 于 圆 w, 和 图 w, 有 相同 的 蹇 ,关于 
圆 w, 和 圆 ws 也 有 相同 的 知 . 
从 而 ,点 C' 关 于 圆 w, 和 ws 有 相同 的 寡 , 即 位 于 它们 的 根 轴 之 上 . 
所 以 ,直线 CC 就 是 圆 w。 和 圆 w; 的 根 轴 ， 


效 百 音 忆 要 下心 淋 油 加 洲 交 O 


| 2. 设 合 4BC 的 4B 上 有 点 D,AC 上 有 点 五 , 且 DE/ BC ,分 别 以 BE, CD 为 直径 作 Q@ 0,， 


故 CC 垂直 于 这 两 个 圆 的 圆心 连 线 . 
又 圆 w， 和 圆 w; 的 圆心 分 别 为 线段 CH 和 CD 的 中 点 ,它们 的 连 线 平行 于 直线 
OH, 则 O08 | CC' 
例 16 已 知 圆 人 是 等 边 人 ABC 的 外 接 回 , 设 加 矿 与 圆 多 外 切 且 切 点 异 于 点 4、 
有 C, 点 4、 BC 在 圆 更 上 , 且 使 得 441、BB,、CC, 与 圆 WW 相 切 .证 明 : 线 段 44，、 
BB CC 中 的 一 线段 的 长 度 等 于 男 两 线段 长 度 之 和 . 
(2004 年 泰国 奥林匹克 题 ) 
证 明 如 图 10 - 17 设 圆 下 和 图 多 ' 相 切 点 B, 


, 且 诸位 于 劣 弧 4B 上 . 设 直线 4X 、BX、CX 分 别 
交 圆 厂 | 于 点 4 、B8'、C', 设 圆 全、 贺 多 ,的 半径 为 
FT Fi. 

注意 到 ,以 蕊 为 中 心 、- 二 为 位 似 比 的 位 似 
变换 将 和 从 ABC 上 映射 到 入 4'B'C’ We 入 A'B'C' 是 
等 边 三 角形 . 


由 托 勒 密 定理 有 
AC*: BY + AX: BC = AB: CX. 
因为 人 4BC 是 等 边 三 角形 ,所 以 ,4X + BX = CX. 


A 二 ,根据 相似 形 的 性 质 有 A4' = m+ AX, BB = m: 有 CO CT 
人 (mh4Y) + EEC BX)=V CX:(m. CE). 


BE Ov AX'AA’ +v BX' BP’ = CX: CC’. 
由 点 A4、B、C 关于 圆 1 的 后, 得 44， + BB, = CC, 


【模拟 实战 】 


习题 A 
1. 在 线段 4B 的 同一 侧 作出 三 个 相似 的 三 角形 MB ,40B ,4BR ,关于 4B 的 中 垂 线 对 称 


地 作出 三 个 相似 三 角形 P'4B, 40'B, ABR' .求证 : P,0,R,P ,0',R 六 点 在 同一 个 
圆 上 . 
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所 0; ,求证 :这 两 圆 的 根 轴 恒 为 全 ABC 的 过 点 4 的 高 所 在 直线 ， 
设 D,E 是 全 4BC 中 4B,AC 上 的 点 .求证 ;以 BE 和 CD 为 直径 的 两 圆 的 根 轴 必 通过 
和 人 ABC 的 三 心 . 


. 在 全 ABC 的 边 BC 上 任 取 一 点 4' ,线段 4'B 的 中 垂 线 交 边 4B 于 戏 点 ,线段 4'C 的 


中 垂 线 交 边 4C 于 六 点 ,求证 :点 4' 关 于 直线 MN 的 对 称 点 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 . 


. 证 明 : 圆 外 切 六 边 形 4BCDEF 的 对 角 线 4D, BE, CF 共 点 ， 
. 设 D,D' 是 人 4BC 的 BC 边 上 两 点 ,E,F' 是 Ch 边 上 两 点 ,六 是 4B 边 上 的 两 点 ， 


且 D,D',E,E' 共 圆 ,E,E',F,F' 共 圆 ,FF, 天,D,D' 共 圆 .证 明 ; D,D’,E,FE,F,F 
六 点 共 圆 . 


:已 知 全 ABC 的 内 心 为 1,@ 01,0,,e0; 分 别 为 过 B,C;4,C 和 A,B 且 与 BI 


交 , 中 0 与 @@0, 相交 于 另 一 点 C" . 同 理 可 得 点 B' 和 4A’ .证明 :个 4'B'C' 的 外 接 圆 半 
径 等 于 @1 半径 的 广 ， 


习题 B 


: 设 A 是 中 0 的 直径 BB' 上 或 其 延长 线 上 任 一 定点 ,过 4 引 昌 0 的 割 线 MAM' 或 


AMM' ,过 4 作 BB' 的 重 线 交 BM 的 延长 线 于 NN, 交 BM' 的 延长 线 于 NW' .求证 : AN AN' 
是 定 值 . 


设 4, B,C,D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 ,分 别 以 4C, 8D 为 直径 的 圆 


交 于 下 和 了 ,直线 好 交 BC 于 Z. 若 PP 为 直线 科 上 异 于 2 的 一 点 ,直线 CP 与 以 4C 
为 直径 的 圆 交 于 C 及 对 ,直线 BP 与 以 BD 为 直径 的 圆 交 于 B 及 N, 试 证 ; AM, DN 和 
XY 共 点 . (IMO - 36 试题 ) 


. 已 知 圆 0 切 于 两 条 平行 线 !, 和 4,; 第 二 个 圆 0, 切 4 于 4, 切 外 切 圆 0 于 C; 第 三 


个 圆 0; 切 i; 于 8, 切 外 切 圆 0 于 刀 , 切 外 切 圆 0, 于 E,4D 交 BC 于 0 .求证 ; 0 是 
从 CDE 的 外 心 . (IMO - 35 预选 题 ) 


: 两 个 大 圆 吕 4 ,8 相等 是 相交 ,两 个 小 圆 @ C 和 名 也 不 等 亦 相交 , 且 交 点 为 P, 0. 


若 DC,@D 既 同 时 与 ©4 内 切 ,又 同时 与 @B 外 切 ,求证 :直线 PQ 平分 线段 48 
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往 卫 全 叫 民 五 慷 潍 届 回 渤 效 O 


第 十 一 音 ”线段 调和 分 割 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


设 两 点 C、D 内 分 与 外 分 同一 线段 48 成 同一 比例 , 即 人 6 = 外 , 则 称 点 C 和 万 调 


和 分 割 线段 48 ,或 称 4、B、C、D 为 调和 点 列 . 若 从 直线 外 一 点 P 引 射 线 PA 、PC 、PB、 
PD , 则 称 该 线束 为 调和 线束 ,日 P4 与 PB 共 斩 , 或 PC 与 PD 共 辆 ， 

性 质 1 如 图 11-1, 设 A.C、B8,D 是 共 线 四 点 ,点 村 为 4B 4 WCB Db 
的 中 点 , 则 C.D 调和 分 割 线段 48 的 充 要 条 件 是 满足 下 述 六 个 条 图 11-1 
件 之 一 ; 

(1 点 4、 ES 


O 
与 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
儿 
何 
间 
题 


(2)2+ 二 = 二; 
(3)}AB' CD =2AD: BC =2AC: DB; 
(4)} CA' CB = CM CD:; 
(5) DA*: DB = Di DC; 
(6) MA? = MB’* = MC* MD. 
证 明 (]) 由 翁 = 个 4 -B48 调和 分 割 CD. 
CB DB AB- AC™ AD- AB AC AD 4C ™ AD ~ AB: 
AD 
Q@) 备 = 纺 
AC + BC + BC: BD= (AC+ CB):(BD+ BC)= . AB: CD © AB: CD =2AC: DB =2BC- AD. 


| 
二 4 
(4) AB: CD =2BC- oe MCD MC HCE AC _ MC 


SAC DB = BC' AD = BC: WOT OR HED Me DE AC" DB + BC* 


BC -BC™ CD CB CD CB™ A 
CB = CM: CD. 
1 4 
4C _2% MB_ AC+CD_ MB+DB.,AD _ MD 
(5)4B* CD = 24C.8D 多 = 后 -= 各- 人 e 扣 =- 好» 
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DA* DB = DM* DC. 


AC _ AD AM+ MC _ MD + AM .AM + MC _ MD + AM.,24M _ 2MD | 
(OB = eri MC™ MD- BM AM MC MD AM 2MC = 24M Me 


MD = MA? = ， 

性 质 2 过 4、.C、B8、D 是 共 线 四 点 ,过 共 点 直线 外 一 点 P 引 射 线 PA 、 PC 、PB 、PD， 
则 C.D 调和 分 割 线段 48 的 充 要 条 件 是 满足 下 述 两 个 条 件 之 一 ， 

(1) 其 中 一 射线 的 任 一 平行 线 被 其 他 三 条 射线 截 成 相等 的 两 线段 ; 

(2) 另 一 直线 1 分别 交 射线 PA、PC 、PB、PD 于 点 4',B',C',D' 时 ,点 C',D’ 调 和 
分 割 线段 48 . 

证 明 (1) 如 图 11 - 2, 不 失 一 般 性 , 设 过 点 B 作 
GH// 4P 交 射 线 PB 于 G, 交 射线 PD 于 也 . 


2 = 人 5 所 注意 GUN AP, 有 息 = 引 = 姑 - 引 。 


CB DB GB CB DB BH 
GB = BH. 
(2) 不 失 一 般 性 ,过 点 B' 作 6'H'/ GH 交 射 线 PB 于 pg 
C' , 交 射 线 PD 于 本 ， 
AC AD 图 it-~2 
= 7 参量 为 CH 的 中 点 全 注意 C'H'/ GH,， 知 1 B’ 


为 CH 的 中 点 名 年 告 = 务 记 二 CD 调和 分 制 线段 4 到 
性 质 3 如 图 11 -3, 对 线段 4B 的 内 分 点 C 和 外 
分 点 也 ,以 及 直线 4B 外 一 点 P, 给 出 如 下 四 个 论断 : 
DPC 是 ~4PB 的 平分 线 ; 加 PD 是 二 4PB 的 外 角 
平分 线 ; 
@C.D 调和 分 割 线段 48;@PC_| PB. 0 
以 上 四 个 论断 中 ,任意 选取 两 个 作 题 设 , 另 两 个 作 人 
结论 组 成 的 六 个 命题 均 为 真 命题 . 


证 明 (1) 由 中、@ 推 出 @\@. 此 时 ,有 他 = 苦 = 舌 , 显 然 PCL PB、 


(2) 由 中 . 鲜 推 出 四 .四 .此 时 ,可 过 点 C 作 EF/ PD, 交 射线 PA 于 点 五 , 交 射 线 于 
氮 了 下 , 则 由 性 质 2(1) 知 EC = CF, 从 而 知 人 亦 知 PC 上 | PD, 亦 即 有 PD 平分 
一 APB 的 外 角 . 

(3) 由 中 .由 推出 加 .四 .此 时 , 推 知 PD 是 一 4PB 的 外 角 平分 线 ， 由 此 即 知 C.D 调 
和 分 割 线段 45 

(4) 由 @@, 辆 推出 中 、@. 此 时 ,结论 是 显然 成 立 ， 
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商 瑟 衬 居 要 开心 立 汪 则 并 沽 oO 


(5) 由 @ @ 推 出 中 ,加 ,此 时 ,结论 亦 显然 成 立 . 

(6) 由 图 .图 推出 各、 四 .此 时 ,不 妨 设 4PC = oa, 人 BPC = 8, 由 PC] PD， 知 
降 4APD = 90? + a, 了 BPD =90? - 8. 由 正 驼 定理 或 共 角 比 例 定理 ,有 

Er sina a sinSAPC AC aD EA sin APD a cosa 


一 TT i 


亦 即 有 sc sin5 = oos5 估 sina， cosP — Cosa * sing c 0 sin(a - p= 0 


从 而 知 PC 平分 一 4PB .由 此 亦 可 推 知 PD 是 人 4PB 的 外 角 平 分 线 . 

推论 1 三 角形 的 角 平 分 线 被 其 内 心 和 相应 的 旁 心 调 和 分 割 |. 

推论 2 不 相等 且 外 离 的 两 圆 圆心 连 线 被 两 圆 的 外 公 切 线 交 点 和 内 公 切 线 交 点 调 
和 分 割 . 

推论 3 若 C.D 两 点 调和 分 割 圆 的 直径 4、8B, 则 圆周 上 任 一 点 到 C、D 两 点 的 距 
离 之 比 是 常数 . 

推论 4 从 圆周 上 一 点 作 两 割 线 ,将 它们 与 圆 相交 的 非 公 共 的 两 点 连 线 ,垂直 于 这 
条 连 线 的 直径 所 在 的 直线 与 两 割 线 相 交 , 则 这 条 直径 被 这 两 割 线 调 和 分 割 . 


证 明 如 图 11 - 4, 直径 48 | 避 OR, 有 0B = BR, 从 而 知 
| PB 平分 人 CPD .又 CA4DP = 90?", 由 此 , 即 知 CD 被 4、B 调和 分 AEK 
割 , 故 48 被 C.D 调和 分 割 . 
推论 5 一 圆 的 直径 被 男 一 圆周 调和 分 割 的 充 要 条 件 是 ， 
已 知 直径 的 圆周 与 过 两 分 割 点 的 圆 局 正 交 ( 即 交点 处 的 切线 互 
相 垂直 ). 
证 明 ”如 图 11 -5,@0 与 @O, 相交 于 点 ,0 过 点 4、 
B8,CD 为 人 0 直径 , 且 4、C、8、D 共 线 . 
4 .8B 调和 分 割 CD 舍 0C 心 04:08 吉 AF_| FO. 
推论 6 设 点 C 是 全 4EF 的 内 心 , 角 平分 线 4C 交 边 
EF 于 点 旦 ,射线 4B 交 人 AEF 的 外 接 圆 昌 0: 于 点 0, 则 射 
线 4B 上 的 点 帮 为 人 4EF 的 劳 心 的 充 要 条 件 是 人 = 20 
证 明 由 题 设 有 OC = 0E = 0F, 即 0 为 @ ECF 的 图 
心 , 则 D 为 全 AEF 的 旁 心 ( 在 EAF 内 的 ) 舍 DD 在 @ ECF 


FAC AD,04-0C ACHAD_ OA+ OC 


CB DB “0C- 08 ”CB 一 DB ”OC+4 OB 用 同一 法 
AC 20C _0OC 0D 


CB 208B 08 O08: 


伺 囊 避 呈 上 匡 贞 潍 号 间 入 般 OO 


图 11-4 
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推论 7 设 人 入 4EF 的 内 角 平 分 线 4B 交 EF 于 8B, 交 公 AEF 的 外 接 圆 于 0, 则 OF? = 
OF = 04' 08. 

性 质 4 从 圆 外 一 点 引 @O0 的 割 线 交 0 于 C,D, 若 割 线 4CD 与 点 4 的 切 点 蓄 交 
于 点 B, 则 弦 CD 被 4、8 调和 分 割 . 

证 明 如 图 11 -6, 过 4 作 @0O 的 切线 4P, 40, 切 点 为 
P,Q, 则 PQ 为 点 4 的 切 点 嘴 . 连 40 交 PO 于 点 工 , 连 PC、 
LD、OC、OD, 则 由 4C'4D= 40 = Lh40, 知 C,L,0,D 四 点 
共 圆 .从 而 ~4LC = 人 CDpO = OCD = 了 OLD, 即 知 4L 为 
全 LCD 的 内 角 达 CLD 的 平分 线 . 又 Po 4L, 则 由 性 质 3 知 ， 
CD 被 4、.8 调和 分 割 . 

注 也 可 这 样 证 ;过 0O 作 OMJ CD 于 M, 则 MM 为 CD 中 
点 ,由 4、P.O、MH、O 共 圆 , 知 人 4B0O 个 40M, 从 而 407 = 
AB' AM = AC: 4D ,由 性 质 1(4) 即 知 4、B 调和 分 割 CD. 

推论 从 0O 外 一 点 4 引 圆 的 两 条 割 线 交 图 于 四 点 , 以 
这 四 点 为 顶点 的 四 边 形 的 对 角 线 相交 于 点 B, 设 直线 4B 交 a 
DO 于 C,D, 则 4,B 调和 分 割 CD. 

证 明 可 证 点 8 在 点 4 的 切 点 芒 上 ,参见 图 11 - 6, 即 证 P、.B、0 共 线 则 结论 获 
证 . 

作 OM | 直线 4B 于 MN , 则 知 4、P,0、M、0 五 点 共 圆 . 

由 AC:4D= AQ” = 4B:AM, 知 人 APB ww 人 AMP, 有 ABP = /APM . 

同 理 人 4BO = /AOM. 

而 和 APM + 和 4QM = 180°, 则 ABP + 一 4B0 = 180°, 即 P,B,0 共 线 . 

性 质 5 三 角形 的 一 边 被 其 边 上 的 内 ( 旁 ) 切 圆 的 切 点 和 另 一 点 调和 分 割 的 充 要 条 
件 是 , 男 一 点 与 其 余 的 两 个 切 点 三 点 共 线 . 


应 囊 全 这 导 了 五 惧 潍 测 加 渤 疾 O 


图 11--7 
证 明 如 图 11-7, 设 D、.E、F 分 别 是 人 4BC 的 内 ( 旁 ) 切 圆 切 48、BC、CA 所 在 直 
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交互 说 冯 玫 下 虫 油 同和 蔗 上 O 


= AG BE CF |, AG.BE ,AGDB 
线 的 切 点 .对 全 4BC 而 言 ,FE、G 共 线 全 7 EC = 1 =1 全 有 ' 态 =1 
4D AG 、 
= 车 D'6 调和 分 割 4B 


同 理 可 证 D、E 与 男 一 点 ,或 D、F 与 男 一 点 的 情形 . 

注 ”在 此 还 须 指 出 的 是 ,车 过 两 切 点 的 直线 与 另 一 切 点 所 在 边 平行 , 则 可 视 为 交 
于 无 穷 远 点 .此 时 ,结论 仍然 成 立 ， 

推论 ” 若 凸 四 边 形 有 内 切 圆 , 则 一 组 对 边 上 的 两 切 点 分 别 关 于 所 在 边 的 调和 共 斩 
点 重合 , 则 另 一 组 边 上 的 两 切 点 分 别 关 于 所 在 边 的 调和 共 轿 点 也 重合 (C、D 调和 分 制 
AB 也 称 C 是 D 关于 4B 的 调和 共 罗 点 ). 

性 质 6 梯形 的 两 腰 延 长 线 的 交点 ,两 对 角 线 的 交点 ,调和 分 割 两 底 中 点 的 连 线 
段 . 

证 明 ”参见 图 11 -8, 当 BF/ CE 时 , CEFB 为 梯 


形 , 则 名 = 中 = 人 0, 即 4、D 调和 分 宙 MN. 

性 质 7 ”完全 四 边 形 的 一 条 对 角 线 被 其 他 两 条 对 
角 线 调和 分 割 |. 

证 明 ”如 图 11 - 8, 4D、BF、CE 为 完全 四 边 形 
ABCDEF 的 三 角 线 , 设 直 线 4D 交 BF、CE 分 别 于 M、N. 

若 BF// CE, 则 由 性 质 6 知 , 4D 被 M,N 调和 分 “ 9 
基 | . 图 11-~-8 

下 设 BF 六 CE , 设 直线 BF 与 CE 相交 于 点 C. 

对 从 ACD 及 截 线 BMF ,全 ADF 及 截 线 CNE ,全 ACF 及 截 线 BDE 分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 
定理 ,有 


AB. CF .DM _ CT 
BC 本 

AN.DC.FE _ 

ND CF "EA=!; © 
AB CD FE 

BC'DE EA- ® 


由 四 x@@: 四 ,得 4 = PW, 故 4D 被 到,N 调和 分 着. 


连结 DG 交 EF 于 点 0, 并 延长 交 4C 于 点 P, 则 在 完全 四 边 形 GFBDCE 中 ,Q、P 调 
和 分 割 DCG. 连 46, 则 由 性 质 2(2) 知 ,M、G 调和 分 割 BF,N、G 调和 分 着 CE. 
注 (1) 如 图 11 - 9, 分别 对 全 ACE 及 截 线 BFG ,及 点 D 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 、 塞 瓦 
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定理 ,可 证 得 和 N、G 调和 分 割 CE ;分别 对 和 人 4BF 及 截 线 CEC ,及 
点 了 五 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,. 塞 瓦 定 理 , 可 证 得 MM、G 调和 分 割 
BF ;分 别 对 全 ABD 及 截 线 CNE ,及 点 到 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 、 塞 
瓦 定理 ,可 证 得 导 、N 调和 分 割 4D . 

(2) 若 BF/ CE , 则 可 看 作 直线 BF 与 CE 相交 于 无 穷 远 点 
G. 此 时 , 亦 有 MM, G6 调和 分 割 8F,N、G 调和 分 割 CE. 

推论 ”过 完全 四 边 形 对 角 线 所 在 直线 的 交点 作 另 一 条 对 
角 线 的 平行 线 , 所 作 直 线 与 平行 的 对 角 线 的 同一 端点 所 在 的 
边 (或 其 延长 线 ) 相 交 , 所 得 线段 被 此 对 角 线 所 在 直线 上 的 交 
点 平分 ， 

事实 上 ,此 结论 可 由 性 质 2 即 得 .此 结论 也 可 称 为 完全 四 边 形 的 蝴蝶 定理 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (1) 已 知 圆 0 是 入 4BC 的 内 切 圆 , 切 点 依次 为 D、E、F,DP_L EF 于 P, 如 图 
11 - 10. 求 证 :人 FPB = EPC( 即 证 BPD = /CPD). (《 数 学 教学 》 问 题 481 号 ) 


图 11- 10 围 11-11 
(2) 如 图 11 -11, 公 ABC 的 边 BC 外 的 旁 切 圆 0 分 别 切 BC 、 4B 、4C 或 其 延长 线 于 
D.E.F,DP| EF 于 P. 求 证 :BPD = /CPD. (《 数 学 教学 ?问题 402 号 ) 


我 们 将 上 述 两 个 命题 统一 证 明 如 下 : 

证 明 设 直线 BC 与 FE 的 延长 线 交 于 点 0, 则 由 性 质 5 知 ,BC 被 万 .O 调和 分 割 ， 
即 PB 、PC 、PD 、Po 为 调和 线束 ， 

而 PD | PO, 则 DP 平分 BPC ,大作 BPD = /CPD. 

例 2 如 图 11 -12, 凸 四 边 形 4BCD 中 , 边 4B、DC 的 延长 线 交 于 点 已 , 边 BC AD 
的 延长 线 交 于 点 下 , 车 4B」BD ,求证 :EGC = 了 FGC.， (《 数 学 教学 ) 问 题 651 号 ) 

证 明 设 直 线 EG 交 BC 于 P, 交 4D 于 0Q. 在 完全 四 边 形 ECDG4B 中 ,EC 被 P.O 
调和 分 割 , 即 4B .4C 、4P ,A4F 为 调和 线束 ,从 而 BC 被 P、F 调和 分 割 ( 也 可 直接 在 完全 
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丹 本 全 己 恰 玉 秧 潍 泛 加 入 站 O 


mp 


专 题 研 究 系 列 


四 边 形 ECDG4B 中 应 用 性 质 7 即 得 ), 即 GB8 .GCC 、GP、GF 为 调和 线束 . 
而 BC GC ,于 是 知 GC 平分 PGF , 即 ECC = 一 FCC. 


侣 年 仿 户 辟 了 吾 性 潍 居 回放 奖 O 


| 
例 3 已 知 4 为 @0 外 一 点 ,过 4 引 @0 的 割 线 交 0 于 点 
B,C, 且 点 B 在 线段 4C 的 内 部 ,过 点 4 引 @0 的 两 条 切线 , 切 点 


分 别 为 5,T. 设 4C 与 S7 交 于 点 己 - 证 明 :多 6 -2 


(第 21 届 北 欧 竞 赛 题 ) 
证 法 1 如 图 11-13, 由 性 质 4 知 4、.P 调和 分 割 BC .由 性 质 
1(3) , 即 知 有 AP: BC =24B: PC. 
故 2 = 2.20 
证 法 2 过 圆心 0 作 OMJ| BC 于 帮 , 则 及 为 BC 的 中 点 , 易 图 11-13 
证 4.$S.0O.、 MT 五 点 共 圆 . 则 人 4PT w 人 ATM, 即 有 AT? = 4P， 
AM = AB- AC, 而 M 为 BC 中 点 ,由 性 质 1(4) 知 4、P 调和 分 割 BC, 故 4P': BC = 24B。 


a ee 
PC , 即 Pe =2°86. 


例 4 已 知 会 ABC 的 外 心 为 0,P 为 04 延长 线 上 一 点 ,直线 
1 与 PB 关于 BA 对 称 ,直线 与 PC 关于 4C 对 称 ,1 与 h 交 于 点 
0. 若 忆 在 0O4 的 延长 线 上 运动 , 求 0 的 轨迹 . 

”第 38 届 奥 地 利 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”如 图 11-14, 设 1 与 04 交 于 点 K, 04 所 在 直线 交加 0 
于 另 一 点 也 , 则 一 48D = 90°, 于 是 BA 、BD 分 别 是 人 PBK 的 内 、 外 
角 平 分 线 .因此 ,PK 被 4、D 调和 分 割 . 

此 时 ,一 4CD = 90°, AC 平分 人 PCD, 设 CO 交 AO0 于 点 0', 则 
PO’ 被 4、D 调和 分 割 ,从 而 0' 与 重合 , 即 0' .kK、0 重合 , 故 知 ? 
与 的 交点 0 的 轨迹 是 线段 04 内 部 的 点 . 
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例 5 过 锐角 和 人 4BC 的 顶点 4、B、C 的 三 条 
高 分 别 交 对 边 于 点 万 .下 .下 ,过 点 D 平行 于 EF 
的 直线 分 别 交 4C .4B 于 点 Q、R,EF 交 BC 于 点 
PP. 证 明 :; 公 POR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 . 

(IMO 38 预选 题 ) 

证 明 ”如 图 11 -15, 由 性 质 7, 知 D、P 调和 
分 割 BC . 

设 W 为 BC 中 点 , 则 由 性 质 1(4) ,有 

DB.DC= Dif.DP. 

又 B.C、E、F 四 点 共 阅 ,及 RO/ EF, 有 人 RQC = 人 PEC = 人 RBC, 因 此 ,B、Q,C、 
R 四 点 共 圆 , 即 有 DR: DO = DB DC = DM DP. 

由 相交 性 定理 的 道 定理 知 , 公 POR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 MY. 

例 6 在 全 4BC 中 ,经 过 点 B.C 的 图 与 边 AC 、4B 的 另 一 
个 交 所 分别 为 E、F, BE 与 CF 交 于 点 P,4P 与 BC 交 于 点 D,M 
是 边 BC 的 中 点 ,DD 、M 不 重合 .求证 ; D、M、E、F 四 点 共 圆 ， 

证 明 如 图 11 -16, 易 知 EF 与 BC 不 平行 , 设 它们 的 延长 
线 交 于 点 0, 则 0、D 调和 分 割 BC. 又 MH 为 BC 中 点 , 则 

OM* QD = QC 0B. 

由 割 线 定理 ,得 QC: 0B = QE*: 0F, 则 0M" 0D = OF. OP ， 


更 
林 
区 
充 
数 
学 
中 
的 
几 
何 
问 
题 


从 而 D.M、.E、F 四 点 共 略 . 图 11-16 
例 7 如 图 11-17, 在 人 4BC(4B > 4C) 中 ,点 D, 在 边 BC 上 ,以 4D, 为 直径 作 圆 ， 
交 48B 于 点 型 , 交 4C 的 延长 线 于 点 NN, 连 结 MN, 作 4P_L MN 于 点 P, 交 BC 于 点 D ,AE 


ws 1 1 l 
为 人 4BC 外 角 的 平分 线 .求证 : 走 + 在 = 了 E+ 及 E 


(《 中 等 数学 》2008 第 7 期 奥林匹克 问题 ) 
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证 明 连结 MD, ,在 RtA4NMD 与 RI 全 APN 中 ,由 一 4DMNH= 人 ANM = 人 ANP, 知 
一 BMD = /DD,AC. 
由 4 开平 分 A4BC 的 BAC 的 外 角 , 知 AE 平分 AD 4D, 的 人 D1 4D, 的 外 角 . 


作 二 BMC 的 平分 线 交 BC 于 F, 则 知 下. 调和 分 割 D1D,, 即 有 E+ 本 志 = 部 


. i. 
显然 ,下 ,天 调和 分 割 BC, 即 有 + = 商 ， 
并 1 ] 


E+CE DE+D,E 

例 8 如 图 11-18,4D 为 全 4BC 的 内 角 平 分 线 , 一 4DC =60?, 点 型 在 4 上 ,满足 
DM = DB ,射线 BM .CU 交 4C 、4B 于 点 已 下 .证 明 :DP | EF. 
(《 中 等 数学 》2008 年 4 期 奥林匹克 问题 ) 


各 吾 仿 记 于 也 和 心 潍 负 同 诛 站 O 


占 


图 ]1 -18 

证 明 在 4B 上 取 A4S= 4C, 连 SM,DS, 则 由 4D 平分 人 BA4C 知 , 全 A5D 与 人 4CD 
关于 AD 对称, 即 有 MDS = MDC = 4DC =60?, 亦 即 一 BDS = 60°. 

又 由 DM = DB, 知 /DSB = /DSM = 一 DCWM . 

于 是 ,FCB + ACB = /DCM + /ACB = /DSB + /ASD = 180°, 

从 而 ,sin FCB = sin ACB. 

由 让 = SANC = CA = = 全, 知 FD 平分 一 BFC . 

设 直线 FE 与 直线 BC 相交 于 点 G( 因 角 平 分 线 4D 交 BC 成 60° 角 , 必 相 交 ), 则 由 
完全 四 边 形 对 角 线 调和 分 割 的 性 质 , 知 D、G 调和 分 割 BC, 即 B、C、D、G 为 调和 点 列 . 
亦 即 FB 、FC、FD、FG 为 调和 线束 . 而 FD 平分 BFC, 则 由 性 质 3 知 DF | EF. 

例 9 如 图 11 - 19, 过 完全 四 边 形 4BCDEF 的 顶点 4 的 直线 交 对 角 线 BF 于 点 1f， 


] 1 1 l 


证 明 设 两 对 角 线 BF .CE 所 在 直线 交 于 点 P( 或 无 穷 远 点 P), 连 4P ,直线 DP 交 
4C 于 K, 交 GH 于 上, 直线 4 人 D 交 BF 于 M', 交 CE 于 NN. 
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在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 , 知 4D 被 MM 和 NN" 
调和 分 割 , 即 知 PA 、PD、PM' 、PNV' 为 调和 线束 .从 
而 知 4.L.M.N 为 调和 点 列 , 即 有 -二 = 了 7 + 

在 完全 四 边 形 PECDBF 中 ,BC 被 KK 和 4 调和 
分 割 . 即 知 DA 、DK、DB .DC 为 调和 线束 ,从 而 A4、 


L、GC .也 为 调和 点 列 , 即 有 -六 = + -1 


1 l 1 1 图 11-19 


戌 B+ AN = AG + 机: 
例 10 如 图 11 - 20, 过 图 外 一 点 4 引 圆 的 三 条 基线 4BC、 
AMN 、AFE ,依次 交 圆 于 点 B.C、M、N、F、E; 弦 BF 、CE 分 别 交 弦 


es 
MN 于 GH;MN 交 CF 于 5S, 交 BE 于 ?7, 则 +AN=AC+AE= 


启 吾 全 喧 导 世 上 潍 汪 则 入 蛋 O 


1 1 
CT 

证 明 过 点 4 作 圆 的 切线 4P、40,P、Q 为 切 氮 , 则 由 性 质 4 
的 推论 的 证 明知 P、Q 与 亚 、CF 的 交点 DD 共 线 . 设 直线 PO 交 


AN 于 点 工 , 则 知 4 被 M 、N 调和 分 割 . 即 有 27 + = 二. 


例 11 如 图 11 -21, 上 四边形 ANHM 的 两 组 对 边 的 延 
长 线 分 别 交 于 点 B、C ,对 角 线 妇 与 NM 交 于 点 0, 过 0 
的 直线 交 AM 于 DD, 交 NH 于 E, 直 线 息 交 B、C 的 边线 于 
点 昌 , 则 D、H、0 三 点 共 线 . 

证 明 延长 48 交 BC 于 P. 设 直 线 PE 与 C4 的 延长 
线 交 于 点 尺 , 设 直线 MN 与 直线 BC 交 于 点 工 (或 无 穷 远 
点 )， 


在 完全 四 边 形 4NBHCM 中 ,有 0、P 调和 分 割 4H, 即 围 11-21 
知 E4 、EH、EO 、EP 为 调和 线束 . 亦 知 EK 、ED 、E4 、EC 为 调和 线束 , 即 C、4 .DK 为 调 


Ch Ck 
和 点 列 ,有 名 = 铬 . 
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闹 阿 童 忆 下 茹 性 溢 油 同 入 上 粳 O 


对 人 AQC 及 截 线 PEK 应 用 梅 湿 劳 斯 定理 ,有 只 5 .各 80 = 1， 


是 清 的 0 3 
对 全 AQC 应 用 赛 瓦 定理 的 逆 定 理 即 知 点 也. 豆 、Q 共 线 . 


【 解 题 思 维 策略 与 分 析 ) 


1. 根据 题 设 条 件 ,灵活 运 用 性 质 

例 12 如 图 11 - 12 ,线段 4P、45 与 @@0 相 切 于 点 P、 
5, 割 线 4CD 不 过 圆心 0, 点 C 在 4.D 之 间 , 经 过 点 C 的 
GO 的 切线 交 AP 于 点 1, 交 45 于 点 了,G 是 线段 CD 上 一 ， 
点 ,有 旦 满足 作 CG1 = 一 CCJ ,又 设 PS 与 CD 交 于 点 日 .求证 : 

(1) GC = Di; 


AD _ 4G 
(2)477 = 4C: 


证 明 《1 由 于 割 线 4CD 不 过 圆心 0 , 则 知 直线 林 与 图 11-22 
直线 PS 必 相 交 , 设 交点 为 B. 

于 是 由 性 质 5 知 ,点 C、B 调和 分 割 线段 林 . 连 BG, 由 了 CGI = 一 CGJ ,运用 性 质 3， 
即 知 CCG BG, 即 BG | CD. 

又 由 性 质 5 的 推论 1, 知 过 点 D 的 昌 0 的 切线 必 这 点 ,从 而 有 BO 1 CD ,于 是 ， 
BG 和 BO 重合 . 即 知 CE 为 CD 中 点 , 故 GC = GD. 

(2) 由 于 点 五 在 点 4 的 弦 点 弦 PS 上 ,由 性 质 4 知 ,A、H 调和 分 割 CD. 又 6 为 CD 


的 中 点 , 则 由 性 质 1(5), 即 有 4D4C = 4G* 刀 , 赦 旬 = 缚 . 


注 ”对 于 图 11 -22, 我 们 可 作出 @0 的 外 切 四 边 形 MNJI, 由 于 五 为 两 双 对 边 切 点 
连 线 的 交点 ,由 牛顿 定理 可 知 ,点 五 在 对 角 线 IN 上 ,也 在 对 角 线 MJ 上. 
这 由 线 共 点 可 这 样 证 明 : 首 先 证 明 直 线 IN、CD 、PS 交 于 点 , 设 CD .PS 分 别 交 直线 
IH,*:PH, Samer IP:PH, 


IN 于 太 Hi、H, 则 显然 人 1PH, = 人.JSH, .因此 , 易 知 5 地 Na NS 5H,’ 则 有 
IH IH IP_h, 
病征 由 人 iGC, ND= NS， 故 N = N5 = NE ;从 而 H, 和 HH, 


合 , 即 直线 CD 、PS ,IW 交 于 一 点 ， 
同 理 可 证 由 .CD 、PS 交 于 一 点 .因此 直线 IN、MJ、CD 、PS 交 于 一 点 . 
例 13 如 图 11- 23, 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 OO, 延长 4B、DC 交 于 点 瓦 ,延长 
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BC 、A4D 交 于 点 下 , AC 、BD 交 于 点 忆 , 直线 OP 交 EF 于 GC. 求 证 ;人 hCGB = 一 CCD . 
证 明 在 射线 EP 上 取 一 点 尺 ,使 得 K、D、C、P 四 点 共 圆 ,从 而 EE.D、K、B 四 点 共 
圆 ， 


和 伴 囊 全 喧 王 芋 尾 洋 馆 问 讲 奖 OO 


图 11 -23 

设 白 0 的 半径 为 R, 从 点 EF 向 @0 引 的 切线 长 为 1, 则 

EP: EK = EC' ED= + = OF - R, 

EP* PK= BP: PD=(R+ OP)(R- OP)= RR - OP, 

上 述 两 式 相 减 得 EP? = (OF -RR)-(R -0P)=0F +0P:-_2R. 

所 以 ,OF - EP’ =2R* - OP’. 

同 理 , OF - FP =2R? -0P’, 即 有 OF -EP? = OF FFP, 故 OP_| FF 

延长 AC 交 EF 于 0, 则 在 完全 四 边 形 4BECFD 中 , P、0 调和 分 着 4C, 从 而 G4、 
GC 、GP .CD 为 调和 线束 .而 GP 60 ,于 是 GP 平分 人 AGC, 即 ACP = 一 CeP， 

延长 DB 与 直线 EF 交 于 工 (或 无 穷 远 点 L), 则 知 L、P 调和 分 割 8D .同样 可 得 
BCGP= /DOP, 故 /AGB = /COD. 

例 14 如 图 11 -24, 以 锐角 个 P48 的 边 48B 为 直径 间 
作 半 圆 交 PH 于 EE, 交 PB 于 点 也 ,直线 48B 与 ED 交 于 点 
Q,4D 与 BE 交 于 点 C, 直 线 PC 交 AB 于 H, 连 OF 、OD、 
HE \ HD .求证 :人 OEH = /ODH = /EQ0., 

证 明 由 题 设 知 点 C 为 全 P4B 的 重心 , 设 PC 交 ED | 人 
于 G, 则 在 完全 四 边 形 PEACBD 中 , ED 被 G、0 调和 分 
割 , 则 HE 、HD、HG、H0Q 为 调和 线束 ,而 HG 80, 故 HG 
平分 EHD, 即 EHC = 人 CHD. 

由 4.,.C、E 共 圆 ,有 DHE =2EAD = EOD, 从 而 0、.H.D.E 四 点 共 圆 .于 
是 人 AHE = /OQE + /OEH = /O00E+ /DOH. 


图 11-24 
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离 孙 言 关 本 攻心 爸 进 由 潍 溉 O 


/BHD=./ DOH + /ODH,PBW OEH = / 0DH = /EQO., 

例 15 如 图 11 - 25, 设 凸 四 边 形 48CD 的 两 组 
对 边 所 在 直线 分 别 交 于 E、F 两 点 ,两 对 角 线 的 交点 
为 P, 过 PP 作 PO EF 于 0. 求 证 :人 BOC = 一 40D. 

(2002 年 国家 队 选 拔 赛 题 )  _--- 

证 明 延长 AC 交 EF 于 点 0, 在 完全 四 边 形 KX ” 
ABECFD 中 ,有 4C 被 P.0 调和 分 割 , 即 04、0C、 图 11-25 
OP、OE 为 调和 线束 .而 PO | OF, 则 OP 平分 
Zz AOC ,BA AOP = COP. 

设 直线 BD 与 直线 相交 于 点 K( 或 无 穷 远 点 天) ,在 完全 四 边 形 4BECFD 中 , 知 BD 
被 P,K 调和 分 割 , 即 OK 、OP、0B 、0D 为 调和 线束 .而 PO_L KO , 则 PO 平分 人 BOD, 即 
ZL BOP = / DOP. 

故 BOC = BOP - /COP= /DOP- /AOP= /AOD. 

例 16 如 图 11-26, 人 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC 、C4、4B 于 上 感 DE、F, 点 六 
是 全 4BC 的 一 个 内 点 ,全 XBC 的 内 切 圆 也 在 点 D 处 与 BC 边 相 切 并 与 CX、XB 分 别 相 
切 于 点 Y.Z .证 明 ; EF2Y 是 圆 内 接 四 边 形 . 


(IMO - 36 预选 题 ) 


围 11 - 站 

证 明 当 琵 与 BC 平行 时 ,可 设 两 直线 交 于 无 穷 远 点 已 ， 

当 FE 与 BC 不 平行 时 , 设 两 直线 交 于 点 P, 则 由 性 质 7, 知 BC 被 点 D、P 调和 分 
割 . 从 而 点 已 是 BC 延长 线 上 的 一 个 定点 . 

当 FE BC 时 ,有 YZ WBC. 

同 理 , ZY 所 在 直线 与 直线 BC 的 交点 也 是 P, 从 而 由 PE: PF = PD = PY PZ , 故 知 
四 边 形 EF2ZY 是 圆 内 接 四 边 形 . 

例 17 在 全 4BC 中 ,48 > 4C, 它 的 内 切 圆 切 边 BC 于 点 ,连结 4E 交 内 切 圆 于 点 
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DD( 不 同 于 点 五 ) ,在 线段 48 上 取 异 于 点 的 一 点 下 ,使 得 CE = CF .连结 CF 并 延长 交 
BD 于 点 C ,求证 : CF = FG. 
(2008 年 国家 队 选 拔 赛 题 ) 
证 明 如 图 11 -27, 设 内 切 圆 切 48 边 于 已 , 切 4C 边 于 0 . 设 直线 PQ 与 直线 BC 
交 于 点 天 , 则 由 性 质 5 知 BC 被 点 5 和 KK 调和 分 割 , 且 K 为 一 定点 . 设 过 点 D 的 内 切 圆 
的 切线 交 4B 于 MM 点 , 交 4C 于 NN 点 ,由 对 称 性 知 点 必 在 直线 MN 上. 
贞 


商 了 说 所 下 和 心灵 油 加 入江 


图 ]] -27 

又 由 KDE = /AEK = /EFC, 和 a MK/ CC. 

连结 DC , 则 知 DB .DC 、DE 、DK 为 调和 线束 . 

由 性 质 2(1) 知 ,有 CF = FG. 

2. 创 设 条 件 ,灵活 运用 性 质 

例 18 如 图 11 -28,0、I 分 别 是 全 4BC 的 外 心 . 内 心 ， 
4D 是 边 BC 上 的 高 ,了 在 线段 0D 上 ,求证 :人 A4BC 的 外 接 圆 
半径 等 于 边 BC 上 的 旁 切 圆 半径 (1998 年 高 中 联赛 题 ) 

证 明 设 闵 为 旁 心 ,41 交 BC 于 点 E, 交 0 于 点 村 , 则 


M 为 BC 的 中 点 . 连 OM, 则 OM BC. 作 LF BC 于 F, 则 由 


4D OM 
平行 线性 质 , 有 247 = Mr (#) 

AD_AE 

LF LE 

由 性 质 3 的 推论 6, 有 开 = 4 , 即 有 

A IE_ Al+lE -4AE 从 而 包 A 

LM ME M+ ME TE TP LM 

AD LF 
亦 即 7 = = nk .注意 到 ( * ) 式 及 MI = LM， 


收 OM = PPF, 即 人 4BC 的 外 接 贺 半 径 OM 等 于 边 BC 上 旁 切 圆 半径 LF. 
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例 19 如 图 11-29, 在 全 4BC 中 , 设 4B > 4C, 过 点 4 作 A4BC 的 外 接 贺 的 切线 7， 
又 以 4 为 圆心 , AC 为 半径 作 圆 分 别 交 线段 4B 于 点 DD, 交 直线 1 于 点 、F ,证明 :直线 
DE .DF 分 别 通 过 和 公 ABC 的 内 心 与 一 个 旁 心 . 

(2005 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


离 柯 言 冯 相手 尾 淤 记 同 入 王 O 


图 11 - 29 
证 明 作 二 BAc 的 平分 线 , 交 DE 于 J, 易 知 全 4DI 呈 信 ACT. 所 以 
~ ACT= /ADT= /AEI = 2 FAB = 方 和 4CB， 
从 而 了 为 全 4BC 的 内 心 . 
设 射线 杂交 BC 于 MM, 交 全 4BC 的 外 接 圆 于 4 , 交 直 线 FD 于 站 , 连 Ch , 则 知 
DA=/ALC. 


延长 CB 到 P, 使 PB = B4, 则 人 APC= 方 和 4BC = 六 人 B， 
注意 到 3 (人 4 +/AB+A/AC)=00=/ FDA+ /ADE:= (LA4 + DLA)+A ICA 
= (3L4 + ALC)+ 廊 作 C. 


从 而 人 ALC = 方 AB = 了 APC, 于 是 ,4 .PL、C 四 点 共 圆 ,有 


LALP=/ACP=/44,B, 即 有 BA,W PL , 亦 即 有 闻 第 = 让 = 咎 =- 绕 


由 性 质 3 的 推论 6, 知 六 是 边 BC 外 的 旁 心 . 
例 20 如 图 11 - 30, 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 AC 平分 一 BMD. 在 CD 上 取 一 点 


EE,BE 交 AC 交 于 点 下, 延长 DF 交 BC 于 CG. 求证 :GAC = 一 EC， 
(1999 年 全 国 高 中 联赛 题 


雷 惠 言 要 生 尾 区 电 同和 蓉 洱 O 


图 11 -30 

证 法 1 当 4B = 4D 时 ,四 边 形 4BCD 是 筝 形 ,结论 成 立 . 

当 4B 关 AD 时 ,过 4 作 4C 的 垂 线 与 CB .CD 的 延长 线 分 别 交 于 点 MM、N. 

由 BA4C = DAC, 可 证 BN 、DM 的 交点 吾 在 4C 上 .性 ] 

在 全 BNE 与 人 DMG 中 , 因 BN 与 DM 的 交点 为 吾 , BE 与 DG 的 交点 为 F, NE 与 MC 
的 交点 为 C, 且 C、F、H 共 线 , 则 由 戴 沙 格 定理 的 逆 定 理 知 BD 、MN 、EG 三 线 共 点 , 设 
该 点 为 P. 

设 EG 与 FC 交 于 点 0 ,在 完全 四 边 形 CEDFBGC 中 ,P、0 调和 分 割 EG, 从 而 4P、 
AQ 、4E 、4G 为 调和 线束 .而 4P140, 设 40 平分 人 EA4G. 于 是 人 G4C = EAC. 

注 设 BN 与 4C 交 于 点 , 只 要 证 D .HM 三 点 共 线 即 可 . 

连 DH\、HM, 作 BT_| AM 于 到, 交 HM 于 K, 作 DS | NA 于 $5, 交 NH 于 L. 


由 AC 上 MN 及 4C 平分 人 BAD, 易 知人 4SD wn 人 4TB, 有 如 - 中 © 
DL CH BK 
又 由 DS// CA/ BT, 有 Ds = 4 = Br: © 
LH_ 34 
而 有 7 = 庆 3 
由 .@.@ 可 得 水 = 一 ,而 人 HID = 人 HBK, 则 人 HLD Ww 人 HBK. 


BK BH’ 

从 而 一 EBD = BHK, 故 D、H、K 共 线 , 即 D、H、M 共 线 . 

证 法 2 设 直线 EG 与 直线 DB 交 于 点 P( 或 无 窃 远 点 已 ) ,分 别 与 4C 交 于 点 0、R. 
则 在 完全 四 边 形 CEDFBG 中 , 知 P、R 调和 分 割 DB,P、0 调和 分 割 ECG. 

由 4C 平分 一 B4D , 知 4C | 4P, 由 此 即 知 GA4C = EAC. 

例 21 如 图 11-31, 圆 0, 和 图 0, 与 人 4BC 的 三 边 所 在 的 三 条 直线 都 相 切 , EE、 
PFC. 旭 为 切 所 ,并 且 EG、FH 的 延长 线 交 于 点 已. 求证 :直线 Ph 与 BC 垂直 . 

(1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


153 


等 各 全 吕 全 五 尾 潍 许 同 许 王 O 


证 明 设 直 线 P4 交 BC 于 点 也 .对 
入 ABD 及 截 线 PHF ,对 从 ADC 及 截 线 PGE 
分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


48 .BF.DP_ |_DP.4G.CE 
HB FD PA PA CC ED 


由 切线 性 质 , 有 BF = HB, CE = GC ,有 
AHN AG , 即 六 = AG 


FD ED’ AH- 

连结 0, 6G,0,, 由 

RtA AGO, 1 Rt AHO,, = 

连结 01E、02F, 则 他 = 0 

连结 0, D、0,D, 则 在 Rt 入 0 五 与 RtA 0, FD 中 ， 有 5 = = 


于 是 ,RtIAO ED wRtAO0 硬 , 即 有 OF = 人 0,DC, 从 而 直线 DF 为 人 0, Do， 
中 一 0 DO, 的 外 角 平 分 线 ， 

设 直 线 010, 与 直线 EF 交 于 点 0( 或 无 穷 远 点 0), 从 而 点 4、.0 调和 分 割 0, 0,， 
即 DO ,DO, 、D4 、DO 为 高 和 线束 ,于 是 知 ML DO , 故 PA_L BC. 

例 22 如 图 11 - 32, 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 0, 其 边 
AB .DC 的 延长 线 交 于 点 已 ,4D 和 BC 的 延长 线 交 于 点 0 ,过 
0 作 该 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 EE、F. 求证 : P、.F、E 三 
点 共 线 . 

(1997 年 CMO 试题 ) 

证 法 1 连结 4C ,BD 交 于 点 6G, 连结 PG 并 延长 ,分 别 
交 AD .BC 于 点 M,N. 对 全 4PD 及 点 6 应 用 塞 瓦 定理 ,并 对 
人 4pD 及 截 线 0CB 应 梅 涅 劳 斯 定理 ,分 别 有 

AB.PC.DM _| AB.PC.DY _) 

BP CD MA™ BP CD 047 

从 而 0 = 4 , 即 点 履 、@ 调和 分 割 4D， 

连结 EF 与 4D 交 于 MM , 则 知 中 为 点 0 的 切 点 营 上 的 点 , 亦 即 知 M'、0 调和 分 割 


于 是 点 杂 ' 与 对 重合 , 即 知 点 M 在 直线 EF 上 . 
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同 理 ,点 NW 在 直线 EF 上 ,从 而 直线 PC 与 EF 重合 , 故 P.F.E 三 点 共 线 . 
证 法 2 连结 EF 与 4D 交 于 点 用 , 交 BC 于 NW', 则 知 MW、0 调和 分 割 4D, 则 
A0 _ D9 即 220 - poO+40O DO+40 
AM’ PDM DM’™ DM’ + AM' AD ? 

有 CU -102-120+40_240 

M'D MD AD AD 


CO CO 二 CO 二 
部- 部. 你 必 - 史 


对 公 QM'N' 及 截 线 4BP 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
| - 04.DP.CB _ 1 OM’ ,DP., CN’ 


和 


AD'PC BO™ 2M'D'PC NO’ 
从 而 对 会 QM'N 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 之 道 定 理 知 已 .W .及 三 点 共 线 , 故 PF.E 三 
点 共 线 . 
例 23 如 图 11 -33, 已 知 4 为 平面 上 两 半径 不 等 的 @0, 和 @ 0, 的 一 个 交点 ,两 
外 公 切 线 P,P,、Q10; 分 别 切 两 贺 于 P,、P;,, Q1、0;,M, Mh 分 别 是 P01,P,0, 的 中 
尽 . 求 证 :人 0,40, = 一 1 AM, . (IMO -24 试题 ) 


图 11 -33 
证 了 明 设 直线 PP， 与 Q10; 交 于 点 0, 则 0、01、0, 共 线 , 且 设 此 直线 交加 0 与 
D、E 两 点 , 则 知 M,、0 调和 分 割 DE ,从 而 DE 的 中 点 0, 满足 
OM.:0.0=0,F =0,4, 


OA DO 
OM OA. 


于 是 0O,4MH = 一 0 04. 

同 理 人 0, AM, = 一 0 04 . 

故 和 0140, = Mi 4AM， 

例 24 如 图 11 - 34, 已 知 马 0 和 0, 外 离 ,两 条 公 切 线 分 别 切 @0, 于 4, 、B， 
切 昌 0, 于 4,、B,, 弦 41B,、4,B, 分 别 交 直线 010, 于 中 、 和 ,GO 过 4 、 4 分 别 交 
O10, 于 Pi,\P,. 求 证 :人 O01P1M = 人 0,P,M,. (1990 年 中 国 集训 队 测 试题 ) 
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if 公用 ,知人 Di4H wmwAOO4， 


清 湘 言 忆 人 悟 开 楷 汪 误 人 丫 汶 交 DO 


部 百 言 己 杰 匡 恬 沪 汪 由 入 站 O 


则 


0 分别 与 BC、C4、48 相 切 于 点 D、E、F, 连 结 
AD, 与 内 切 圆 0 相交 于 点 P, 连结 BP、CP, 则 
了 BPC = 90°? 的 充 要 条 件 是 AE + AP = PD. 


图 11 - 34 


证 明 设 直 线 414, 与 BB, 交 于 点 P, 先 证 Pi、P,、P 三 点 共 线 . 
连结 P,P 交 @ 0, 于 0, ,直线 P,P 交 牟 0 于 男 一 点 0 连结 4 01,4,0,,4P， 


AQP=AAQ P= LPAP. 
从 而 4 .4，,、0;、P; 四 点 共 圆 ,于 是 知 P, 与 0, 重合 , 故 Pi,P,,P 三 点 共 线 ， 
由 01、0,;、0 共 线 , 设 此 直线 交加 0 于 DE, 则 知 Mi 、P 调和 分 割 DE. 
从 而 DE 的 中 点 0 满足 0 WHOIP=O 下 =0 户 . 

即 有 宁 社 =, 由 CP D 时 公用 ,知人 ON wwAOPP， 

有 一 0 PN = 二 OPP,， 

同 理 一 0 P, WM = 二 0 PP , 故 一 Di = 人 

例 25 如 图 11-35, 在 人 4BC 中 ,内 切 圆 


(2006 年 CMO 试题 的 推广 ) 
证 明 过 点 已 作 内 切 圆 的 切线 与 直线 BC 相 


交 于 点 &( 或 无 穷 远 点 0), 则 知 O 和 D 调和 分 割 CB. 


必要 性 : 当 一 BPC = 90° 时 , 则 知 PC 平分 人 0PD, 于 是 在 全 PCD 中 ,一 CDP = 


2 一 CPD. 


令 AP=m,PD=n,AEF=x,EC=y,W 则 | CD= v2. 

作 全 PCD 的 外 接 圆 , 作 PDC 的 平分 线 并 应 用 托 勒 密 定理 ,有 

PC = CD + CD': PD. 

即 PC = p+ vn, OD 
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在 全 ACD 及 AD 上 点 尸 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 


化 简 得 m+n=2x, 即 m+n=2Vm(m+n), 从 而 n=3m,x=2m. 
Bx+m=3m=n, 故 AE + AP = PD. 
充分 性 ; 当 AE + AP = PD 时 , 令 AP=m,PD=n,AE=x, EC-= CD = v, 则 | 


: _ np. AP -ED 现 
PC = CD -ap +AC -AP PP ， 全 
即 PC = vt t+) mn. 加 
又 由 切割 线 定 理 , 有 AFE*: = AP: AD, 即 w=m(m+n). G 目 学 
由 中 ,人 @, 加 ,有 ton=r tm mtn) + +] mn, 出 

何 
问 
题 


区 十 更 二 兄 ， 由 

此 时 , 亦 有 图 式 , 由 轩 .四 得 n=3m,x=2m. 人 

同样 , 亦 有 四 式 : PC? = 0 + (+ We ~ mm , 且 此 时 由 名 式 可 化 简 为 

PC = (m+ po 3m +3m. © 

即 在 全 PCD 中 ,有 PC = CD + CD: PD . 逆 用 托 勒 密 定理 ,知人 CDP = 2 CPD. 亦 
即 PC 平分 人 OPD. 


而 @ 和 D 调和 分 割 CB, 从 而 PB 平分 OPD 的 外 角 , 故 BPC = 90?. 

例 26 如 图 11 -36, 设 0 和 1 分别 为 
全 4BC 的 外 心 和 内 心 , 公 ABC 的 内 切 圆 与 边 
BC 、C4 、48B 分 别 相 切 于 点 D、E、F, 直线 FD 与 
CA 相交 于 点 P, 直线 DE 与 4B 相交 于 点 0 ,点 
MN 分 别 为 线段 PE、OF 的 中 点 . 求证 : O01 | 
MN. (2007 年 COM 试题 ) 

证 明 由 题 设 , 知 P 和 E 调 分 割 4C, 又 M8 
为 PE 的 中 点 , 则 有 ME? = MA: MC. QD 

同 理 , NF? = NA NB. © 

设 中 .r 分 别 是 全 4BC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 
半径 ,连结 开交 .ON ON . 则 

IM* = ME + ri,IN= NF +r. 

由 圆 壬 定理 ,得 OM? = MA': MC + R?:,ON’: = NA:NB+ R. 

结合 四 .四 两 式 ,有 1 -IN = 0M? -- ON?. 故 O71| MN. 
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离 柯 阅 己 臣 所 性 冰 江 同和 江 王 O 


注 也 可 由 MA' MC = HE ,又 可 知 ME 是 点 用 到 公 ABC 的 内 切 圆 的 切线 长 ,所 以 
ME? 是 点 M 到 内 切 圆 的 寡 , 而 MA* MC 是 点 及 到 和 4BC 的 外 接 圆 的 寡 . 

从 而 等 式 M4' MC = ME? ,表明 点 M 到 和 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 苦 相 等 ,因而 
M 在 人 ABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 根 轴 上 . 

同 理 ,点 N 也 在 全 ABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 根 轴 上 . 

故 O17 上 HHV. 

例 27 如 图 11-37, 设 锐角 和 从 ABC 的 三 边 长 互 不 相 
等 ,0 为 其 外 心 ,点 4' 在 线段 40 的 延长 线 上 ,使 得 
了 BA’A = Cd44. 过 4' 作 4A’4,_」AC、4'4; 1 4B, 垂 足 分 别 
为 A 、4,, 作 AH, | BC, 垂 足 为 本 . 记 全 到 4 4, 的 外 接 
圆 半径 为 R, ,类 似 地 可 得 Rs 、R.. 求证 :元 + 部 + 六 
之 .其 中 R 为 人 4BC 的 外 接 贺 半径. 


(2008 年 CMO 试题 ) 
证 明 设 和 公 B4'C 的 外 搂 圆 允 44' 于 0', 由 人 BA’4 = 


人 C4'4 知 ,0' 为 弧 BC 的 中 点 , 且 0' 在 BC 的 中 垂 线 上 . 
而 0 为 BC 的 中 垂 线 与 44' 的 交点 , 则 知 0' 与 0 重合 , 
且 有 

/OBC= /04A'C. 中 

设 A4' 交 BC 于 上 六, 交 O0 于 D, 由 08 = 0D= 0C, 知 D 为 人 B4C 的 内 心 . 连 BD，、 
DC, 则 DB_」 BA4,DC_|AC, 即 知 4 为 全 B4'C 的 旁 心 . 由 性 质 3 的 推论 6 知 ， 

OD’ = OM * 04’. (© 
A.A HA 
AA=AC 而 
了 AAH, = 了 AAC, 则 全 A,AH, 全 A'AC. 于 是 ,Ah,H, = 人 A4'C S/OBC = 9 - 
4, 即 知 4, HH, | A4. 

从 而 豆 为 和 44;4, 的 垂 心 ,由 垂 心 组 4 .4 .4 、 豆 | 的 性 质 知 ,会 Hh414, 的 外 接 
圆 直 径 等 于 全 44,4| 的 外 接 圆 直 径 A4'( 因 A、4,、4’、4| 共 圆 ) , 即 知 44’ =2R,. 


OM_R_ 有 _OM _R R_,.OM _,.Sao 
由 多 ,有 RR =047 “23R, R'E OM 3R NR = 2AM = 2 Sa ， 


又 由 A,A4' = 一 BO = 一 有 4C, 知 RiA444 oo Rt 会 到 4C, 即 有 


同 理 , 上 R= oe ,中 Seo 


专 题 研 究 系 列 


R R R 2(Saoc + Samc+ Sa spnl 1 1 2 
必 庆 十 训 二 元 i 
肝 


Rs Re pp 
例 28 如 图 11-38, 已 知 4B 是 0 的 弦 ,W 是 弧 


4B 的 中 点 , C 是 @0 外 任 一 点 ,过 点 C 作 @O 的 切线 
CS 、CT, 连 结 MS 、MT 分 别 交 AB 于 点 E、F, 过 点 E、F 
作 48 的 垂 线 ,分 别 交 DS、0OT 于 点 下 .了 .再 过 点 C 任 
作曲 0 的 割 线 , 交 牟 0 于 点 P.O, 连 结 MP 交 4B 于 点 
民 , 设 Z 是 从 POR 的 外 心 .求证 : 瑟 了 .2Z 三 点 共 线 . 
(2007 年 国家 队 选 拔 赛 题 ) 
证 明 连结 相应 线段 如 图 11-38, 则 OHM | 48 ,从 
而 EX// OM, 即 有 XEC = 人 OMS = 人 XSE, 亦 即 XE 
=XS, 于 是 以 对 为 圆心 ,以 三 为 半径 作 斩 和 , 则 四 碟 
与 0 相 切 于 点 9 . 
由 性 质 3 的 推论 6, 有 ME MS = M4? = MR- MP. 
设 驯 Z 和 他 POR 的 外 接 圆 半 径 分 别 为 尺 .Ra , 则 由 圆 竺 定理 ,有 
XM = ME* MS + R? = MR* NMP+R,XC2= CS + R?, 
ZM” = MR* MP + Ri, ZC = CP CO+ R= 09+ RR. 
从 而 XM - XC = MR*: MP - CS? = ZM? ~- ZC, 即 知 ZX _| MC. 
同 理 , ZY | MC, 故 对 、Y、2 三 点 共 线 ， 
例 29 如 图 11-39, 设 瑟 是 锐角 人 4BC 
的 高 线 CP 上 的 任 一 点 ,直线 妇 、BH 分 别 交 
BC .AC 于 点 MN. 
(1) 证 明 ;NPC = 一 MPC; 
(2) 设 0 是 MN 与 CP 的 交点 ,一 条 通过 
0 的 任意 的 直线 交 四 边 形 CNHM 的 边 于 DD、E 
两 点 .证 明 : 一 5EPC= 一 DPC. 
(2003 年 保加利亚 奥林匹克 题 ) 
证 法 1 《JJ) 略 . 
(2) 连 CE 并 延长 交 4B 于 0, 作 DL| 4B 14 
于 L, 作 EG 4B 于 6C. 


Pe EOnke EC. 
由 EC/ CPV 下 ,有 天 = 两 及 这 = 充 


廊 各 全 六 导 吾 幅 江油 加 诗 并 O 


机 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
儿 
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9] 
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欲 证 EPC = DPC ,只 须 证 EPG = DPL. 叉 只 须 证 RtAEPe wo Rt 人 DPL, 即 


2 7 Pe _ Ec 
只 须 证 i = py 


oii EBC.OD 
亦 即 只 须 证 & .下 :05 =1 D 


CO.EB.HP | WpQE EB.HP 
对 人 CE 及 截 线 0PB 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,及 "PC =1, 即 入 = 条 :元 


同 Dr 有 -一 二 :二 ~ = i 


对 人 OEH 及 蕉 线 CDB, 有 "BE 了 =1, 即 人 =， 
Des 00 汪 
在 完全 四 边 形 CNAHBM 中 , CH 被 0、P 调和 分 割 , 有 4 喇 .66 - 1, 即 知 @ 式 成 立 . 


PC OH 
证 法 2 (1) 略 . 
(2) 延 长 PE 交 AC 于 5, 设 PD 交 AM 于 TT. 
在 全 SEN 与 全 TDM 中 ,SE 与 TD 的 交点 P, EN 与 DM 的 交点 B, SN 与 TM 的 交点 
4 共 线 , 故 由 戴 沙 格 定理 的 递 定 理 , 知 ST、ED 、MN 三 线 共 点 于 0. 
在 全 SEN 与 人 DTM 中 ,SE 与 DT 的 交点 PP, EN 与 TM 的 交点 吾 , SN 与 DM 的 交点 
C 共 线 , 故 由 戴 沙 格 定 理 的 道 定 理 , 知 SD、ET、MN 三 线 共 点 于 天， 
在 全 SMT 与 全 DNE 中 ,因为 SD 、ET、MN 共 点 于 天 , 则 由 戴 沙 格 定理 知 , ST 与 DE 
的 交点 0 、MT 与 NE 的 交点 日, SM 与 DN 的 交点 共 钱 , 即 SM 与 DN 的 交点 了 在 CP 上 . 
在 个 ASM 与 人 BDN 中 ,A5S 与 BD 的 交点 C,AM 与 BN 的 交点 惠 、SM 与 DN 的 交点 
7 共 线 于 CP, 则 由 戴 沙 格 定理 的 道 定理 知 SD 、MN 、4B 三 线 共 点 于 下 ， 
设 SD 与 C0 交 于 点 尺 , 则 在 完全 四 边 形 CSNIMD 中 , SD 被 尺 、 民 调和 分 割 ,从 而 
PS 、PD 、PR 、PK 为 调和 线束 ,而 PR PK, 故 PR 平分 SPD, 基 EPC = 人 DPC. 


【模拟 实战 ) 
习题 A 


1. 棉 形 的 两 腰 延 长 线 的 交点 、 两 对 角 线 的 交点 ,两 底 的 中 点 成 调和 点 列 ;反之 ,车 C、D 
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(nm 


ea) 


= 


hy 


[bd 


| 


调和 分 割 48, 即 可 将 C、D 作为 梯形 两 底 的 中 点 ,4 为 两 腰 延 长 线 的 交点 ,B 为 两 对 
线 的 交点 ,作出 一 个 梯形 . 试 证 明之 ， z 

试 证 :两 点 调和 分 割 贺 的 直径 ,过 此 两 点 作 直 线 垂直 于 此 直径 , 交 任 一 切线 于 两 点 ， 
则 此 两 交点 到 圆心 的 距离 之 比 是 常数 . 

在 直角 梯形 4BCD 中 ,4B 为 直角 边 腰 , 对 角 线 4C 与 BD 交 于 点 P, 作 PE 4B 于 E. 
求证 : PE 平分 一 DEC 


.在 全 4BC 中 ,AD BBC, 为 4D 上 任 一 点 , CH、BH 分 别 与 4B、AC 交 于 点 上 了、 下 , 求 


证 :EDA = /FDA., 


.在 人 PBC 中 ,PBC = 60°, 过 点 PP 作 全 PBC 的 外 接 圆 0 的 切线 ,与 CB 的 延长 线 


交 于 点 A .点 D、E 分 别 在 线段 PA 和 0 上 ,使 得 DBE = 90°, PD = PE ,连结 BE 与 
PC 相交 于 点 下 .已 知 4F ,BP、CD 三 线 共 点 . 

(1) 求 证 : BF 是 人 PBC 的 平分 线 ; 

(2) 求 un 二 PCB 的 值 . (2006 年 中 国 西部 奥林匹克 题 ) 


. 过 圆 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 PA、PB ,4、 有 为 切 点 ,再 过 点 尸 作 圆 的 一 条 割 线 分 


别 交 圆 于 C .D 两 点 ,过 切 点 B 作 P4 的 平行 线 分 别 交 直线 4C 、4D 于 五 下 .求证 : 
BE = BF. (2005 年 中 国 西部 奥 林 匹 均 题 ) 


. 锐角 和 全 4BC 内 接 于 @O0, 分 别 过 点 B,C 作 0 的 切线 ,并 分 别 交 过 点 4 所 作品 0 


的 切线 点 于 、N, AD 为 边 BC 上 的 高 . 求证 : AD 平分 MDN. 
(1998 年 全 俄 奥 林 匹 克 题 ) 


习题 B 


. 分 别 以 全 ABC 的 两 边 4B、AC 为 一 边 向 形 外 作 公 ABF 、 公 ACE ,使 得 全 ABF 中 人 ACE 


且 玫 ABF =90°, 设 BE 交 CF 于 点 以 , BE 交 AC 于 点 DD, CF 交 AB 于 点 G, 过 点 对 作 
MH BC 于 点 昌 . 求证 : MH 平分 人 GHD. (IMO - 23 预选 题 改编 ) 


. 在 全 ABC 的 边 BC 上 取 一 点 了 ,以 D 为 圆心 在 三 角形 内 作 半 图 分 别 切 边 4B 于 点 下 ， 


切 4C 于 点 EE, BE 与 CF 交 于 点 下 ,过 点 吾 作 BC BC 于 点 CG. 求证: HG 平分 
FOE. (IMO - 35 预选 题 ) 


. 在 锐角 和 公 ABC 中 ,4D 是 一 4 的 内 角 平 分 线 , 点 D 在 边 BC 上 ,过 点 D 分 别 作 DE_L 


AC , DF | 4B , 垂 足 分 别 为 下、 三, 连结 BE 、CF ,它们 相交 于 点 H. 公 AFH 的 外 接 圆 交 
BE 于 点 G .求证 :以 线段 BG 、GE 、BF 组 成 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 
(2003 年 国家 集训 队 选 拔 赛 题 ) 
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‘DIB= /DBI,BMADBC + /CBI = /IAB + /ABI,Mm/ IAB = 


第 十 二 章 三 角形 内 心 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


三 角形 的 内 切 圆 的 圆心 简称 为 三 角形 的 内 心 ,内心 有 下 列 有 趣 的 性 质 ; 

性 质 1 三 角形 的 内 心 是 三 角形 三 条 内 角 平 分 线 的 交点 . 

性 质 2 设 了 为 人 4BC 内 一 点 .7 为 其 内 心 的 充 要 条 件 是 :7 到 入 4BC 三 边 的 距离 
相等 . 

性 质 3 设 7 为 和 4BC 内 一 点 ,AI 所 在 直线 交 公 ABC 的 外 接 贺 于 D.T 为 全 ABC 内 
心 的 充 要 条 件 是 : iD = DB = DC. 


证 明 如 图 12 - 1, 必 要 性 : 连 及 ,由 人 DIB = 方 和 A+ 洱 7 LB = 


LCBD+ LIBC= /DBI,€ ID= BD= DC. 
充分 性 :由 D8 = DC, 即 知 4D 平分 BAC. 由 DI= DDB, 有 ， 


了 HC= DBC, 从 而 人 CBI = 1B4, 即 BI 平分 人 人 ABC, 故 为 
入 ABC 的 内 心 . 

性 质 4 设 了 为 人 4BC 内 一 点 ,了 为 人 4BC 的 内 心 的 充 要 条 图 12-1 
件 是 :和 BIC=90+ 方 4, 人 AIC=90+ 方 人 B, 人 A1B=90+ 方 作 C. 


证 明 ”必要 性 显然 . 反 证 充分 性 : 作 公 4BC 的 外 接 圆 ,与 射线 4 交 于 点 D, 连 DB， 
DC ,如 图 12 - 1. 


由 一 4 本 =90p+ 方 Ch4CB, 知 人 DB = 90?- 方 人 4CB， 


又 了 IDB = 人 4DB -= 人 ACB, 在 人 DIB 中 , 求 得 作 DBI = 90* - 方 和 4CB, 则 人 DIB a 


DBT, 故 DB = DI. 

同样 地 ,DC = DI, 即 D1 = DB = DC ,由 人 性质 3 即 证 得 结论 成 立 ， 

性 质 5 设 了 为 人 4BC 内 一 点 ,了 为 全 4BC 的 内 心 的 充 要 条 件 是 :人 IBC, 公 [C4， 
全 14B 的 外 心 均 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 . 
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证 明 必要 性 :如 图 12-2, 设 7 为 人 4BC 的 内 心 , 41, BI, CI 
的 延长 线 分 别 交 公 4BC 的 外 接 圆 于 4, , B , C, ,于 是 由 性 质 3, 知 
A1B= 47T= A,C, 因 此 ,4 是 全 IBC 的 外 心 . 

” 同 理 , B,C 分 别 是 全 IC4 ,全 4B 的 外 心 . 

故 必要 性 获 证 . 

充分 性 :又 设 了 为 全 4BC 内 另 一 点 ,全 了 BC, 全 ICA, 人 TAB 
的 外 心 4; ,8B8,,C, 均 在 全 ABC 的 外 接 图 上 ,由 4,B= A,C,4,8B= 
41C, 知 4, 与 4 重合 . 同 理 B, 与 B, 重合 ,C, 与 C, 重合 . 

由 于 4 ,Cl 分 别 是 个 IBC, 公 到 4B 的 外 心 , 知 41 Cl 垂直 平分 线段 Br ,由 此 可 知 了 
与 了 重合 , 即 了 为 人 4BC 的 内 心 . 

注 ”性质 5 中 ,三 个 三 角形 从 1BC, 公 了 C4 ,个 1AB 中 有 两 个 的 外 心 在 A4BC 的 外 
接 圆 上 即 可 ， 

性 质 6 一 条 直线 截 三 角形 ,把 周 长 ! 与 面积 $ 分 为 对 应 的 两 部 分 :1 与 1,,5, 与 


5, .此 直线 过 三 角形 内 心 的 充 要 条 件 是 史 


证 明 必要 性 :如 图 12-3, 设 了 为 人 4BC 的 内 心 , 过 了 的 直 
线 交 4 招 于 P, 交 AC 于 Q. 记 BC=a,C4=b,4B=c,AP=m,40= 


n, 内 切 圆 半径 为 r, 则 SA Apc = 地 (a+b+e)r= ,Sa = Sa py + 


Sy SD 
SN 
SA 


图 12-2 


AM = 方 (mm+ n)*r. 
i 图 12-3 
充分 性 ; 设 直 线 Po 把 入 4BC 的 周 长 ! 与 面积 8 分 为 对 应 的 两 部 分 成 等 比 = 好， 
且 与 4B 交 于 已 ,与 4C 交 于 0@ ,与 一 4 的 平分 线 交 于 工 . 


记 BC=a, Cd=b,4B=c,4P=m,40O=n,T 到 4B,4C 的 距离 为 r, I 到 BC 的 距 
离 为 d. z 


sae 一 id i 
-一 
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浅 百 说 壮 导 王 性 流星 巾 尘 尊 O 


灌 析 本 己 妇 开 虫 克 汪 同和 站 粳 O 


注意 到 = 站 于 宇 , 从 而 有 ad = or, 即 4 = r, 故 7 为 人 4BC 的 内 心 , 即 直线 


PQ 过 内 心 . 
性 质 7 设 了 为 和 4BC 的 内 心 ,BC=a,4C=b,4B=c,T 在 BC,4C,4B 边 上 的 射 


影 分 别 为 D,E, 下 ;内 切 圆 半径 为 , 令 p= 方 (a + b+e)， 则 


‘(DD=IE= =r, Sc = pr; 
Sa pe 
at+b+tce 
(3)abc"r=p"*Al: BI: CI. 


证 明 仅 证 (3) .在 人 4B7 中 ， 人 
ep sin AIB cos LC 


(2)r = ,AE = AF=p-a,BD= BF=p-b,CE= CD=p-e; 


类 似 地 还 有 两 式 ,此 三 式 相 乘 , 即 有 人 42 C -tam 才 Lvtan 了 Biam 才 CC= 


3 
人 
7 p65 po = 或 一 = 六 ;由 此 即 证 . 


性 质 8 设 了 为 和 4BC 的 内 心 , BC = a,AC =b,4B =c, 了 A 的 平分 线 交 BC 于 开 ， 


AT AD DI b+e 
人 有 一 首 
下 全 ABC 的 外 接 贺 于 D, 则 et 


te 20D _ 
证 明 ”如 图 12- 1 由 入 = BR= KC = 及 RH KR 一 及 人 4DCw 人 CDK, 有 全 


AC _ 包 , 亦 有 和 AC AB AB+AC b+e DI CD AC AB AB+AC 
CK 


= Es EE 


CK BK CK+BK a 'DK DK CK BK CK+BK 


~ 
十 
个 


身 


性 质 ? MA da0 内 心 了 任 作 一 直线 ,分 别 交 48,4C 于 P 及 0 两 点 , 则 


AB, GAC, Np AB+ AC+ BC 


AP 局 
或 ”一 知人 8+ 箱 : sain C=sin A+sin B+sin C. 
本 如 图 12 - 4, 先 看 一 般 情形 : 设 1 为 BC 上 任意 一 点 ,直线 Po 分 别 交 4B， 
AM,AC, 于 P,N,0, 则 


AM _ AN + NM _ Sa + Sa AMPO _ Sapy + Sa 
4V= AN Sam -AP*40,¢ 
4B AC “个 
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往 下 
Sam + “o _AC.BM ,AB.CM Dm 


- AP .A0., A0 BC “全 BC 
AB AC “aac 
当 NN 为 人 4BC 的 内 心 时 ,由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 及 合 
比 ,等 比 定理 ,有 
BM__4B MC__AC AM _AB+AC+BC z 
BC 4B+4C' BC AB+ AC’AN AB+AC 图 12_4 


将 上 述 三 式 代 人 台式 即 证 得 结论 . 
性 质 10 设 人 4BC 的 内 心 为 1 会 4BC 内 一 点 了 在 BC, C4,AB 上 的 射影 分 别 为 
BC CA 
D,E,F,BP 与 了 重合 时 ,有 + Pp + 他 的 值 最 小 . (IMO - 22 试题 ) 
证 了 明 设 BC = a,CA=b,AB=c,PD=x,PE=Yy,PF=7z, 显 然 有 axtby+cz= 


2 是 证 值 ， 
由 柯 西 不 等 式 ,有 (各 + 了 + 全)(ax + Wy+ ce)=(a+b+c), 故 


BC C4 AB_a be et 
PD'PETPF™ wtytyz> ( 定 值 ). 


其 中 等 号 当 目 仅 当 名 :ax = y: 朱 = 过: 必 即 x=y=z 时 成 立 ,此 时 己 与 7 重合 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 12-5,D 是 和信 4BC 的 内 心 ， E 是 人 4BD 的 内 心 ,是 人 BDE 的 内 心 ， 若 
BFF 的 度数 为 整数 ,求人 BFE 的 最 小 度数 . 
解 ” 由 性 质 4, 知 


/BFE =90°+ 方 人 BDE =90°+ 让 和 BDA 


= 90° + 二 (90?+ 方 和 ACB) 


=112+ 训 (4°+ /ACB). ; 
故 当 一 4CB = 4 时 ,一 BFR 的 最 小 度数 为 113°. 图 12-5 
例 2 如 图 12-6, 设 点 M 是 全 4ABC 的 BC 边 的 中 点 ,I 是 其 内 心 , 48H 是 BC 边 上 的 
高 ,E 为 直线 WY 与 4 的 交点 .求证 : 4E 等 于 内 切 圆 半径 r. 
证 明 设 P 为 内 切 俩 与 边 BC 的 切 点 , 连 P, 设 BC=a,C4=6b,4B=c, 则 MC = 
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做 吾 全 语 导 了 性 湾 济 问 洗 闫 0 


高 阿 言 己 革 丘 性 淘 油 同和 澳 收 O 


| V3)R. (1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


二 


r 


a+b+ec 


再 由 亿 -2 土 ( 注 意 IP=7), 及 外 = 钥 - 阴 ,有 人 =- 组- 琢 -atbte- 


r 


注 (1) 此 例 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 即 着 4E=7, 则 M、I、E 共 线 . 

(2) 在 图 12-6 中 ,还 可 推 证 有 如 下 结论 :由 直线 肛 平分 4P; 回 设 和 全 4BC 的 内 切 
圆 牟 7 切 4C 于 0, 切 48 于 工 , 则 QL 与 直线 PI 的 交点 T 的 直线 4M 上 ; 国 设 直线 PI 交 
I 于 G6, 即 G6 为 直径 端点 ,直线 46 交 BC 于 KK, 则 BK = PC 四 和 Ah4BC 的 外 心 0 为 而 
的 中 点 …… 这 些 结论 的 证 明 可 参见 笔者 著作 《走向 国际 数学 奥林匹克 的 平面 几何 试题 
诠释 (下 册 ), 哈 尔 滨 工 业 大 学 出 版 社 2007 年 元 月 出 版 . 

例 3 如 图 12-7, 设 从 ABC 的 外 接 圆 @O 的 半径 为 RR, 内 心 为 1 ,B=60°, 人 4 < 
本 C, 帮 4 的 外 角 平 分 线 交 0 于 .证明 : (1)10 = AE;(2)2R<IO+A+IC<(l+ 


证 明 (1) 连 BI 并 延长 交 O©0 于 以, 则 WW 为 4C 的 中 点 . 连 
OM ,AM ,OC,MC, 由 B=60°, 则 知 全 AOM, 公 MOC 均 为 正三 
角形 . 

由 性 质 3 知 IM = AM = MC , 即 知 MM 为 过 点 4,0,1,C 四 点 
的 圆 的 圆心 , 且 半 径 为 及, 从 而 此 圆 与 虽 0 为 等 圆 . 

延长 杂交 0 于 下 ,由 题 设 条 件 可 证 下 ,DO ,下 三 氮 共 线 ， 
于 是 人 OA1= 方 人 OMI, 人 AFE = 广 人 B04, 而 人 O41 = 人 AFE， 
故 OMI = E04, 由 此 即 有 10 = AE. 

(2) 连 FC ,由 性 质 3 知 IFf= FC, 又 AFC = B=60°, 从 而 IC= IF, 故 10 + Al+ 
IC= AE + AF > EF =2R. 
VIO+AI+IC = AE + AF =2R:cos AEF +2R'*sine AEF 


图 12-7 
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=2R*2sin(/ AEF + 45°) < 2R*/2sin(60° + 45°) = 2R 2sin75° 
=2R QI +V6) = (1+vY3)R.( 其 中 4AEF > 60?) 即 证 . 


例 4 如 图 12-8, 在 人 4BC 中 ,AB = 4,AC =6, BC =5,4 的 平分 线 4D 交 人 ABC 
的 外 接 圆 于 天 .0 ,7 分 别 为 人 4BC 的 外 心 ,内 心 .求证 :0O1_ 1 4K. 

(1982 年 四 川 省 竞赛 题 ) 
证 明 连接 KO 并 延长 交加 0 于 五 , 连 4E, 则 KAE = 90°， 


EK 
OK =*: 


因 [为 人 4BC 的 内 心 ,由 性 质 8 知 优 = 全 站 4 =“ 二 -2， 
于 是 O01/ 4E .从 而 人 OIK = KAE =90°,- 故 O01 | AK. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 图 12-8 


1. 注意 到 内 心 是 角 平 分 线 的 交点 
例 5 如 图 12-9, 设 已 为 人 4BC 内 一 点 ,APB - 一 4CB = 
人 APC - 了 ABC , 叉 设 D,E 分 别 是 全 APB 及 A4PC 的 内 心 , 证 明 ; AP, BD, CE 交 于 一 
点 . (IMO37 - 2 试题 ) 
证 明 过 P 向 三 边 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 R,S,T. z 
连 RS , 5T, TR, 易 知 , P,R,A,S;P,T,B,R;P， 
$5,C,T 了 分 别 四 点 共 圆 , 则 4PB - 一 4CB = (180? - 
ABP- /BAP)- (180° -AB- /A)=/PAC+ 
LPBC= /PRS+ /PRT= 一 SRT. 
同 理 , APC - /ABC = 人 RST. : 
由 条 件 人 A4PB - 人 4CB = 人 APC - 人 4BC, 知 图 12-9 
SRT = 一 RS7, 亦 即 RT = ST. 
由 RT = PB'sin B,ST= PC':sinC, 知 PB'sin B= PC'sin C. 
设 即 交 AP 于 MH, CE 交 AP 于 NN, 则 由 角 平 分 线性 质 , 有 


第 = 级 = 生 = 乡 ; 即 争 = 镑 , 故 M,N 重合 ,从 而 4P,BD,CE 交 于 一 点 . 


例 6 如 图 12-10, 设 三 角形 的 外 接 圆 半径 、 内 切 圆 半径 分 别 为 Rr, 其 外 心 、 内 心 


分 别 为 0,7. 若 有 =d 则 到 = 天 -2 已 . ( 欧 拉 公 式 ,IMO -4 试题 的 推广 ) 
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证 明 连 4/ 并 延长 交 @@ 0 于 DD， 作 直 径 DE , 连 有 D ,本 , 设 台 7 
切 4B 于 F, 连 IF, 则 IF=r. 
在 Rt 人 EBD 和 Rt 全 A4FI 中 ,由 BED = /FAI, 知 和信 EBD own 


DE - 80 , 即 2 有 - BD 


由 性 质 3, 知 oe 2Rr = AI* BD = AI' ID. 

将 Or 两 端 延长 交 昌 0 于 M,N, 则 由 相交 台 定 理 , 得 

AI'ID= MI"IN=(R+d)(R-d)=R:- a, 

故 到 = 天 -2 应， 

例 7 如 图 12-11, 在 A4BC 中 ,有 一 个 圆 所 0 内 切 于 和信 4BC 
的 外 接 圆 0, 并 且 与 4B8 ,4C 分 别 相 切 于 P, 0 .求证 :线段 PO 的 
中 点 I 是 全 4BC 的 内 心 。 (IMO - 20 试题 的 推广 ) 

证 明 设 的 延长 线 交 0 于 MM, 则 0' 在 4M 上 . 连 0'P, 由 
OP AB,0'4| PO, 有 0'P’ = 0’10'4. OD 

作 两 辆 连 心 线 00' 交 @0 于 R,T, 则 OR.70' = 04.MHO 办 

中 + 四 并 注意 到 0'P = 07, 有 0'P: TR= 0'4:MI. 3 

再 作 牟 0 的 直径 MN, 可 知 BM_L BN,/MNB = MA4B, 从 而 
Rt 全 BMN Rt 全 PO4, 即 有 0’'P: MN = 04.BM. 

比较 @,@, 注 意 到 MN = 7TR, 故 BM = MI. 

由 性 质 3, 即 知 了 为 人 4BC 的 内 心 . 


另 证 显然 ,PO 的 中 点 7, 圆心 0', BC 的 中 点 M 都 在 BAC 的 平分 线 上 ,车 设 
了 B4C =2a ,0' 的 半径 为 r, 则 40， = 二 一. 设 直线 00' 交 加 0 于 R,T, 且 QO 的 半径 


为 r” , 则 CM 40 = ROOT , 即 OM= 人 Ol 0 ge de “(2r” 一 +). 由 


0 risina 
Rt 人 PIO’ ,和 10’ = sina* r, IM = 10’ + OM = sinar +sing'(2r” ~ r) = sina 2r’. 
由 全 ABM , 知 BM =2r" sina 一 BM= IM, 即 证 . 

” 例 8 全 4BC 的 人 4 的 平分 线 与 人 ABC 的 外 接 圆 交 于 D,I 是 人 4BC 的 内 心 ,了 是 
边 BC 的 中 点 ,P 是 1 关于 MM 的 对 称 点 ( 设 点 P 在 圆 内 ) ,延长 DP 与 外 接 圆 相交 于 点 
NN. 试 证 :在 AN, BN, CN 三 条 线段 中 , 必 有 一 条 线段 是 另 两 条 线段 之 和 . 

(IMO - 34 中 国 国家 队 选 拔 赛 试题 ) 


证 明 如 图 12 - 12, 不 妨 设 N 在 BC 上 , 即 证 BN + CN = AN. 
连 BD, MN, MD, CD ,注意 到 共 底 ND 的 三 个 三 角形 面积 , 即 


168 


2 3 ynp 一 Sa mp 三 SA pvp 十 三 二 而 + 


令 人 NAD = 9, 则 人 NBD = 人 NCD = 8, 于 是 


S a pnp = BD BN*sin, Saow = 二 CD. CN-sing， 


Sa nn = Sam - SAm = 方 ID*ANsinO. 
注意 到 性 质 3, 知 BD = CD = 历 , 从 而 由 四 式 即 得 BN + CN = 图 12-12 


AN 


洋 冲 全 记 导 五 尾 潍 法 讲 闯 O 


例 9 如 图 了 2-13, 在 全 4BC 中 ,0 是 外 心 ,7 是 内 心 ,一 C = 
30°, 边 4C 上 的 点 DD 与 边 BC 上 的 点 EE 使 4D = BE = 4B .求证 ; 
Of DE, Ol = DE. (IMO - 29 试题 ) 

证 明 连 4 并 延长 交 公 ABC 的 外 接 贺 于 M, 连 BD, OM, ck 
08B, BM .由 了 为 内 心 , 知 BM = CM. 

X OC= 08, 则 OM LEB. 

由 4 平分 一 到 C, 且 448 = AD, 则 A714 BD. 

从 而 知人 OMI 与 一 EBD 的 两 组 对 边 分 别 垂 直 , 且 它们 都 是 
锐角 ,因此 ,OHM1T = 一 EBD， 中 


由 正弦 定理 ,有 4 =2R.sinC = 2R*sin30° = R= 0B = ON 又 一 BMD- 方 BMC 的 


图 12- 13 


度数 = BM 的 度数 = BOM, 从 而 人 DAB 办 和 ANHOB, 即 有 BD = BM. 

由 性 质 3 知 BY = 形 ,从 而 BD= 而. © 

又 AD= BE= AB,MW BE= OM. 二 

由 由, 包 , 加 得 全 OM1 宇和 全 EBD ,从 而 知 通 过 旋转 9 和 平移 可 使 两 个 三 角形 重合 ， 
故 Or DBE,OT= DE. 

2. 注意 过 内 心 的 直线 的 性 质 

例 10 如 图 12- 14, 在 Rt 全 4BC 中 ,4D 是 斜 边 BC 上 的 高 ,连接 人 4BD 的 内 心 与 
全 4ACD 的 内 心 的 直线 ,分 别 与 4B 边 交 于 天 ,4C 边 交 于 工 , 人 4BC 与 人 A4RZ 的 面积 分 别 
记 为 $ 与 了 .求证 :S>27. (IMO - 29 试题 ) 

证 明 设 旭 与 红 交 于 EE, 由 性 质 9 可 得 

4 4 + 4B.40 = AB+ AD+ BD, 


4C. 生 + 4D .4 全 =4C+ 4D+Dc. 此 两 武 可 恋 为 
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由 人 4DBw 人 C4B, 有 三 = BD' 吕 48.4D AC: 


AB _ AC i 
由 公 ADCw 人 人 BAC, 有 征 = 名, 即 


由 ,@,@,@ 得 AK = he = /ALO, =45°. 
又 0 是 全 4BD 的 内 心 , 易 得 和 4KO 宇 公 4DO,. 
从 而 4K = 4D .于 是 


山 
加 
4C - 48 em_BD_ ,1 四 
@ 


2T7. 
例 11 如 图 12-15, 在 全 ABC 中 ,4B AC,ADJ」 BC,D 为 垂 足 ,过 Rt 全 4BD 的 内 
心 0, 和 Rt 会 ACD 的 内 心 0, 的 直线 交 4B 于 天 , 交 4C 于 工 . 苦 4= 4L, 则 人 BAC = 
90°. (第 2 届 全 国 奥林匹克 命题 比赛 获奖 题 ) 
证 阴 设 人 KAD =a， 14D = B, 由 性 质 9 及 正弦 定理 ,有 


,0,AB, .AD 
sinB 人 KR + sin90?.45 = sin LB + sina + sin90, 


sin90? A + gin CA = gin C + sing + sin90. 
, AD . AD 

将 AK= AL,sin 人 B=48 sin 人 LC=4C: 
代入 上 述 两 式 , 得 sn 一 B + sina = sin 人 C+ sinp. 

DC 即 有 和 2 ,38D_4D, DC 
”4C， 区 TU 
而 4B=w4D+B5D 4C=v AD’ + DO’, z 

AD + BD AD + DG 2 
Ne BD - DC)(AD’: - BD: DC) =0. 
vAD’*+BD: vAD’ + DC’ ed , 

因 4Bz4C, 知 BD DC, 从 而 4D? - BD: DC =0， 

Rt 人 4BDw Rt 人 C4D, 即 有 人 B=B, 人 C=a. 
BAC+A/AB+/AC=180,.. BAC=B+a=/ABt+A/AC=0. 

注 例 10, 例 11 的 证 法 见 孙 哲 先生 的 文章 《三 角形 内 心 的 一 个 性 质 与 三 道 几 何 各 

题 的 新 证 和 《中 学 数学 /1999 年 第 6 期 ). 
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， _ BD 
又 sina = 8 ,sin 


【模拟 实战 】 


习题 A 


.已 知 白 0 与 0, 相交 于 4、8B 两 点 ,延长 014 交 昌 0, 于 点 C, 延 长 0,4 交 牟 0 
于 也 .求证 :4 是 全 BCD 的 内 心 . 

.在 Rt 会 ABC 中 ,人 C = 90°, CD 是 斜 边 上 的 高 .0,, 0; 分 别 是 全 4CD 和 全 BCD 的 内 
心 .求证 :一 40,C= 一 BDIC. 

. 设 和 个 4BC 的 内 切 圆 了 上 与 45 、4C 边 分 别 切 于 点 已 .下 ,射线 BI、CI 分 别 交 EF 于 点 杂 、 
六 . 试 证 :四 边 形 4AMIN 与 全 1BC 的 面积 相等 . 

4. 在 梯形 4BCD 中 , BC // D4 ,对 角 线 4C 与 BD 相交 于 P. 记 个 PAB、 公 PBC、 人 PCD，、 


入 PDA 的 内 切 圆 半 径 依次 为 r A + 工 - 工 + 元 ,求证 :4B+ CD= BC+ 


73 ry 


MP 


kw 


9 


DA. 
5. 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,AC = BD = A8, 且 4C BD, 垂 足 为 E. 设 1 为 人 AEB 的 内 心 ， 


M 为 48 边 的 中 点 .求证 :MI 上 CD, 且 MT = 方 CD 


. 设 了 为 人 4BC 的 内 心 ,全 4'B8'C' 是 从 I 向 BC, C4 ,4B 所 作 垂 线 的 垂 足 三 角形 .证 明 ， 
cot A+cot B+cot Cocot 4 +eot B' +ceot CC 
7. 已 知 40 是 等 腰 和 45 大 的 底 三 上 的 高 ;有 40 = EF ,延长 AE 到 B, 使 BE = 4AE, 过 
点 B 作 4F 的 垂 线 , 垂 足 为 C ,求证 ;点 0 是 Ah4BC 的 内 心 . 
. 设 A4BC 的 外 接 图 半径 为 RR, 内 切 圆 的 半径 为 +, 内 心 为 1, 延长 4 交 外 接 贺 于 DD . 求 
证 : AT: ID =2. (1979 年 山东 省 中 学 生 竞赛 题 ) 
9. 在 全 ABC 中 ,一 C 的 平分 线 交 边 4B 及 三 角形 的 外 接 圆 于 万 ,天 ,7 是 人 4BC 的 内 心 . 
求证 :(1) 方 -天 =Ji(2) 关 =- 藉 =1， (1988 年 “友谊 杯 "国际 竞赛 题 ) 
10. 了 为 人 4BC 的 内 心 , 且 4',B',C' 分 别 为 全 1BC, 公 jC, 公 4B 的 外 心 .求证 ;全 A'B'C' 与 
全 4BC 有 相同 的 外 心 ， (1988 年 第 17 届 美 国 奥林匹克 题 ) 


Cn 


SD 


习题 B 


1. 在 全 4BC 中 ,人 4 ,人 B,C 的 平分 线 分 别 交 外 接 圆 于 点 P, 0,RR. 求 证 : AP + BO + 
CR> BC+ CA + AB. (1982 年 澳大利亚 竞赛 题 ) 
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渭 丁 说 冯 候 十 心 省 二 加 入 恒 O 


2. 四 边 形 4BCD 内 接 于 阅 , 会 BCD, 公 ACD, 公 ABD, 公 4BC 的 内 心 依次 记 为 上 ,1,1， 
万 .证 明 : 闷 站 天 六 是 矩形 . (1986 年 中 国 奥 林 匹 克 集 训 队 选拔 考试 题 ) 
. 在 锐角 全 ABC 中 ,一 4 ,一 B, 一 5 的 平分 线 延 长 后 分 别 与 全 ABC 的 外 接 圆 交 于 4, ， 
Bi ,Ci .直线 44 与 <8, 人 C 的 外 角 平 分 线 相交 于 460, Bu , Co 与 此 类 似 .求证 ; (1) 
全 ho Bo Co 的 面积 是 六 边 形 4C, BA 0B, 的 2 和信; (don Co 的 面积 至 少 是 个 ABC 
面积 的 4 倍 . (IMO - 30 试题 ) 
4. 全 ABC 的 4, 了 了 B, 人 LC 的 内 角 平 分 线 分 别 与 外 接 圆 交 于 4,, Bi，C .证 明 : 
人 4 BC 的 面积 大 于 或 等 于 和 A4BC 的 面积 . (IMO - 29 预选 题 ) 
. 设 天 为 和 4BC 的 内 心 ,点 C , 忆 分 别 为 边 4 ,4C 的 中 点 ,直线 4C 与 CiK 交 于 点 
Bs ,直线 4B 与 BK 交 于 点 Cs. 若 Sats,c, = Samc, 求 人 Ch4B 
6. 设 1 是 人 ABC 的 内 心 ,并 设 公 4BC 的 内 切 圆 与 三 边 BC, C4 ,4B 分 别 相 切 于 点 天 ,了 ， 
村 .过 如 点 平行 于 HK 的 直线 分 别 交 直线 LM 及 IK 于 点 R 和 5 .证 明 ; RIS 是 锐角 . 
(IMO - 39 试题 ) 
7. 在 Rt 全 4BC 中 ,4D 是 斜 边 BC 上 的 高 ,连接 和信 4BD ES 的 内 心 的 直线 


tp 


nh 


8. 设 和 人 ABC 的 内 心 为 了 ,外 接 圆 分 别 交 A1, BI, CI 于 4',B',C' .证 明 : 4: IB: IC< 1 
1B’'*: [IC'. 

9. 已 知 等 腰 梯 形 4BCD 中 ,AB// CD, 又 全 BCD 的 内 切 圆 切 CD 于 E,F 是 人 DAC 的 角 
平分 线 上 一 点 , 且 三 上 CD,A4CF 的 外 接 圆 交 CD 于 CG. 证 明 ; 公 AFG 是 等 腰 三 角 
形 . (1999 年 第 28 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

10. 全 4BC 具有 下 面 性 质 : 存 在 一 个 内 部 的 点 已 使 人 P4B = 10°, PBA = 20p, 一 PCc4 = 

30°, 人 《PAC =40°. 证 明 ; 公 ABC 是 等 腰 三 角形 ，。 (1996 年 第 25 届 美 国 奥 林 匹 克 题 ) 
11. 已 知 尺 ,0 分 别 是 全 4BC 的 边 BC, 4B 上 的 点 .并 且 使 4B + BR= AC + CR,CB+ 
BQ = CA + 4AQ,AR, CQO 相交 于 J 了 ,又 M 是 BC 的 中 点 ,1 是 全 ABC 的 内 心 .求证 . 
AJ/ MI, AJ =2MI. 

12, 在 全 ABC 中 ,人 BAC = 30°, 人 4BC = 70?, MM 为 形 内 一 点 ,M4B = /MCA = 20°, 求 
一 MB4 的 度数 ， 

13. 在 全 4BC 中 ,4D 为 人 4 的 平分 线 , M,N 分 别 为 4B,4C 的 中 点 . 若 一 下 ,一 MDN， 
f 成 等 差 数 列 ,求证 :4B , BC,AC 也 成 等 差 数列 . 


第 十 三 音 ”三 角形 外 心 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 


三 角形 的 外 接 圆 的 圆心 简称 为 三 角形 的 外 心 .外 心 有 下 列 有 趣 的 性 质 ， 

性 质 1 三 角形 的 外 心 是 三 角形 三 条 边 的 中 垂 线 的 交点 . 

性 质 2 三 角形 所 在 平面 内 的 一 点 是 其 外 心 的 充 要 条 件 为 :该 点 到 三 顶点 的 距离 
相等 . 

性 质 3 设 O 为 入 4BC 所 在 平面 内 一 点 , 则 0 为 人 4BC 的 外 心 的 充 要 条 件 是 下 
述 条 件 之 一 成 立 : 

(1 一 BOC=2~4, AO0C=27B,/ AO0B =2 0; 

(2) 0B = OC, HB BOC=274. : 

事实 上 ,必要 性 显然 ,充分 性 只 需 注 意 到 定 弱 一 侧 张 定 角 的 轨迹 圆 必 是 唯一 的 即 
可 . 

性 质 4 设 三 角形 的 三 条 边 长 .外接 圆 的 半径 .其 面积 分 别 为 a,5,c,RR,S5。, 则 


_ abc _abe 
R=4SA 或 Ss=4R- 


性 质 5 直角 三 角形 的 外 心 为 斜 边 中 点 ,锐角 三 角形 的 外 心 在 形 内 , 钝 角 三 角形 的 
外 心 在 形 外 . 

性 质 6 三 角形 的 外 心 到 三 边 的 有 向 距 (外 心 在 边 的 形 内 一 侧 的 距离 为 正 ,否则 为 
负 ) 之 和 等 于 其 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 之 和 . 

证 明 对 于 直角 三 角形 ,显然 结论 成 立 . 

如 图 13 -1, 对 于 锐角 和 从 4BC, 设 外 心 0 在 BC = a, C4 = 
AB=C 边 上 的 射影 分 别 为 0,, 0,, 0;, 设 00, = di, 00, = d,， 
00; = d;. 由 4,0;,0,0, 四 点 共 圆 ,并 变 用 托 勒 迷 定理 ,有 

AO: 0,0; = 40 .00 + 40 00,, 

设 全 ABC 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 内 切 圆 半径 为 >. 由 于 0 为 外 8 


心 , 则 01,0,, 0 分 别 为 三 边 中 点 ,于 是 ,上 式 变 为 R- 方 a = 十。 
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入 芋 仿 己 屋 卫 忧 潍 涟 同和 凌 疾 O 


di+ 方 b"ds, 妈 Ra = cd, + bd;. 


同 理 ,有 本 = ad; + ced), Re = bd) + ad,. 
三 式 相 加 ,得 R(at+b+e)=d(b+ec)+ d(c+a)t+ 


d(a+b). QD 
另 一 方面 ,由 Sa Ape 二 S appe 十 Saoc 十 Smas 
有 rl(a+b+c)= ad, + bd, + cdi. © 


人 + 中 式 , 即 得 尽 +r= 四 + 中 +di， 

如 图 13 - 2, 对 于 钝 角 公 ABC ,字母 所 设 同 图 13 - 1, 则 
00; = - d;(d; 为 负 值 ) .在 四 边 形 0; 0:40 中 应 用 托 勤 迷 图 13-2 
定理 ,有 A0,* 00, = 00;* 40, + 40: 0;0,, 即 

cd = — bds + Ra,B Ra = cd, + bd;. 

以 下 均 同 锐角 的 情况 ( 略 ) . 破 di + d+ di=R+r. 


es 3°2°2Rsin/A'2RsinL BrsinLC 2 
注 a 2R(sinS A+sinl B+sin C) | 
sin SB.sin SE, 则 有 di + ds + ds = Rs SB + 008 SI 4 00 SMO) = Ro /A+ : 


cosA B+ cos/ C)= R(1+ 4sin Ssin SE-sin SC) = R(l + 万 ) = R+ r, 即 证 . 


性 质 7 过 和信 4ABC 的 外 心 0 任 作 一 直线 与 边 48 ,4C( 或 其 延长 线 ) 分 别 相 交 于 已， 
Q 两 点 , 则 人 "sin2 人 B+ 他 "sin2 人 C=sin2 人 4 + sin/ B+ sin C, 


AQ 
BP . . | 
或 人 5:sin2LB+ "sm LC= sin2 Lh. 


证 明 如 图 13 - 3, 延 长 40 交 BC 于 及 , 交 外 接 圆 于 天 ,延长 
CO 交 4B 于 FF, 则 


EE Eg 


AF sin2/B 

同 理 , 古 =aia224: 

对 全 ABM 及 截 线 FDC 应 用 梅 勒 劳 斯 定理 ,得 个 .全 .7 = 1. 
BC _BM+ MC _sin2 一 日 +sinm2 一 C 


而 MC MC sin2 B ” 
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于 是 MO _MC.BF sin2 A 
04 BC FA sinm/B+sin/C 


从 而 40-_40 _. sin MB+sin/C | 
AM AO+ OM sim/ A+sinn/ B+sin 7 C 


5em AP-.AO Su BM sin2 C 


SA 4B'Hh4M Sr BC sin B+sinn Ci’ 


Saa0 _ AQ*: AO Sa _ MC _ sinn BB 
Saxcw AC"AM’'Saae BC sin B+sin CG 


由 A240 3am - Dam .Dasm Sas .ay _ AP: AO. sin2 C 
AB* ACG Sa pr Sa nny A Sa ae AB'*: AM sin2 B+sinn C 


用 40 sin2 B " ' 
AC"AM 52 B+ sin7ZC' 即 证 得 结论 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 13 - 4, 在 全 ABC 中 ,0 是 和信 4BC 的 外 心 ,了 是 其 内 心 ,车 BOC = 
人 BIC, 求人 A. 
解 因 /为 其 内 心 , 则 | A 


LIBC+ LICB=(LB+LC)=%0 -超人 4， 


学 西 语 己 恒 征 臣 涟 省 同和 江 闻 O 


故 人 BiC =90p+ 方 人 4. 
又 0 是 其 外 心 ,有 BOC =2 一 4, 从 而 
, 
90 + 5A =2 一 4, 即 一 4 = 60°? 为 所 求 ， 图 13-4 


注 者 口 , 了 为 人 4BC 的 外 心 ,内 心 ,县 4 =60°, 则 有 BOC = 了 BIC, 且 B,C,1， 
0 共 圆 .这 亦 可 以 视 为 三 角形 外 心 (或 内 心 ) 的 一 条 特殊 性 质 . 

例 2 如 图 13 - 5, 在 等 腰 和 4BC 中 , 4B = BC, CD 是 它 的 角 
平分 线 ,0 是 它 的 外 心 ,过 0 作 CD 的 垂 线 交 BC 于 ,再 过 EE 作 
CD 的 平行 线 交 458 于 F .证明 : BE = FD. 

(第 22 届 俄 罗斯 奥林匹克 决赛 题 ) 

证 明 延长 CD 交 折 0 于 N, 作 直线 EN 交 昌 0 于 MM, 交 4AB 
于 6G. 由 0E 垂直 平分 纺 CN, 知 MNC = 人 ECN = NC4, 即 有 
MN/ AC. 

又 了 OEC = 一 0OEN, 即 知 弦 BC 和 MN 关于 直线 OE 对 称 ,从 
而 有 BE = ME. 
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痪 百 言 关切 丘 性 于 汪 个 委 姜 O 


平分 人 BEGC, 故 不 = 表 =- 艇 = 散 ,于 是 BF = DG, 由 此 即 证 得 结 


又 直线 0B 为 全 ABC 和 直线 MN 的 公共 对 称 轴 , 知 BE = BG, ME = GN, 从 而 BE = 


CN ， 
欲 证 BE = DF ,人 须 证 BG = PDF, 即 BF=DCE. 由 EFACN, 且 琵 B 


论 ， 

注 ” 此 例 利用 内 心性 质 ,可 田 证 如 下 : 

如 图 13-6, 作 BO_L 4C 于 HH, 则 80 与 CD 交 于 内 心 工 又 令 jp 
OF CD 于 6C, 则 6,0, 互 ,C 四 点 共 圆 .于 是 人 G0H = 人 DCE =“ 
一 BCD. 从 而 0,7 EC 四 点 共 圆 , 故 OOBC = 人 0CB = 一 BE , 即 图 13-6 
IE= BE.X/IEC=2/ 0BC= /ABC, 有 IE/ BD. 

又 EF// D, 即 四 边 形 IDFE 为 平行 四 边 形 , 故 

DF=1E= BE. 

例 3 如 图 13 - 7, 设 4D 是 公 4BC 的 人 BA4C 的 平分 
线 ,0 是 人 ABC 外 接 圆 的 圆心 , 0, 是 入 4BD 的 外 接 圆 的 圆 ” 一 
心 , 0, 是 入 4DC 的 外 接 圆 圆心 .求证 :00, = 00，,. 

(1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 设 00, ,00,( 或 其 延长 线 ) 分 别 交 AB,4C 于 E，“、， 
FF, 则 易 证 4,E,0, 下 四 点 共 圆 . ~ 

连 010;, 014, 01D, 0;4, 0;D, 则 0;,0, 垂直 平分 
AD, 故 有 4010, = ABC ,40,0, = 一 4CB 

于 是 个 40;0,wm 人 人 4BC. 

连 01B8,0,C, 必 有 全 401BW 人 40,C, 故 4BO, = 4C0; .从 而 延长 BO , C0， 
必 交 四 0 于 一 点 4' ,显然 人 BA’'C = BA4C ,注意 到 人 BAC + 0100,=180°, 知 4',0,， 
0,0; 四 点 共 圆 . 

又 4 平分 ABC, 即 一 B4D = DAC, 从 而 了 BOLID = DO;C, 故 人 人 0,BD = 
DCD, 即 人 A4'BC 为 等 腰 三 角形 . 连 4'0 并 延长 交 BC 于 财 , 易 证 41 垂直 平分 BC， 
L040= 人 0,4'0, 故 0,0 = 00，,. 

注 ”注意 到 连 心 线 与 公共 弦 垂 直 , 则 有 如 下 简捷 证 法 : 设 0.0, | 4D 于 天 ,由 4， 


K,0,,F 四 点 共 圆 ,有 010,0 = 人 KAF = 方 人 4; 由 4,K,E,01 四 点 共 圆 ,有 人 0;010 = 


时 
生 
| 
全 

多 


人 BEMK = 二 人 4, 故 和 000; 为 等 腰 三 角形 ,从 而 有 00, = 00，， 
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例 4 如 图 13-8, 设 和 4BC 的 外 心 为 0, 若 0 关于 BC4,4B 的 对 称 点 分 别 为 
4A',B',C' ,求证 :(1) 44’,BB’,CC' 交 于 一 点 ;(2) 若 BC,C4,48 的 中 点 分 别 为 41,B,， 
GC, 则 P 为 全 &h BC 的 外 心 ， 

证 明 (1) 由 四 边 形 0B4'C 的 对 角 线 互相 平分 , 知 

A'C ZZ BO. 

同 理 , C'A 和 B80, 则 4’'C CC4, 即 四 边 形 4C’4'C 为 平行 四 
边 形 , 故 知 44’, CC 与 它们 的 中 点 P 相交 . 

同 理 , BB' 也 过 点 P, 即 44', BB’', CC’' 交 于 一 点 PP. 

(2) 由 于 4 ,0 关于 BC 对 称 , 易 知人 BCA’ = BCD = 90? - 
了 4, 有 是 4'C= 0C= R( 全 ABC 的 外 接 圆 半径 ). 设 BC = 4a,04h = 
,4B = c, 在 和 4C4' 中 ,由 图 13-8 

44” =R+b -2Rbco( LC+00 ~- AA)=R+b -2R:sin(/ A- LC) 

=R+b -2Rb(sin/ A'cos/ C— cos A'sin C) 

=R+b -ab:co C+ be:coss A 

= Rb -ab te thd te Rt ta. 
同 理 , BB 了 =RR+o te-b,CC = Rt+toa+b-e. 


从 而 Pp’ = (RR +o + eb), PC =(R + + e). 


讶 皇 村 己 相 玫 旺 洛 直人 同和 江 郑 O 


注意 到 三 角形 的 中 线 长 公式 ,有 Ph; = 才 [2(PB: + PC2) - BC]= [二 (RR+ a+ 
Peo+tR+ta+b -ee)- oa]=4R. : 


同 理 , PB1 = RF, PC? = 广 RR?, 故 Pr 为 人 ALB CGC] 的 外 心 ， 


注 对 于 第 (2) 问 ,充分 运用 中 点 的 性 质 可 另 证 如 下 :由 于 P 为 44' 的 中 点 ,B, 为 
4C 的 中 点 , 则 PB， 2 十 4C. 同 理 , PC, L241B. 而 A'C= 4A'B, 从 而 PB, = PC, . 同 理 ， 


= 
P4 = PB . 故 P 为 人 4,B,C, 的 外 心 . 
例 5 如 图 13-9, 在 人 4BC 的 边 4B, BC ,C4 上 分 别 取 点 P,0,S. 证 明 : 以 人 APS， 
全 BQOP, 公 C50 的 外 心 为 顶点 的 三 角形 与 全 4BC 相似 . 
证 明 设 01, 0,, 0 分 别 为 全 4PS, 和 人 BOP, AcCSso 的 外 心 , 作出 六 边 形 
0, PO; 003 5. 
由 人 PO1,S=2 人 A, 人 00;P=2LB, 人 L5080 =2 人 LC, 即 知人 PO1S+ 人 O00,P+ 
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曾孙 言 居民 五 性 藻 误 同和 并 站 O 


| AHhCB. 


sh Wn 


A EE 


专 题 研 究 系 列 


本 S03Q = 360°, 从 而 0) Po + 0;00; + 人 0;50| = 
360°, 

将 全 0,00; 绕 0, 点 旋转 到 人 和 全 KS0, 处 , 易 知 全 KS50, 组 
人 0,PO1, 同时 可 知人 和合 010,0; 盏 人 OKRKDO,， 从 而 


了 ”000,= /KO,0, = 方 人 OiO1K = 方 (L0015 + 


ea (L0015 + /PO,0,) = 方 人 PO'S 


人 4. 同 理 人 0,0;,0; = 一 B, 故 入 0 0: 0 和 A45C. 

例 6 如 图 13 - 10, 在 等 采信 4BC 中 ,P 为 底 边 BC 上 任意 

一 点 ,过 已 作 两 腰 的 平行 线 分 别 与 4B ,4C 相交 于 0,R 两 点 ,又 
P 是 关于 直线 RO 的 对 称 点 .证明 ; P' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 . 

(1950 年 匈牙利 竞赛 题 ) 

证 明 连 P'B,PC,P0O,P'P. 由 PO/W AC, 知 OPB = 


又 ACB = 了 ABC, 有 人 QPB = 0BC, 故 0P = 08. 
因 P,P 关于 RQ 对 称 , 则 OP= OP , 故 PO = 0P = 08, 即 
0 为 会 PBP 的 外 心 . 
同 理 , PR = PR = RC, 即 R 为 会 P'PC 的 外 心 . 
于 是 ,/P'0B =2P'PB=2(180°- LPPC)=360°- /PPC-/PPO- /RPC 
=360°- LPPC- /PPR-/APCR=/APRC. 


又 OP = QB, RP' = RC, 即 0 EE 人 =1, 从 而 全 POBwDAP'RC, 即 P'BA = 


全 P'C4, 故 P' ,B,C,4 四 点 共 圆 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 抓 住 外 心 条 件 ,充分 运用 外 心性 质 
例 7 锐角 和 4BC 的 外 心 为 0, 线 段 04, BC 的 中 点 分 别 为 
M,N,/ ABC = 4 OMN,/ ACB = 6 OMN .求人 /OMN. 
(1995 年 日 本 奥林匹克 试题 ) 
解 ” 如 图 13 -11, 设 人 OMN = 9, 则 人 ABC =40, 人 4CB =60, B€ 
BAC=180°—- (40+60) = 180°- 100. 


又 ANoc = 二 人 BOC= 一 BMC-= 180° - 100 ， 
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MOC = /AOC = 2 ABC = 80. 
从 而 一 MON = 89 + (180° -108) =180° -20, 人 ONM =180- (180° -20+0)=0= 


人 OMN, 即 人 OMN 为 等 腰 三 角形 , 故 ON = 0M = 方 04= 方 0C， 


又 LONC =90", 则 一 NOC = 60°. 

而 NOC = 180? - 109, 故 OMN = 0 = 12°. 

例 8 如 图 13 - 12, 设 人 4BC 是 锐角 三 角形 ,外 接 圆 圆心 为 0, 半 径 为 R.A40 交 
从 BOC 的 外 接 圆 于 点 4 , BO 交合 CO4 的 外 接 贺 于 点 B', CO 交 公 408B 的 外 接 圆 于 点 
C .证 明 ; 04'* 08 OC' 二 8R ,并 指出 在 什么 条 件 下 等 号 成 立 . (IMO - 37 预选 题 ) 

证 明 作 公 B80C 的 外 接 圆 直径 0D , 连 4 ,CD , 则 C 

04'D = 了 OCD =90P ,从 而 


mn。 Nn _ p. cAOD 
04' = OD"cos LA'O0D = ROAD ， 


易 知 0D | BC, 于 是 人 人 COD = 4, 4’0D = 180。- 
LCOD- AA0C=180°- AA-2LB=LC-LB, 即 04A’ = 
R.AELC- LB) 


cose” A 


_ pcos(/ A- LC) mv pcos(AA- AB) 
同 理 ,0B’ = R700' = Re 人 
于 是 04:0B8’: O00 =8R 
cos( SA- LB).co8( LB-LC) .cLC-LA4). , D 
co C cos A cB > 


而 叶 ( 人 4 如 cos A"cos B+sin A'sin B 1 + co A'cot SB 


OO 一 ro 


着 令 x =cotAA*cotAB,y = cotAB'cotAC,z= cotAC'cotAA, 则 对 任意 三 角形 
有 x+y+z=1. 而 对 于 锐角 三 角形 , x,y,z 均 为 正 数 , 1+-=*+Y+z+% - 


1-—-x w+y+3s—% 


V (x+y)(x+2z) V(x+y)(y+z) 
(x+y)+ z+*) 2y. ++ 可. 同 理 ,入 >2 (x+y)(y+2) 1+2 


y+Z 天 十 三 1 


VY (*+z)(y+z) 于 是 D 式 得 证 , 故 原 结论 获 证 . 


鞠 十 六 
例 9 如 图 13 - 13, 设 锐角 和 4BC 的 外 心 为 0, 从 4 作 BC 的 高 , 垂 足 为 P, 且 
~ BCAABC+30°. 证 明 ; CAB + 一 COP < 90°. (IMO - 42 试题 ) 


证 明 令 人 CAB -=a, 一 4BC=8, BCc4 =7y, COP=10. 设 民 ,O 为 友 4,P 关于 
BC 的 垂直 平分 线 的 对 称 点 ,R 为 全 4BC 的 外 接 圆 半径 , 则 04 = 0B = 0C = 0K = RR. 


179 . 


汪 酝 计 居 要 和 尾 滋 二 同和 站 站 O 


沉着 言 关 车 避 虫 汶 二 同和 江涛 O 


由 于 KQPA 为 矩形 , 则 OP = 而 ,及 一 40OK = AO0B - 
LKOB= /AOB - /AOC =27 -28>>60°, 由 此 及 04 = 0K=RR 
得 KR*0P>R. 

利用 三 角形 的 边关 系 不 等 式 , 有 

OP + R= O00+ OC> QC= OP+ PC>R+ PC, 故 OP > PC. 


在 人 COP 中 ,一 PCO > 人 G， 由 a= 方 和 BOC = 方 (180? - B‘ 


2 PCO) =90? -了 PCO ,得 a +5<90°, 由 此 即 证 . 

例 10 如 图 13 -14, 设 锐角 和 从 ABC 的 外 接 圆 w 的 圆心 为 0， 
经 过 4,0,C 三 点 的 圆 w, 的 圆心 为 kK, 且 与 边 4B 和 BC 分 别 相 交 
于 点 凡 和 闵 , 现 知 点 工 与 天 关于 直线 MN 对 称 .证 明 : BL | 4C. 

(第 26 届 俄 罗斯 奥林匹克 题 ) 

证 明 设 人 人 ABC = Be<45°, 了 BAC = a, 则 了 4A0C =28, 从 而 在 


圆 w, 上 不 包含 点 0 的 弧 40C 的 变量 等 于 48， 

由 于 入 ABC -全 (406- WMN), 即 8 一 二 (48- MN) ,从 而 
MN 一 28, 即 圆心 角 人 MKN =28. 

由 工 与 KK 关于 MN 对 称 , 得 人 MLN = 28, ML = LN. 注 意 到 


MBN = 8B, 推 知 上 L 是 和信 MBN 的 外 心 ， 
又 由 于 四 边 形 AMNC 内 接 于 图 w , 故 知人 BNM = 人 人 BAC =a. 在 人 MBN 的 外 接 圆 


中 ,BLM 为 圆心 角 , 所 以 BLM = 2a .在 全 MBL 中 ,MBL = LIMB =3(r- 2a) = 


六 a; 由 于 人 ABL + 人 BAC = (F -a)+a= = > ,所 以 BL | BC. 


对 pe 

2. 揭示 外 心 条 件 , 灵 活 运 用 外 心性 质 

例 11 如 图 13 - 15, 非 等 腰 和 4BC 的 内 切 贺 圆心 为 0, 其 与 48,BC 和 C4 分 别 相 
切 于 点 C ,4 和 B.A41,8B, 交 圆 于 4,,B,. 公 4A1B1C 的 人 C41B, 和 C1B,4, 的 
平分 线 分 别 交 Bl C 和 41 Cl 于 点 4，,B, .证 明 :(1)4,4; 是 了 BA4,C, 的 平分 线 ;(2) 如 
朱 已 和 Q@ 是 人 4,4,43 和 他 Bi B,Bs 的 两 外 接 圆 交点 , 则 点 0 在 直线 Po 上 . 

(2001 年 第 50 届 保 加 利 亚 奥林匹克 题 ) 

证 明 (〈1) 连 Ci4: ,由 一 Ci44 = 一 4i4C ,AhCid4 = 一 MGC ,知人 4C 4 wm 
C1A, A4, 
AIC! 4h4C 


全 44| Gl ,如 有 
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同 理 , 连 A,B, ,由 和 公 A4,B， nA AB, Ad, ,及 A = 4 有 ， 二 


四 CCA, _ 4,B, 
由 AC) = 45: ,有 让 6 = 刀 直 ， 印 有 


CA AC Ch 


ee————— 


BiA, BA, B,A,’ 

于 是 , A, 4; 为 一 Bi42 Ci 的 角 平 分 线 . 

(2) 设 人 414;4;, 全 BiB,B; 的 外 接 圆 圆心 分 别 为 0,， pg 
0,, 连 00; ,04: ,0 4: ,04 04 ,于 是 00,.| A, 4 ， 

由 于 4 44 = 人 人 ACA + 一 Cd4 + CAA,= 


守 天 说 莹 车 -攻心 玖 进 辐 入 郊 O 


LA 和 Ci = 六 (一 GaB+ Ci 有) = 人 A1Cihs+90°, 所 以 有 
L42010=3LA410141 =180° -LAAhshs =90p- LA Ch 


又 人 A1410=90°- Lh1001=90"- 方 和 A1041 =90°- 人 AiCih,， 


从 而 一 40,0= 一 44;0, 因 此 一 04,0 =90°. 

站 点 0 对 圆 0, 的 寡 为 00? - 043 = 047. 

同 理 , 点 0 对 圆 0, 的 宕 为 00? - 0, 4? = 04:. 

而 041 = 04: ,因此 点 0 对 这 两 圆 的 睾 相等 , 故 点 0 在 两 圆 的 根 轴 PO 上 

例 12 如 图 13- 16, 设 0,7 分 别 是 人 4BC 的 外 心 和 内 心 , 4D 是 BC 上 的 高 ,了 在 
线段 0D 上 .求证 :人 4BC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 ， 

(1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 设 DO 的 延长 线 与 边 4C 相交 于 吾 , 则 由 内 心 .外 心 
的 性 质 , 有 

Hsin B 十 CAsin ZA = sin C+ sin B+ sin A, 

sin2 LB KEsin2 ZA ee 

上 述 两 式 可 变形 为 (右边 的 部 分 项 移 到 左边 后 整理 ) 图 13 - 16 


BPsin /8 + 外 mm 24= sinZLC, 0 sin2 LB+ 人 sin2 人 A =sin/C. 
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售 囊 汪 记 从 于 届 涟 放 间 入 糯 O 


上 述 两 式 相 减 ,得 名 (守信 _ sn 人 8) = Sn26 -ap 人 6 0 


sin A sinn/A’ sn A sinn/ A' 


BD cos/ BAB coss B'sin C 
由 ADLBC, 有 pC = cosF Ci AC = cos TF CisinFB © 


将 加 式 代 人 加 式 , 整 理 得 cos A = cos 人 B+ cos 一 C. 
亦 即 1 - 2sin 六 人 4 =2c0s 5 (LB + LC) e083(LB -/C). 


从 而 1 =2sin 方 人 A"(cos 了 了 人 Bcos 方 人 C+sin 示 人 Brsin 方 人 C)+2sin? 二 人 4 
方 和 4 Cs 7 LB oo 本 CC + 2sin 本 4(sin 方 人 4 i 廊 人 B: 
sin 方 作 C) 
=4sin 广 Acos 方 人 B'co8 方 人 C. 
设 BC = a,AC = 6b,AB=c, 公 ABC 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 与 BC 边 相 切 的 旁 切 圆 半 径 


为 mn, 人 4BC 的 面积 为 $A, 则 Se = 广 be'sin 人 4A= 方 r.(b+c-a), 从 而 


» = b'sin A _ yp, sin /A'sin B'sin SC 
"b+c-a sin B+sin” C—-sin A 


“16Rsin 广 Acos 方 人 4A"sin 方 入 Bcos 方 人 B'sin 广 sin 人 Coos 志 人 C 
加 ee .1 1 
4sin 放 人 8 sinF LC cos 有 
i a i 
=4Rsin 7 人 4 COS 5B CO8 3 人 C=R. 


注 ”和 孙 暂 先生 撰文 (《 中 学 数学 》2000 年 第 4 期 P48) 指 出 :这 道 联 赛 题 与 下 面 的 第 
38 届 IMO 预选 题 是 等 价 的 ， 

在 锐角 入 4BC 中 ,4D, BE 是 它 的 两 条 高 , 4P, BO 是 两 个 角 平 分 线 ,1,0 分 别 是 它 
的 内 心 和 外 心 .证 明 ;: 点 DD,E,I 共 线 当 有 目 仅 当 P,0,0 共 线 . 


【模拟 实战 】 
习题 A 


1. 设 锐角 公 4BC 的 外 心 为 0, 过 4、.0、B 三 点 的 图 分 别 与 直线 BC 、Ch 交 于 P、0. 求 
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证 :CO Po. 

. 设 入 4BC 的 外 接 圆 0 上 的 劣 弧 BC 的 中 点 为 开 , 优 弧 BC 的 中 点 为 8, 线 段 AK 与 BC 边 
交 于 万 ,点 五 下 分 别 为 A4CD .全 48D 的 外 心 . 试 证 :4A 、E、0、F、S 五 点 共 圆 . 

. 设 0 为 全 4BC 的 外 心 ,射线 40 、B80 .CO 分 别 与 A4BC 的 外 接 圆 交 于 A'、B'、C’ . 求 
.og 

4. 设 了 为 和 465C 的 内 心 , 人 JBC、 会 1C4A、 全 MB 的 外 心 分 别 为 0, 、0 、O. .求证 ， 
会 040s0c 与 人 4BC 有 公共 的 外 心 . 

. 设 0、I 为 不 等 边 公 ABC 的 外 心 和 内 心 , 一 4 的 外 和 角 平 分 线 交 @O 于 也 . 若 O1 = 


方 4D, 求 证 :三 边 长 4B, BC, C4 成 等 差 数列 . 


tw 


ay 


Cn 


.已 知 0 是 人 4ABC 的 外 心 ,40 或 40 的 延长 线 交 BC 于 点 .求证 :人 UL = S25 
. 设 0, 末 分 别 是 锐角 全 4BC 的 外 心 与 垂 心 ,点 DD 在 48B 上 ,4D = 4H, 点 EE 在 AC 上， 
AE = 40 .证 明 ; DE = 4E. 


8. 设 4BCD 是 一 个 梯形 , 4D / BC,E 是 4B 上 任意 一 点 ,那么 全 4ED, 公 BEC 的 外 心 
DC 
0, 5 0O, 之 间 的 距离 是 一 个 定 值 , 且 人 | (2 二 Dan B 


| 


~ 


‘DD 


. 设 公 4BC 的 外 接 圆 0 上 的 劣 弧 BC 的 中 点 为 RR, 优 弧 BC 的 中 点 为 5, 线段 4R 与 边 BC 
到 于 DD. 点 忆 ,FF 分 别 为 人 4DC ,会 ABD 的 外 心 . 试 证 4,E5,0,F,5S 五 点 共 圆 . 
10. 设 0 为 全 ABC 的 外 心 , 连 40 并 延长 交 人 4BC 的 外 接 贺 于 DD, BC 的 延长 线 与 过 万 
点 的 @0 的 切线 1 交 于 P, 直 线 PO 交 4B 于 NN, 交 AC 于 及, 求证; OM = ON. 
11. 平行 四 边 形 4BCD 中 ,下 为 4D 上 任 一 点 ,过 怕 作 EF 与 4B 的 延长 线 交 于 下 , 连 
CE ,CF, 设 全 CDE 和 公 EAF 的 外 心 分 别 为 0,,0,, 公 CBF 的 外 接 圆 半径 为 RR. 求 
证 : 0, 0, = RR. 
12. 在 人 4BC 中 ,4B= 4C,0 在 BC 边 上 , 作 QM/ C4 交 AB 于 M,ON/ BA 交 AC 于 N， 


又 作 Q 关于 直线 MN 的 对 称 点 .求证 : (1) $C = 9;(2) 公 PBC 人 ANM. 

13. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = BC = AC = AD,AH1 CD 于 H,KCJ]BC 交 AH 于 开 . 求 证 : 
Si =B4K. BD， 

14. 已 知 44' ,BB' ,CC' 是 锐角 全 4BC 的 三 条 高 ,过 4 作 直 线 11.L B'C', 过 B 作 直 线 
5 C4 ,过 C 作 直线 1 | 4’B' . 试 证 明 ;1 ,1,,i, 相交 于 一 点 . 
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和食 卫生 记 从 于 眉 冰 遇 间 计 站 O 


备 隔 言 芝 蛋 捷 楷 构 直人 由 入 交口 


hy 


tn 


~ 站 


习题 B 


. 三 个 全 等 的 圆 有 一 个 公共 点 天 ,并 且 都 在 人 4BC 内 ,每 个 圆 与 人 4BC 的 两 条 边 相 


切 . 证 明 ; 公 ABC 的 内 心 , 外 心 0 与 玉 共 线 ， (IMO - 22 试题 ) 


-加 0， 与 0, 相交 于 P,0,@0, 的 纺 P4 与 @0, 相 切 ,0, 的 弦 PB 与 加 0 相 


切 . 设 入 P4B 的 外 心 为 0, 求 证 : 00_| PO. 


. 试 证 :过 圆 内 接 四 边 形 两 对 角 线 交点 作 任 一 边 的 垂 线 , 必 过 以 其 对 边 为 一 边 , 以 交点 


为 一 顶点 的 三 角形 的 外 心 . (下 拉美 十 塔 定理 的 推广 ) 


. 四 边 形 ABCD 内 接 于 QO, 对 角 线 4C 与 BD 交 于 P, 设 入 4BP, 作 BCP, 作 CDP 和 


全 DAP 的 外 心 分 别 为 0 CD OO 9 0; # 0, .求证 ; oP, 0 (3 4 人 2 0O, 三 线 共 点 = 
(1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


+. 在 从 ABC 中 ,了 B =2/C,P 是 形 内 一 点 ,满足 AP = AB, PB = PC .求证 : PAC 三 


1 
配 忆 84C ， 


. 试 证 :任意 入 4BC 的 外 心 到 三 边 的 距离 之 和 不 小 于 内 心 到 三 边 距 离 之 和 ， 
.@4,@B 相交 于 C,D, 且 它们 都 与 G0 内 切 , 切 点 为 W,N, 射 线 CD 交 昌 0 于 P， 


PM 交趾 A 于 五 , PN 交 昌 BB 于 下 .证 明 ; EF 是 四 4 和 @B 的 公 切 线 . 


| cosC 3 
. 人 ABC 为 锐角 三 角形 ,求证 :一 [BC A 十 co A B)> 7- 
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第 十 四 音 ”三 角形 重心 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


三 角形 三 条 中 线 的 交点 称 为 三 角形 的 重心 .三 角形 的 重心 有 下 列 有 趣 的 性 质 ， 
性 质 1 设 G 为 人 48C 的 重心 , 连 46 并 延长 交 BC 于 DD, 则 DD 为 BC 的 中 点 ， 


AD* = 三 (482 + 4C2) -了 工 BC2, 上 且 46:GD =2:1， 
性 质 2 设 EC 为 人 4BC 的 重心 ,过 G 作 DE// BC 交 AB 于 D, 交 AC 于 E, 过 CGC 作 


PF//AC 交 4B8 于 P, 交 BC 于 F, 过 GCG 作 KH// 4B 交 AC 于 K, 交 BC 于 昌 , 则 
DE Fp KH 2 


(Dpc=cA Ap- 3DBC +C4 +Ap =2 
性 质 3 设 6 的 重心 ,P 为 会 4B8C 内 任 一 点 , 则 
(1)4P + BP’ +CP = AG + BG + CO +3PC2; 


(2) CA? + CB’ + CGC? = 3(AB’ + BC+ C42 )， 


证 明 (U 设 刀 为 BC 边 上 的 中 点 , 则 对 人 4PG 和 个 DPC 分 别 应 用 余弦 定理 ,有 
4P = 46 + PO’ -246. PG cos/ AGP, PD’: = DG + PC? - 2DG* PG' cos DCP ,而 
AG =2DG ,cos 人 AGP = - cos DGP, 于 是 ,有 AP? +2PD? = 4C62 +2DC2 +3PC. 

又 PD,D6G 分 别 是 全 BPC 的 BC 边 , 全 BGC 的 BC 边 上 的 中 线 , 有 2PD? = PB? + 


PC? -3 BC’,2DC? = BG* + CG? -地 BC?, 从 而 AP? + BP2 + CP? = 462 + BC2 + CC + 
3PpC?. 
(2) 由 性 质 1, 有 地 AG? = 地 (AB? + 4C2) - 二 BC’, BC? = 二 (4B2 + BC’) - 本 4C?， 
所 CG?= 方 (BC?+ 4C2) -十 AB?, 此 三 式 相 加 ,整理 即 得 
AG + BC2 + CC? -3(AB’ + BC + CA?). 
注 ”由 此 性 质 即 得 到 三 角形 中 的 莱 布 尼 兹 公式 ， 
AP?* + BP’ + CP’ =3PC? + 3(AB’ + BC? + CA’). 
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闸 瑟 党 所要 手 尾 泣 四 加 蔡 上 


性 质 4 设 6 为 人 4BC 内 一 点 ,G 为 人 ABC 的 重心 的 充 要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 : 
人 一 Sa ce 一 ac 一 本 Sauci 
(2) 当 点 G 在 三 边 8C, C4, 4B 上 的 射影 分 别 为 D,E,F 时 , GD' GE' GF 值 最 大 ; 


(3) 当 AG, BG, CG 的 延长 线 交 二 边 于 D,E,F 时 ,Sore = Caang = Sacsrci 


(4) 过 6 的 直线 交 4B 于 P, 交 4C 于 Q 时 ,各 +4 生 =3; 


(5) BC + 3G4 = CA + 306B’ = 48 +3CC 

证 明 (1) 必 要 性 :延长 A46 交 BC 于 D, 则 DD 为 BC 中 点 ,有 Sapm = Saem， 

Sagpc = Sa ce , 故 号 Ahca = Dancc- 

同 理 ,SAMer = Sa gec , 收 Sa cap = S a cpc > Sa ce = 村 Same. 

充分 性 :如 图 14 -1, 令 6 为 人 4BC 内 一 点 , 连 4G 并 延长 交 BC 
es 万 , 连 BG 并 延长 交 AC 于 EE. 记 he 三 Sa 三 Sa cn 三 $, BC = 
a CA=b,APB-= Cy appe = Si Same = $2, BD = x%, DG = YY. 

由 81=y*sin 人 BDC,S;= 广 (a -x)y*sinLCDC = 


x)"y*sin(180° - A/ BDG) = 了 (a 一 x) .ysin 乙 BDC, 故 时 = 二 四 


5, Si:+S 3 四 _ 
二 8 8 , 亦 即 S = %,S2 = (0 —%). 


只 i = 方 cx'sinL 有 =S+S = 之 (a+x). 
Sa = 方 ie-xz)'sinZLC=S+S = 过 (2a-x)， 


再 由 正弦 定理 ,得 号 sm = 1, 于 是 ,由 上 述 两 式 ,有 -和 = 寻 + 气 ,于 是 x = 各， 


a—% 2a-x 
艺 4D 为 人 ABC 的 边 BC 上 的 中 线 . 
同 理 , 可 证 BE 为 人 4BC 边 AC 上 的 中 线 . 
故 6 为 人 4ABC 的 重心 . 
注 ” 由 此 性 质 即 可 推 知 三 角形 的 重心 到 各 边 的 垂 线 段 长 与 边 长 成 反比 . 
(2) 充 分 性 与 必要 性 合 起 来 证 . 
设 三 角形 三 内 角 4,8,C 所 对 的 边 长 分 别 为 a,b,e. 记 GD =x,GE = 7Y,GF =z, 由 


Sa cac = 广 ax, Sa = 广 妙 ,Saow = 方 02; 知 ax + by + cz 二 25annc 为 定 值 .由 三 个 正 数 
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3 

的 平均 值 不 等 式 ,有 ax 落 :c< (至 二 的 填写 六 = 晤 Se, 即 qz 区 ee .此 式 当 目 

仅 当 ux 一 by = C2 时 , 即 Sa cpr 和 Sacae 三 So 时 等 号 取得 ， 即 G 为 人 人 ABC 的 重心 时 , 结 
论 成 立 . 

(3) 仅 证 充分 性 ;如 图 14 - 2, 设 Sypr = Sagpp = Sawpe = 1， 


AP 
Yas = %, Sagpr = y, Sacro = 2 由 万 人 


y+z=x%+1l, 中 x+x=y+1, Oxy+y=z+1. © 

由 只 -加 得 z(y -x)+z-x=x--y, 即 

z—x=(x-y)(l+z2). 图 14-2 

间 理 x-y=(y-z)(l+x),® y-z=(z-x)(l+y). 四 

者 x=y 代 人 图 得 z=x*. 即 有 zx=y=z, 再 代 人 人 得 x=1, 故 x=y=z=1. 

若 xzy, 则 yx,z#x, 由 x @x@ 得 (1 + x)(1+ y)(1+z)=1,@ 而 ,yy,z 
为 正 数 , 则 1+x>1,1+y>1,1+z>1, 等 式 @ 无 正 数 解 , 故 只 有 正 数 解 x = y = z = 1， 
即 证 . 

(4) 必 要 性 ;如 图 14 - 3, 设 形 为 全 4BC 的 边 BC 上 任 一 点 ,直线 PO 分 别 交 4B， 
AM,AC 于 P,N,0, 连 PM, OM. 


则 MM AN+NM _ Somo + Somo _ Sanpy + Sa 


AN AN Sa ap AP: AQ 
AB: AC 
AP 
sn 
A .A0., ~ AP 
AB AC “SABc 
当 NN 为 全 ABC 的 重心 时 , M 为 BC 中 点 ， 
a AB 4C _ 图 14-3 
3:2, 由 此 即 证 得 结论 和 5 +t = >， 


充分 性 : 设 和 全 4BC 的 一 边 48 上 有 P,P, 两 点 ,在 另 一 边 4C 上 有 0,, 0, 两 点 .车 


人 0 = 花 + 你 =3, 则 可 证 得 PQ, 与 P,Q, 的 交点 6G 是 全 ABC 的 重心 . 
事实 上 ,如 图 14 -4, 连 4G 并 延长 交 BC 于 MM, 过 8,C 分 别 作 AM 的 平行 线 交 直线 

Bp, oO ， PP, 0: 分 别 于 | ， Y, Sp ， Y ,于 是 ,由 

AB CO 


AB ,4C 1 有 2 CQ 
AP' +AO' = (1+ Ap)+(l+ 


Ma AQ, 
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储 可 全 富 层 世 帐 潍 记 加 诛 姜 O 


峰 和 宣 喔 导 忆 竺 溢 负 同济 眉 0 


pe Fe a 


At ， 


_BP， CO， BX CY, 
有 1= 本 +40=46+45， 


同 理 , BX, + CY, = 4C， 

从 而 BX, +C = BX, + CPP, 即 BX, - BX, = CY, - 
CY ， 

亦 即 XX, = Y,Y,. 


即 BX + CY = AG. 


而 XX/AYY, 从 而 易 判 断 公 GX1 Xs 符合 GY, 六 图 14-4 
所 以 CXT = GY , 推 知 BM = MC ,TT AM 为 入 ABC 的 BC 边 上 的 中 线 , 亦 即 CM 为 梯 
形 BCY X 的 中 位 线 . 


此 时 BX, + CY, =26M. 
由 BX + CY, = 46, 故 46 =2GM. 由 此 即 知 6 点 为 人 4BC 之 重心 . 即 满足 4p + 全 =3 


AQ 
的 直线 PQ 过 其 重心 ， : 
($5) 必 要 性 : 设 4D 为 BC 边 上 的 中 线 ,G 为 全 4BC 的 重心 时 ,由 中 线 长 公式 ( 即 性 


质 1), 有 (24D)* =2(4B82 + C4?) -BC ,从 而 BC + 3G4” = BC + 3( 子 4D) = 有 BC2 + 
本 (24D) =- 邱 (4B + BC + CA?). 
同 理 , C42 + 3GB? = 地 (4B’ + BC2 + CA?) = 4B2 + 3GC7. 


充分 性 :注意 到 结论 ,给 定 人 4BC 后 , 若 点 C 满足 G4? - GB? = 本 ( C4? - BC? ) 为 党 


数 , 则 点 G 的 轨迹 是 垂直 于 直线 4B 的 一 条 直线 ,并 且 这 条 直线 过 入 4BC 的 重心 .事实 
上 ,以 4 为 原点 ,4B 所 在 直线 为 * 轴 建 立 坐标 系 , 设 G(x*,y), 则 4C? = 好 + 六 ,BC = 


(x-c)+y ,其 中 4B =c. 因 此 ,由 6G4? -6B =2cr -ce =- 王 (C4: - BC), 得 6 的 坐 
标 为 (C4_= 8C +345 ,y) , 即 证 得 前 一 断言 ,后 一 断言 可 由 性 质 4(4) 推 证 :由 AB 上 


的 点 P(CtL =- 5C +34B ) ,0) 知 4P 的 长 度 ,可 求 得 4C 上 的 线段 40 的 长 度 为 
AP AC(CA*- BC +34B) jp,AB 4C _ 
cos BAC 3(AB’ + 4C2 - BC’) , 故 4P 40 
性 质 5 设 已 是 锐角 入 4BC 内 一 点 ,射线 AP、BP、CP 分 别 交 边 BC 、C4 、4B 于 点 
D、E、F, 则 P 为 全 ABC 重心 的 充分 必要 条 件 是 ADEPwm 人 4BC. 
证 明 ”充分 性 ;如 图 14 -5, 设 PEF =a,CPE = B,CPD= 7Y,/EBC=a’, 并 
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专 题 研 究 系 列 


分 别 用 4A、B、C 表示 BAC /ABC /ACB. 
在 人 DEF 中 ,对 点 P 应 用 角 元 形式 的 赛 瓦 定理 , 有 


Sin PEF sin PDE ,Sin PFD =1, 
sin PED Bin PDF Sin PFE 


即 sine sin(x~B—-y-B+a) 
sin(P—a) sinA-r+B+Y+B-a) 
sintC 一 +a)_ 1 
sin(P -ea) B 


在 人 4BC 中 ,对 点 P 应 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 


PP 


即 Sine” sinktr 一 有 -yy- Bi+a’) sin( C—- B+a’) 


sin(B—a’) ‘sin(A— n+pB+7Y+B-a) sin(p-a’) 
sin(x—B—-Y—-B+x) pe 
设 ) = m7) x ) i x) 人 x) 
Hx,B- sn-B-Y-B+tx,A-ntB+y+B-x,C-B+x,B-xE(0,F), 易 


知 f(x) 递 增 , 于 是 由 f(a) = fo) 可 得 ge = e ,所 以 EF//BC. 
同 理 可 得 DF // 4AC, DE /W 4B .从 而 有 


FB EC’'FB™ BD’BD ™ AE: 

所 以 AF = FB, BD = DC ,EC = AE. 故 P 为 人 人 ABC 的 重心 . 

必要 性 :显然 ( 略 ) . 故 命题 获 证 . 

性 质 6 三 角形 重心 G 到 任 一 条 直线 1 的 距离 ,等 于 三 个 顶点 到 同一 条 直线 的 距 
离 的 代数 和 的 三 分 之 一 . 


事实 上 , 若 设 三 顶点 4,B,C ,重心 C, BC 边 的 中 点 村 到 直线 1 的 距离 分 别 为 d，， 


dssdcsdesdns 则 do = du+ 委 (dw - de),dw = 二 (ds + dc). 两 式 相 加 , 即 有 
d.. = 本 (di 十 dp + ds 


注 由 此 性 质 可 推 知 ; 设 作 一 直线 使 三 角形 三 个 顶点 到 它 的 距离 的 代数 和 为 零 ， 
则 它 通 过 重心 .所 以 这 种 和 为 定 值 的 直线 与 一 个 以 6 为 圆心 的 圆 相 切 . 

性 质 7 设 G 为 人 4BC 的 重心 , 若 4G: + BG? = CC?, 则 两 中 线 4D 和 BE 垂直 ; 反 
之 ,看 两 中 线 4D, BE 垂直 , 则 AG: + BG? = CGC?. 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 如 图 14-6, 在 入 4BC 中 , 6 为 重心 ,P 为 形 内 一 点 ,直线 PG 交 直 线 BC， 
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水 盏 全 喧 慰 匡 惧 浴 时 加 泛 闭 O 


襄 否 言 关 要 - 生 星光 二 同 入 肖 O 


_—- rd 
,B,C AF ,BP , CP. 
CA,AB 于 4 B st :求证 :6 + 6 + CG =3- 
证 明 连 BG,GC,PB,PC, 分 别 过 6G,P 作 GG'| BC 于 


PP’ _ A'P 
G', 作 PP | BC 于 P', 则 PP’// CC ， 人 人/ CC” 


Sarsc _ PP’ Sapac _ A’'P 
这 Bi 三 CC ;有 Ba -AC * 
同 理 SaApcol BP Sams CP 


一 一 一 EE 


Son Bove GO’ 
因 C 为 重心 ,有 SA 一 全 we Sacac = Sacc = 
】 
本 Seanac . 故 


MP BP CP 3Same 39 3Sam 

FT 

例 2 如 图 14 -7, 设 入 ABC 的 重心 为 G6,4G, BG, CC 分 别 交 月 
对 边 于 D,EE, FF, 交 人 ABC 的 外 接 圆 于 4' ,B,C' .求证 :个 + 全 这 + 


CF 
FC >1: 


TEE rr = 


EB 4mti FC 4m 

则 所 证 不 等 式 等 价 于 5 + 与 + 57>4. 

应 用 三 角形 中 线 公式 m2 =2 妇 +2c ~ a? 等 三 式 ,可 求 出 a? ,b,c?, 即 a? = 卫 (2m + 
2m? - m2 ) 等 三 式 .将 其 代入 上 式 左边 , 即 证 得 结论 成 立 . 

、 A'D B'E CF 

注 由 上 即 知 还 可 有 /人 + 2 +A/ 6 >3， 

例 3 如 图 14-8, 过 人 ABC 的 重心 6 任 作 一 条 直线 把 这 个 三 角形 分 成 两 部 分 . 斌 
证 :这 两 部 分 面积 之 差 不 大 于 整个 三 角形 面积 的 二， (1979 年 安徽 省 竞赛 题 ) 


证 明 把 三 角形 的 每 条 边 三 等 分 ,过 每 一 分 点 作 平 行 于 其 他 两 边 的 直线 , 这些 直 
线 把 全 4BC 分 成 9 个 面积 相等 的 小 三 角形 .内 部 那个 交点 正好 是 这 个 三 角形 的 重心 
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6. 过 G 的 任 一 直线 把 三 角形 分 成 两 部 分 .观察 这 两 部 分 面 
积 之 差 , 显 然 不 超过 入 BEF 的 面积 , 即 人 4BC 面积 的 训 . 


例 4 如 图 14-9, 已 知己 为 记 4BCD 内 一 点 ,0 为 4C - 
与 BD 的 交点 , M,N 分 别 为 PB, PC 的 中 点 ,0 为 AN 与 DM 
的 交点 .求证 :(1)P,0,0 三 点 在 一 直线 上 ;(2) PO =200. 

证 明 连 PO, 设 PO 与 4N, DM 分 别 交 于 点 0 ,0. 

在 全 PAC 中 , 40 = 0C, PN = NC, 则 0' 为 其 重心 , 旦 图 14-8 
PO =200". 万 C 

在 全 PDB 中 , DO = B80, BM = MP, 则 0 为 其 重心 , 且 
PU =200. 

这 样 ,0'= 0 ,并 且 0', 0 就 是 4N, DM 的 交点 0. 故 P,， / 
0,0 在 一 条 直线 上 , 且 Po =200. 

例 5 如 图 14 -10, 已 知 C4 = AB = BD, 4B 为 0 的 直 
径 , CT 切 @0 于 PP. 求 证 ;APC = 一 DPT7. 

证 明 连 PO 并 延长 交 @O0 于 E, 则 PEL| 
PC . 连 EC, ED, 并 延长 PA 交 CE 于 F. 

在 Rt 全 CPE 中 ,Co 为 PE 边 上 的 中 线 , 且 
C4 =240, 即 知 4 为 人 CPE 的 重心 , 则 PF 为 
CE 边 上 的 中 线 , 从 而 CF = PF, FCP = 
FPC. 

又 PE 与 CD 互相 平分 , 则 CPDE 为 平行 四 边 形 , 即 有 FCP = DPT. 故 /CPA = 
FCP= /DPT. 

例 6 试 证 :以 锐角 三 角形 各 边 为 直径 作 圆 ,从 相对 顶点 作 切 线 ,得 到 的 六 个 切 点 
共 圆 . 

证 明 如 图 14-11, 设 和 公 4BC 的 三 边 分 别 为 a,8,c, 昌 0 是 以 BC = a 为 直径 的 
圆 , 47 切 0 于 TT 点 . 

连 40, 在 40 上 取 点 6G 使 4G6 =260, 则 6 为 人 4BC 的 重心 . 连 0T, GT, 由 40 = 


FV 2 人 +2c — a7, TC* = OT* + 0G -20T* 0G*co8 L704 及 cueATD4= 中 ， = 方 a， 


B 


0G= 序 04, 有 7G?= 直 (a?+ 如 + o2) 为 定 值 . 
同 理 ,其 他 五 个 切 点 如 了 等 到 重心 6 的 距离 的 平方 均 为 下 (az + 刀 + cz) ,由 此 即 
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例 7 如 图 14 -12,4AD,BE,CF 是 个 ABC 的 三 条 中 线 ， 
P 是 任意 一 点 .证 明 : 在 公 PA4D, 公 PBE, 公 PCF 中 ,其 中 一 个 
面积 等 于 另外 两 个 面积 的 和 ， (第 26 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 题 ) 

证 明 设 6 为 人 4BC 的 重心 ,直线 PG 与 4B, BC 相交 ， 
从 4,C, 耻 ,天 ,下 分 别 作 该 直线 的 垂 线 , 垂 足 为 4A',C’,D’， 
EF' ,下 , 易 证 44 =2DD’, CC’ =2FF',2EE’ = 44 + CC ,从 
而 EE’ = DD’ + FE , 故 SAa=SAmn+SAnr， 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 注意 中 线 长 公式 、 莱 布 尼 兹 公式 的 应 用 

例 8 已 知人 4BC 的 三 边 BC = a,C4= 8b,4B=c, 人 个 DEF ， 
古 公 ABC 的 任意 内 接 三 角形 , 试 以 ea,b,c 表示 全 DEF 的 三 边 
平方 和 的 最 小 值 . 图 14-12 

解 首先, 证 明 如 下 结论 ;车 C 为 全 4BC 内 的 任意 一 点 , 6 到 三 边 BC, C4,4B 的 


距离 分 别 为 ,y,z, 则 当 x:y:z = :be 时 ,好 + 好 + 地 的 最 小 什 为 -3Se 
事实 上 ,由 柯 西 不 等 式 (@ + b? +e )(x*+y ee 当 
且 仅 当 %w:y:z= ag:b:c 时 取 等 号 ,由 此 即 证 . 
如 图 14- 13, 设 6 为 人 DEF 的 重心 , 则 由 中 线 长 公式 或 重心 


性 质 3(2), 有 GD? = 二 [2( DE? + DP2) - EF’], 
GCE’ = [2( DF + EF*) - DF’], 


CF? = 5 [2( EF + DF?) ~ DE’]. 


三 式 相 加 ,得 DE? + EF + FD =3(06D2 + GE + CF’). 

从 G 点 向 全 4BC 的 三 边 BC, 4C, 4B 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 
Do, Eo, Fo ,MM) DE + EF + FD’ =3(GD? + GE? + GF?) +3(DD? + EE + FF)>3( CD + 
GE? + CF) > 3 see. 

下 证 等 号 能 够 取 到 . 设 6 为 人 ABC 内 一 点 ,6 到 BC, C4, AB 的 距离 依次 为 x,y,z， 
且 满 足 多 * 中 :二 a:b:c. 寺 e 分 别 向 三 边 作 垂 线 , 垂 足 为 D,, Eo, ,由 也 0 ， C,E,, C 共 
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i © 
圆 ,知人 Do GE, + 一 C = 180?， 于 是 cz 二 Te 类 
” 匹 
Na SA 克 

和 cofo yz CoD zx 
同 理 向 和 MB be’ 向 Ah “ca : 
因 *:y:z= a:b:c, 则 二 = 入 = 交 , 歼 Sacp i Ac = Sace, 2 由 重心 性 质 4(1)， 的 
知 6 为 人 DoE。F 的 重心. 由 此 可 见 ,对 入 ABC 的 内 接 人 Do EF 而 言 ,D+ EoF8+ | 化 
12S2 问 
oe 是 


因此 ， 所 求 最 小 值 为 .2394 ， ， 


例 9 如 图 14- 14, 设 ER 的 重心 , 46, BG, CG 的 延长 
线 分 别 交 全 4BC 的 外 接 圆 于 4' ,及 ,C' .求证 : 

(1) 种 + 部 + 和 

(2) + + 2 3; 

(3) 总 或 名 或 65 <1 


证 明 《1 证 法 1: 设 44' 交 BC 于 DD, 则 了 DD 为 BC 的 中 点 . 


1 1 1 
出 4G -SA 3 BC 本 Se Ce 33a 


TO 


=3; 


,及 和 468'o A 人 BGA', 


a 6, See - Sagw 多， 
必 让 2 
AG BG CC ! ac[1 + (26 + ey] ! ee ( AC + BC + CG 


GA CB "O03 game te AG! J 4C2 
San 再 站 Sa pe Sn gen 
人 人 人 i 一 
ee 本 Sawme 4D 3 ge :所 以 Be a 
Sa pow = ， (人 = 下 (34C + BC* ) 
Se 6 + AG” 


i 3(2), 有 3(AG’ + BG + C6) = 4B2+ BC2 + CA?. 
从 而 34C + BC = 包 "(4B’ + BC + C4)=2(A0 + BO + CO). 
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i 


故 4C ,BGC,C6_1. 18'46 .AG + BG + CG 18:AG’:(AG + BCG’ + CO’) 
GA’” 6B’ 6C 3 3A0 + BC AG 32046 + BG + CO ): AG’ 


= 了 33. 

证 法 2: 令 0 为 人 4BC 的 外 心 ,由 莱 布 尼 兹 公式 , 则 0 = R -十 (o:+ 久 + c)( 其 

中 R,a,6,c 分 别 为 人 ABC 的 外 接 贺 半径 及 三 边 之 长 ). : 
注意 到 GA* GA’ = 6B.6B' = CC:CC’=R -00 = + + ), 


A 

(3) 由 (2), 知 4 人 或 或 6 >1, 由 此 即 有 4 或 2 或 25 <1, 或 由 (1) 也 可 推 得 结 
论 成 立 ， 

2. 证 朋 线 共 点 的 一 条 途径 

例 10 如 图 14- 15, 设 所 0 是 信 ABC 的 内 切 圆 , BC, C4 ,4B 上 的 切 点 各 是 D,E, 下. 
射线 DO 交 EF 于 4' ,同样 可 得 B',C' . 试 证 :直线 44' ,BB', CC' 共 点 . 

证 明 连 4'B,4'C. 易 知 B,D,0,F 及 C,D,0,E 分 别 共 
圆 , 得 4'0F = 一 有 ,一 4'0R = 一 C. 

在 从 4'OF 及 人 4’'OK 中 应 用 正 蓄 定理 ,有 

AF _ 0 _ 0 _ AE 胡 


又 AFE = AEF, 故 有 : 
Sp = sin /APE AB*A'F =TsinL AEF: AC*A'E 图 14-15 
= Sn。 
由 此 式 可 知 直 线 44' 必 平分 BC 边 , 即 44' 必 过 入 4BC 的 重心 ,同样 可 证 BB' CC 
也 都 过 全 4ABC 的 重心 . 
故 由 重心 的 唯一 性 , 知 44’, BB’', CC' 三 直线 共 点 于 人 4BC 的 重心 . 
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【模拟 实战 】 


Ms. 


ko 


> 


(hn 


a 


| 


| 


习题 A 


. 如 图 14- 16, 点 0 在 锐角 和 人 4BC 内 ,过 0 作 EF/ BC, PQ/ C4, HG/ 4B, 若 中 


FC = 纺 , 试 问 0 为 人 4BC 的 什么 心 ? 


图 14- 16 图 14 - 17 


. 如 图 14 - 17, M、N、P 分 别 为 正人 4BC ,全 DCE 和 ABEF 的 重心 .求证 ,人 MP 为 正三 


角形 . 


.已 知 全 ABC 的 重心 6 和 内 心 了 的 连 线 CFA BC .求证 : 4B + 4C =2BC. 
. 设 0 为 全 ABC 的 外 心 , 4B = 4C,D 是 4B 的 中 点 ,G 是 从 4CD 的 重心 ,求证 : 0C | 


CD 


. 设 用 为 全 ABC 的 重心 ,是 4M =3, BM =4, CM =5, 求 信 ABC 的 面积 . 


(1991 年 上 海 市 初中 竞赛 题 ) 


. 设 DD 是 全 4BC 的 边 BC 上 的 一 点 ,点 已 ,下 分 别 是 和 4BD 和 从 ACD 的 重心 ,连接 EF 


交 4D 于 点 6, 则 全 的 值 是 多 少 ? (1991 ~ 1992 年 度 广州 等 五 市 竞赛 题 ) 


. 给 定 任意 入 4BC , 作 这 样 的 直线 与 三 角形 相交 ,使 得 由 4 点 到 直线 的 距离 等 于 由 B， 


C 点 到 直线 的 距离 的 和 .证 明 : 所 有 这 样 的 直线 相交 于 一 点 . 


习题 B 


- 如 果 三 角形 三 边 的 平方 成 等 差 数 列 , 那 么 该 三 角形 和 由 它 的 三 条 中 线 围 成 的 新 三 角 


形 相 似 .其 逆 亦 真 ， 
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2. 在 全 4BC 中 ,G 为 重心 ,7 为 内 心 . 试 证 :和 公 4G1, 公 BG1, 公 CGI 中 ,最 大 的 一 个 的 面积 
等 于 其 余 两 个 面积 的 和 . 

3. 在 锐角 公 ABC 中 ,0,G 分 别 为 其 外 心 和 重心 .车 0G// 4C ,求证 ;tan4 ,tanB ,tanC 成 
等 差 数 列 ， 

4. 试 证 :任意 三 角形 的 重心 到 三 边 距离 之 和 不 小 于 其 内 心 到 三 边 距离 之 和 ， 


第 十 五 章 ”三 角形 垂 心 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


三 角形 三 边 上 的 高 线 的 交点 称 为 三 角形 的 垂 心 .三 角形 的 重心 有 下 列 有 趣 的 性 
质 : 

性 质 1 直角 三 角形 的 垂 心 在 直角 顶点 ,锐角 三 角形 的 垂 心 在 形 内 , 钝 角 三 角形 的 
重心 在 形 外 . 

性 质 2 设 晶 为 锐角 和 公 ABC 的 重心 , 则 BBC = 人 B+ 人 C=180 -4A,/CHA = 
C+A/AA=180-/B,/ANHB=/ /A+/B=180r-/C. 

性 质 3 设 上 是 为 人 4BC 的 垂 心 , 则 五 ,4 ,B,C 四 点 中 任 一 点 是 其 余 三 点 为 项 点 的 三 
角形 的 垂 心 ( 并 称 这 样 的 四 点 组 为 一 重心 组 , 且 一 重心 组 的 四 个 外 接 圆 的 圆心 组 成 另 一 
垂 心 组 ,与 原 垂 心 组 全 等 ) . 

性 质 4 设 A4EBC 的 三 条 高 线 为 4D ,BE,CF, 其 中 D,E,F 分 别 为 拭 足 ( 以 下 均 同 )， 
垂 心 为 互 ,如 图 15 - 1. 

对 于 点 4 ,了 e,C, 瑟 ,也 , 忆 , 玉 有 六 组 四 点 共 圆 , 且 HH.D、E、F 可 为 这 些 圆 的 根 心 ;: 有 
三 组 (每 组 四 个 ) 相 似 三 角形 , 且 4H: HD = BH' HE = CH HF. 

性 质 5 在 全 ABC 中 , 忆 为 重心 , BC = a,C4 =b,4B =c,RR 为 公 4BC 外 接 圆 半 径 , 则 
AFHr+oa =BY+b=CH+e. 

证 明 如 图 5 -1, 作 人 和 公 ABC 的 外 接 圆 @0, 连 40 并 延长 交 外 接 
圆 于 对 , 连 BM, CM, 则 4M =2R. 

易 知 BH/ MC, CH / BM, 因 此, 四边形 BMCH 为 平行 四 边 形 .于 
是 , BH = NMC, CH = BM. . 

在 Rt 人 AMC 中 ,MC + b=AM ;在 Rt 人 ABM 中 ,BM? +c = AM?， 
所 以 BH +b = CH +e = (RY. 

同 理 ,过 C 作 直 径 , 可 证 得 4 下 + a? = (2R》Y ,因此 图 15-1 

AH +a = BH+b = CH+c=(2R). 

注 此 性 质 的 证 明 , 或 由 多 股 定理 有 4 + BC = 4 + HE + BE + CE = 
(AF’ + EB’) + (HE + CE’) = 4B2 + CH? 等 , 即 可 . 
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性 质 6 设 人 ABC 的 外 接 圆 半径 为 丸 , 则 
AH=2R"|cosA|, BH=2R*:|cosBI|, CH=2R'|cosCl|. 


村 | EEE 


证 明 当 公 4BC 为 锐角 三 角形 时 , 如 图 15 - 2, 显然 有 A 
LAHE = 人 ACB, 从 而 sin 人 4CB =sinLAHE = 名. 
i _ AB:co/ BAC _ 2 
在 Rt 人 ABE 中 , AE = AB'cosBAC, 故 AH = A 
2R:sin/ ACB ‘cos/ BAC 
AD =2R'cosLBAC=2R*|lcosAl. D 
同 理 , BH =2R* 1cosB|, CH=2R'|cosCl. 图 15-2 


当 人 入 ABC 为 钝 角 三 角形 时 ,不 妨 设 一 4 为 钝 角 . 此 时 ,只 需 调 换 
15 -2 中 字母 4 与 H,E 与 FF 的 位 置 ,图 形 不 变 , 即 得 4H =2R'|cosA1, BH =2R: 
lcosB1, CH =2R: |cosCl|. 

当 公 ABE 为 直角 三 角形 时 ,不 妨 设 一 4 为 直角 ,此 时 , 垂 心 吕 与 4, 瑟 ,下 重合 .显然 
AH =2R*|cosA|, BH=2R'|lcosB|, CH=2R'* |cosCl. 

性 质 7 为 锐角 人 和 从 ABC 所 在 平面 内 一 点 ,8 为 人 4ABC 的 垂 心 的 充 要 条 件 是 下 列 条 
件 之 一 成 立 ; 

(1) 五 关于 三 边 的 对 称 点 均 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 ; 

(2) 公 ABC, 公 ABH, 人 BCH, 全 ACH 的 外 接 圆 是 等 圆 ; 

(3) 五 关于 三 边 中 点 的 对 称 点 均 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 ; 

(4) 2 HAB = /HCB ,HBC = /HAC:; 

(5) 人 B40 = HAC ,了 ABO = PPBC,~4C0O = HCB ,其 中 0 为 人 ABC 的 外 心 . 

证 明 (1) 必要 性 ;如 图 15 - 3, 延 长 AD 交 作 ABC 的 外 接 圆 于 
D', 连 CD', 则 知人 HCD = 了 H4B = BCD', 即 知 8,D' 关 于 边 BC 
对 称 . 

同 理 可 证 其 余 情 形 . 

充分 性 : 设 了 关于 边 BC 的 对 称 点 D 在 全 4BC 外 接 圆 上 , 则 B* 
ZBHC= /BDC,HABDC+ /A =180, 从 而 BHC = 180° - 
一 4， 

同 理 , 人 AHC = 180p- 一 有 ,一 48B =180p -一 C， 

此 时 , 设 下 为 和 4BC 的 垂 心 , 则 由 性 质 1 知人 BH'C =180p- 4A, 人 AH'C = 180p - 
了 B, 人 4H'B = 180P - 人 C, 而 分 别 以 BC, C4,4B 为 芒 , 张 角 为 180p - 一 4,180p - 一 了 ， 
180? - 一 C 的 三 绝 的 交点 是 唯一 的 , 即 玉 与 互 重 合 , 故 斑 为 人 4BC 的 重心 . 
(2) 由 (1) 即 证 . 
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(3) 如 图 15- 4, 设 工 ,M ,AN 分 别 为 边 BC, Ch, 4B 的 中 后 ,HH 让 
关于 这 三 感 的 对 称 扣 分别 为 41 ,B,C ,如 图 连 线 , 则 得 一 系列 不 is 
同 的 平行 四 边 形 . 

充分 性 :由 人 4B,C, 这 全 HCB ,知人 AC, B, = 一 5BC. 

又 由 4, Bi,，C, Ci 四 点 共 圆 及 有 CA AH, 得 人 AC1B' = 
BCA= /HAC, 故 /HAC = /HBC. 

同 理 , 一 BHB = HCB ,HBA = 人 HCA. 图 15-4 

注意 到 HCB = 人 CBA ,及 人 HAC + 人 HBC + HAB+/HCB+/HBA+/HCA= 
180?, 可 得 ”HBA + HBC + /CBA =90°, 即 AB | AB, 从 而 CH | AB. 

同 理 , AH BC, BH C4 . 故 昌 为 全 ABC 的 垂 心 ， 

必要 性 : 设 垂 心 H 关于 边 BC 的 对 称 点 为 D , 则 4, BA BC, 即 四 边 形 BA, D'C 为 梯 
形 ， 

由 一 BCPD' = 人 HCB = /CB4, 知 B41D'C 为 等 腰 梯 形 , 从 而 C,B,4,,D' 四 点 共 圆 . 
由 (1) 知 DD 在 全 4ABC 的 外 接 圆 上 , 即 4| 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 . 

同 理 , B, , C, 也 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 . 

(4) 必 要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . 

如 图 15 -5, 设 4 及, BH, CH 的 延长 线 分 别 交 对 边 于 D, EE,F. 
在 全 4BD 和 全 CBF 中 ,HA4B = 人 HCB, ABD = CBF, 从 而 
~ ADB = /CEB. 

同 理 , 一 4DC = 一 BEC. 

由 一 4DC + ~4DB = 180p, 则 一 BEC + 人 CFB = 180?, 从 而 
AEH + 人 AFH = 180?, 即 知 4,E, 有 H,F 四 点 共 圆 . 

连 EF, 则 HEF= /HAF. 由 HAF = /HCB, 有 BEF = FCB, 知 B,C,E,F 四 
点 共 圆 ,有 一 BEC = CFB. 

而 BEH + 了 CFB = 180P, 因 此 了 BEC = 人 CFB =90. 可 见 BE, CF 均 是 人 4BC 的 两 
条 高 , 故 是 从 4BC 的 重心. 

(5) 必 要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . 


如 图 15-6, 由 一 BMO = 方 (180 ~ 408) = 方 (180° -2 人 人 C) =9P- 人 C= 了 HAC, 知 


人 HAC 与 CC 互 余 , 即 知 45 -| BC. 同 理 , BH | 4C. 故 瑞 为 人 4BC 的 垂 心 . 
性 质 8 在 非 直角 三 角形 中 ,过 五 的 直线 分 别 交 4B ,4C 所 在 直线 于 P,0, 则 


逢 = 人 B+ 条 "en 人 C=tanL4+tanLB+tanC. 


灌 互 言 近 要 下 心太 油 个 入 恒 O 
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证 百 雪 己 东 姓 愤 涟 二 阳江 站 O 


如 
图 15-6 
事实 上 ,如 图 15-7, 连 妇 交 BC 于 D, 巾 


4 
Sw + Soap ,Sap + Sa AB “m+ AC _ AC. BD 4B.CD 0 
Sapo ~ AP:A0 S AP AV A BC AP BC 
45:46 "5e AB' AC Se 


连 BH 并 延长 交 AC 于 E, 由 RAAHEw RIABCE, 有 代 - 候 = 二 二 ,从 而 


BC BE tan 
AD AD':tanA 
AH BC 
AD CD AD 
又 由 千 生 =tm 人 8, 甸 = tan 人 人 C, 有 也 = 天 0 BC BC:tan CC: 


I 
将 其 代入 @ 式 ,有 tnL4= 条 "B+ 入 二 ce 
注意 到 在 非 直角 三 角形 中 ,有 tan4:tanB:tanC=tan4+tanB+tianAGc, 即 
证 得 结论 成 立 . 
性 质 9 三 角形 任 一 顶点 到 垂 心 的 距离 ,等 于 外 心 到 对 边 的 距离 的 2 售 . 


图 15-8 
事实 上 ,如 图 15-8, 过 C 作 入 4BC 外 接 加 0 的 直径 CD , 连 4D,DB, 则 知 BD = 


20M .又 可 证 AHBD 为 平行 四 边 形 , 45 = DB , 即 证 ， 

性 质 10 ”锐角 三 角形 的 垂 心 到 三 顶点 的 距离 之 和 等 于 其 内 切 圆 与 外 接 圆 半径 之 和 
的 2 倍 . 

事实 上 ,过 三 角形 三 顶点 作 其 所 在 高 线 的 垂 线 构 成 新 三 角形 , 垂 心 为 新 三 角形 的 外 
心 , 再 注意 到 锐角 三 角形 外 心 到 三 边 的 距离 之 和 等 于 其 内 切 圆 与 外 接 圆 半 径 之 和 .或 注 
意 到 性 质 9 亦 可 证 . 

性 质 11 锐角 三 角形 的 垂 心 是 垂 足 三 角形 的 内 心 ! 锐 角 三 角形 的 内 接 三 角形 (顶点 
在 原 三 角形 的 边 上 ) 中 ,以 垂 足 三 角形 的 周 长 最 短 ， 

事实 上 ,对 于 结论 的 前 部 分 ,我 们 可 证 如 下 更 一 般 性 的 结论 :车 已 是 入 4BC 的 高 4 
上 任 一 点 ,直线 BP 交 4C 于 ,直线 CP 交 4B 于 F, 则 FDP = 人 PDE. 

如 图 15-9, 过 4 作 BC 的 平行 线 MN ,与 BE 的 延长 线 交 于 用 ,与 CF 的 延长 线 交 于 


N, 则 有 = AE Samp Sapg 


从 而 AM = DC- 守 DC -站 和 有 


同 理 , AN = mee 0. DC .SA 
Sa Sa 


= AM _ DC .Sa _ DE’ Se "Sec _ 
由 此 三 式 ,有 4 = BD “Sow DC Sam -1 


即 4M = AN, 故 FDP = PDE .车 P 为 垂 心 , 即 证 得 结论 . 图 15_9 

性 质 11 的 后 部 分 结论 的 证 明 , 可 先 作 D 关于 4B 的 对 称 点 
D', 作 DD 关于 4C 的 对 称 点 , 连 DF, DE ,再 利用 前 面 结 论 知 D' ,FF,E, 1 四 点 共 直 
线 , 即 证 得 结论 . 

性 质 12 三 角形 甜心 8H 的 季 足 三 角形 的 三 边 ,分 别 平行 于 原 三 角形 外 接 圆 在 各 顶 
点 切 的 切线 . 

性 质 13 昌 为 锐角 和 从 ABC 的 重心 的 充 要 条 件 是 A: HB:AB + HB: HC': BC + HC: 
H4' CA = AB BC: CA( 见 托 勒 迷 定 理 及 应 用 例 8). 

性 质 14 设 克 为 非 直 角 人 入 4BC 的 答 心 , 且 D,E,F 分 别 为 形 在 BC, C4,4B 边 所 在 
直线 上 的 射影 , 有 Fi, 村 , H; 分 别 为 人 4EF, 人 和信 BDF, 公 CDE 的 垂 心 , 则 和 人 DEF 器 
AH Hh. 

证 明 仪 对 锐角 公 4BC 给 出 证 明 .如 图 15 - 10, 连 DH, DN, DH,, EH, EH,, EH,， 
FH , FH . 依 题 设 则 有 HD | BC 且 FH, | BC, 从 而 HD/ FH,, HF_|AB 有 日 DH, |] 4B, 从 
而 HFW DH;. 故 HDH, 下 为 平行 四 边 形 , 有 HD 之 FH. 


请 下 言 半 村 本 恬 和 海星 岂 入 恒 O 


灌 耳 语 居 属 碧 虱 泡 址 同和 冻 交 O 


| 形 所 在 平面 内 任 一 点 .由 有 向 PA, PB, PC 引 垂 线 也， lt 


同 理 , HDH,E 为 平行 四 边 形 ,有 HD 和 EH,. 

于 是 三 ; 和 EH , 即 EFH, H, 为 平行 四 边 形 , 故 

EF = H,H,. 

同 理 ,有 FD = HH,DE = HH,. 故 ADEF 2 人 H,H,H,. 

推论 1 题 设 条 件 同 上 , 则 人 和 HEF 和 和信 DH, H,, 信 H,DF 委 
EHH,, 人 HDE LAFH,H,. 

推论 2 题 设 条 件 同 上 , 则 Sxxwygy rn og,s =2San nn . 

推论 3 题 设 条 件 同 上 , 则 三 与 到 ,HH 与 FD, HH 与 
DE 相互 平分 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 15- 11, 设 4D,BE, CF 为 人 ABC 的 三 条 高 ,D, 忆 ,下 分 别 为 垂 足 . 自 h， 
B,C 分 别 作 AKL EF 于 KK, 作 BL FD 于 5 上, 作 CN_」DE 于 WN. 证 明 : 直 线 AK, BL, CN 
相交 于 一 点 . 

证 明 设 和 公 ABC 的 垂 心 为 H, 由 AK | EF,CF | AB， 
知 一 MK = 人 EFH .注意 到 4, F,H,E 四 点 共 圆 , 知 
了 FAK = 人 EAH. 设 0 为 全 4BC 的 外 心 ,注意 到 性 质 
6(5), 有 FA40 = EAH, 知 40 与 AK 重合 . 同 理 , BL 与 
BO 重合 , CN 与 CO 重合 , 故 AK, BL, CN 三 线 共 点 于 
全 ABC 的 外 心 0. 

例 2 如 图 15-12, 设 电 为 人 ABC 的 垂 心 ,P 是 三 角 


HM , HN 与 BC, C4 , 4B 的 延长 线 相交 于 王 , 了 ,2 .证 明 : X,Y,Z 三 点 共 直 线 . 

证 明 设 三 条 高 线 的 垂 足 为 p,E,F, 则 A- 
HD = HB' HE = HC* HF .又 4,D,L,X 共 圆 , 则 故 : 
HX = HA: HD. 

同 理 , HM HY = HB* HE, HN* HZ = HC HF. 

于 是 , HM: HY = HN' HZ = HL* HX. 

连 PH 并 延长 ,在 其 上 取 点 0, 使 HP': H0 = 
HA* HD, 则 对, 90, 上 L,P 四 点 共 图 ,从 而 人 POX = 
作 PLX = 90°, 即 XQ | PO., 同 理 , Yo 上 Po,Z0O 
PQ, 即 XY] PO,XZ1| PQ. 故 苹 ,Z, 了 三 点 共 线 . 
例 3 如 图 15-13, 设 五 为 人 4BC 的 垂 心 ,D,E,F 分 别 为 BC, C4,4B 的 中 点 .一 


个 以 五 为 圆心 的 圆 交 直线 DE 于 P,0, 交 直线 EF 于 RR,S, 交 直线 FD 于 7, UU. 证明: 
CP= C0= AR= AS= BT= BU. (1989 年 加 拿 大 训练 题 ) 

证 明 设 和 柜 , BM, CN 为 人 4BC 的 三 条 高 ,4AL 交 中 位 线 EF 
于 天 , 则 天 为 尼 的 中 点 , 且 4K 垂直 平分 SR, 故 4S = AR. 

同 理 , BT = BU, CP = C0. 

下 面 证 明 AR = BT = CP. 

设 8 的 半径 为 r, 则 AR* = AK* + KR* = AK*+r -HK = 
r+ AH(AK— HK)=r + AH:HL. 

同 理 , BT? = r+ BH: HM, CP = r+ CH': HN. 

而 AH* HL = BH': HM = CH* HN,{ AR = BT = CP. 

例 4 如 图 15-14, 设 4,4,4;4, 为 @O 的 内 接 四 边 形 , HF,， 
HH , Hs, Hs 依次 为 全 44344, 合 A34441 ,会 A44414,, 公 414,4, 的 
垂 心 .求证 :局 ,如 , 到, Hs 四 点 共 贺 ,并 确定 出 该 圆 的 圆心 位 置 ， 

(1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) \ J 

证 法 1 连 4, 古 ,41 丁 ,本 证 , 设 @O0 的 半径 为 R. 在 羽 


4,44h4 中 ,注意 到 性 质 6(2), 有 Zi 大 =2R, 故 44 本 = 


2R ,cos 一 4 A, A,. 

在 和合 4, 4; 4 中 , 同 理 求 得 4, H, =2R cos 一 4; 4 4.. 

由 一 4;4;4. = 一 4444., 故 A,H,=A1H,.， 

又 4: 百 | AA4,A1H, A344, 于 是 4H 和 A 可, 故 HH, A,4. 

设 有 4 与 五 4 的 交点 为 M, 则 HH 与 4 4s 关于 点 形成 中 心 对 称 . 

同 理 , H, Hs 与 4,43, 丁 天 与 4;44 ,HH 与 44 都 关于 条 点 成 中 心 对 称 . 故 四 
边 形 fH, 古 Hs 本 与 四 边 形 4, 4; 4; 44 关于 MM 点 成 中 心 对 称 ,两 者 是 全 等 形 . 从 而 厂 ， 
,8H ,有 在 同一 个 圆 上 . 设 此 圆 圆心 为 0, 则 0 与 0 也 关于 型 点 成 中 心 对 称 . 由 0， 
MM 两 点 则 可 确定 0 点 的 位 置 . 

证 法 2 由 性 质 5, 得 4 页 =2R'|cos 43hA1A31, 4 局 =2R'|cosA,AsA,1, 而 
一 4:414: = 一 424443 ,从 而 A1H, = AH,. 

又 4 HW hs Hi , 知 四 边 形 4 HH 4 为 平行 四 边 形 , 故 4,4, 和 HH. 

同 理 , 4 4 妆 H, Hi,AsA, 和 2 HH, Ad,As 2 HH,. 

于 是 ,四 边 形 4, 4, 4; 4. 名 四 边 形 HH, H, H,. 

由 于 四 边 形 4, 4, 43 4 有 外 接 圆 巴 0 ,所 以 玉 , 束 , 玫 , 刺 四 点 共 圆 .显然 四 边 形 


曾 西 言 关 导 正 心 六 二 加 入 站 吕 


储 本 全 喧 民 了 五 怀 潍 负 回迁 壮 O 


ESE 


4 42 4344 与 四 边 形 HH, H, H, 位 似 , 位 似 中 心 为 4 而 与 4 有 之 交点 0' . 故 过 四 边 
形 HH, HH 的 圆 0" 的 圆心 0 与 0 必 关 于 0O' 对 称 , 从 而 在 00' 的 延长 线 上 且 
00’ = 0'0. 


【 解 题 思 维 策略 分 析 ) 


1. 利用 图 形 中 三 角形 甜心 的 特性 
例 5 如 图 15$-15, 设 入 4BC 是 锐角 三 角形 ,日 BC > 4C,0 是 它 的 外 心 , H 是 它 的 
垂 心 ,已 是 高 CH 的 竺 足 , 过 下 作 OF 的 垂 线 交 边 C4 于 已 .证 明 : /FHP =/BAC. 
(IMO - 37 预选 题 ) 


证 明 延长 CF 交 0 于 D, 连 BD, BH, 由 性 质 6(1) 知 下 
为 HD 的 中 点 ， 

设 瑟 所 在 直线 交加 0 于 M,N, 交 BD 于 T 点 .由 OF | 
MN , 知 :F 为 MN 的 中 点 .由 蝴蝶 定理 知 下 为 P7 的 中 点 .又 因 下 
为 HD 的 中 总, 故 HP/ TD, 于 是 FHP = /BDC = 人 BAC. ; 

例 6 如 图 15-16, 设 五 为 全 4BC 的 垂 心 ,P 为 该 三 角形 
外 接 贺 上 一 点 ,E 是 高 BH 的 垂 足 , 并 设 P408B 与 PARC 都 是 平 
行 四 边 形 ,40 交 HR 于 工 , 证 明 ; EX/ 4AP. (IMO0 - 37 预选 题 ) 

证 明 连 PR 交 AC 于 MH, 则 下 为 4C 中 点 ,也 为 PR 中 
点 . 作 和 全 4BC 外 接 圆 的 直径 BD, 连 D4 , DC, HA, HC. 

由 D4 」4B, HC AB, 有 DA/ HC. 同 理 , DC/ HA4, 故 
四 边 形 AHCD 为 平行 四 边 形 , M 为 DH 中 点 .于 是 四 边 形 
HRDP 为 平行 四 边 形 , 故 HRW DP. 

XX OX/ BP, BPL DP, 则 HR 0QX, 即 AXH = 90p. 而 
AEH=9, 从 而 4,H,E,X 四 点 共 圆 , 即 AXE + /AHE = 
180°. 而 AHE = AACB = /AAPB = 一 PE, 故 人 AXE + 
PAX = 180", 于 是 EX/ AP. 

例 7 如 图 15-17, 设 4BC 是 一 个 三 角形 ,一 个 过 B,C 两 点 的 圆 分 别 与 边 4B, AC 
相交 于 C', 8B’ .证 明 : BB', CC’ ,HH 三 线 共 点 ,其 中 旧 与 天 分 别 为 人 4BC 与 人 4B'C' 的 
重心 ， (IMO - 36 预选 是 ) 

证 明 由 一 4B'C' = ABC, 知 人 AB'C'w 信 ABC ,同样 ,人 大 B'C'n 人 HBC. 设 BB 
与 CC' 相 交 于 P, 由 人 BB'C = 人 CC'B, 知 PBH = PCH( 等 角 的 余 角 相等 ). 由 

由 一 PB'C = PCB, 知 全 PB'C'w 和 PCB. 作 平行 四 边 形 PBDC, 则 入 DBC 锯 
全 PCB .因而 ,全 DBC wm 全 PB'C' ,由 此 可 知 四 边 形 BHCD vw 四边形 BHC'P. 于 是 ， 


图 15-16 
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全 BHDw 人 QB'H'P .因而 ,HDB = PB’， 


(© 

作 平 行 四 边 形 HPCE , 则 PCH = 一 CE， @ 员 
注意 到 平行 四 边 形 BHED, 则 人 DHE= 人 HDB. 图 林 
从 而 人 BPH 人 DCE, 有 CDE = 人 人 PBH. ® 

及 LBPH= /DCE. © 数 
利用 @,@D 与 @, 可 知人 CDE = 人 CAE, 从 而 知 有 , C， 上 
E,D 四 点 共 圆 , 即 有 一 DCE = 一 DEF ， D 的 
再 由 @,@,@ 与 @, 知 BPH = 人 HYPB' .因此 ,HH 也 图 15-17 人 

问 

是 


通过 PP 点 , 故 BB' ,CC ,HH' 三 线 共 点 . 

注 上 述 证 明 中 ,也 可 将 公 PHB 平移 至 A CED 处 ,再 证 人 B'H'PwA CHD. 

2. 发 据 图 形 中 三 角形 的 垂 心 特性 

例 8 如 图 15- 18, 在 锐角 全 4BC 中 ,以 三 边 为 直径 分 别 在 三 角形 外 作 三 个 半圆 . 
0 为 全 4BC 内 一 点 , 40, BO0, CO 的 延长 线 分 别 交 所 对 半圆 于 A,,B,,C,. 车 人 AC0 = 
LABO,LBCO= /BAO,/CAO = 人 CBO ,求证 : 4B, = AC', BA' = BC ,Cd = CB,. 

证 明 令 人 4C0 = 人 1, 人 4BO = /2, 人 C40 = 3, 一 CB0 = 4, BCo = 5， 
一 MO = 一 6. 由 于 ~A1=2,A3=-4,A= 6, 则 1+3+A5=-2+ 4+6=90。， 
即 44, | BC . 

故 0 为 全 ABC 的 重心 . 设 8B, 交 4C 于 E,CIC 交 AB 于 F, 从 而 B,F,E,C 四 点 
共 圆 ,有 AF: AB = AE: AC. 

在 RtA4C 8 中 ,4CI = 4F*4B; 在 Rt 人 4B1C 中 ,4B? = AE.AC, 从 而 4AC, = AB,. 

同 理 , BA, = BC , CA, = CB,. 


图 15- 18 图 15- 19 
例 9 如 图 15- 19,@0O 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 的 延长 线 分 别 交 于 已, 0， 
两 对 角 线 相交 于 对 . 试 证 :圆心 0 怡 为 人 POM 的 垂 心 . 
证 明 过 8,D,Q 三 点 作 圆 与 QM 的 延长 线 交 于 五 , 连 DE, 则 人 MED = 0BD = 


人 MAD, 故 D,4,E,M 共 圆 . 


虎 瑟 说 产 下 生性 淮 滞 由 江上 O 


设 @O 的 半径 为 r. 则 0M* 0E = 0D.04 = 00:-r,QM*ME= BM*MD=r - 
MO? .此 两 式 相 加 ,并 由 OM = OF - ME ,得 00? - QF = WHO -HE , 故 QM._L Ok. 

连 BE,04, 由 /OE0 =90°, 有 OEB =270°? -人 BEQ =270? -人 BDQ. 

/BAO= WN- /ADB, ADB + /BDO = 180, 有 LBAO + LOEB =% -LADB+ 
ZBDO =360° - (ADB + BDO)=180?, 所 以 ,4,B8,E,0 四 点 共 圆 . 
同 理 , C,D,0,E 四 点 共 圆 (事实 上 ,人 DEO = 90°? -人 人 MED = 90° -人 MAD =90°- 


二 人 COD = 人 DCO). 而 三 贺 O© BE04,@CEOD ,0 两 两 相交 ,所 得 三 公共 纺 ( 所 在 直 


线 )OP ,4B ,CD 或 共 点 或 互相 平行 .但 4B 与 CD 相交 于 P, 故 OE 过 点 P, 即 0,E,P 
三 点 共 线 .又 已 证 O0WM_J OF ,因此 ,ON OP. 同 理 , PH 0O00. 故 0 为 全 PQOM 的 牌 心 . 
注 车 证 OM P0, 则 可 这 样 证 明 : 设 0 的 半径 为 ,在 射线 QM 上 取 一 点 五 ,使 
B,E,M,C 四 点 共 圆 ,此 时 人 BEQ = BEM = 180° - BCM = 180° -人 BCA = 180? - 
了 BDA=18P- 了 人 BDQ, 从 而 8,E,D,0 四 点 共 圆 , QE* QM = BM* DB =(R+ OM)(R- 
OM) = RR - 0M?:, QM* QE = QC' 8B = 切线 长 * = 00? - 尺 . 两 式 相 减 , M0? = 00 + 
0M? -2 展 ,所 以 007 - MO? = 2R* - 0M?. 同 理 , 有 OP - MP =2R -0M . 故 00 - 
MO’ = OP -HP ,Bp OM Po， 
例 10 如 图 15-20, 设 4,8,C,D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 ,分 别 
以 4C, BD 为 直径 的 两 圆 相交 于 X 和 了 ,直线 XY 交 BC 于 Z. 若 尸 为 直线 好 上 弄 于 Z 
的 一 点 ,直线 CP 与 以 4C 为 直径 的 圆 直 交 于 B 及 NN, 试 证 ; AM, DN 和 XY 三 线 共 点 ， 
(IMO - 36 试题 ) 


证 有 明 P 点 可 在 线段 KY 上 或 在 其 延长 线 上 , 设 P 点 
在 线段 好 上 (在 延长 线 上 证 明 类 似 ). 

过 4 点 作 AE/ BN 交 直 线 和 于 E, 过 DD 点 作 DE’// 
CM 交 直 线 和 XY 于 5. 

易 知 , ZE: 2ZP = 24:2B,2E':Z2P = 2D:2C. 

根据 相交 弦 定 理 , 有 24: ZC = ZX ZY = 2B: 2ZD, 由 此 

得 ZE: 2P = 2ZE': 2ZP ,因而 点 上 与 点 EB' 重合. 

因为 人 ADE 的 三 条 高 线 分 别 在 直线 AM, DN, XY 上 ， 
所 以 这 三 条 直线 共 点 于 全 ADE 的 垂 心 . 


例 11 自 @0 外 一 点 P 引 O 的 两 条 切线 PA, PB, 其 切 点 为 4, 有 .在 劣 弧 46 上 
任 取 一 点 C, 经 过 点 C 作 @0 的 切线 ,分 别 交 PA ,PB 于 点 D,E. 又 4B 与 0D,OE 分 别 
相交 于 G, ,DF 与 EG 相交 于 HH. 求 证 : 0，,H,C 三 点 共 线 . 
证 明 ”如 图 15 -21, 连 04,08B,0O0C, 有 04 | AP, OB | BP, OC LE 0O4P = 


专 题 研 究 系 列 


< OBP= /7 OCD = /O00CE = %°. 
久 PA = PB, DA = DC, EB = EC, WPAB = 
PBA, ~40D = COD, /BOE = 一 OCR. 于 是 


LPAB= /PBA = 二 (18p- LP), LDOE = 广 ( 人 LA0C 


BOC) = 方 人 40B8 = 90? - 十 AP, 故人 PhB = 


DOE= /PBA, BW /DAF = /DOF = /EBG = 
人 E06G, 所 以 0,4,D, FF 及 0,B,E,CG 均 四 点 共 线 ,有 DFE = /O04P = /OBP = 
人 EGD = 90°, 故 DF OE, EG | 0D. 又 DF 与 EG 相交 于 上 ,因而 点 H 是 和信 DOE 的 垂 
心 ,有 OH]DE .又 DE 切 人 0 于 C, 则 0C_LDE. 故 0C,O8 重合 ,所 以 0,H,C 三 点 共 
线 . 

例 12 设 0 .了 分 别 为 锐角 和 4BC 的 外 心 和 垂 心 , 则 So 、5apow 、Saom 中 ,最 大 
的 一 个 等 于 其 余 两 个 之 和 ， 

证 明 当 直 线 08 通过 个 ABC 的 某 一 顶点 时 ,结论 显 
然 成 立 . 

当 直 线 O08 与 人 4BC 的 某 两 边 相 交 时 ,如 图 15 - 22， 
设 直 线 O08 与 4B 、AC 相交 . 

取 公 ABC 的 重心 6, 由 欧 拉 定 理 , 知 G 必 在 0H 上 , 且 
CG 在 0.、H 之 间 . 连 4G 并 延长 交 BC 于 1 , 则 对 为 BC 的 
中 点 . 连 MO, MH, 并 设 B、M、C 到 直线 08 的 距离 分 别 为 
BB' .MM' CC , 则 MM' 为 梯形 BB'C'C 的 中 位 线 . 即 

BB’ + CC’ =2MM' ,MM 而 Sa pow + Sa cow = 2 on. 

又 4C6=2MHGC, 则 SA = 25 a0n. 

故 Sa = Sa gor + Bae . 

这 说 明 直 线 OF 与 顶点 4 有 关 的 两 边 相 交 时 , 5 ow 最 大 . 

同 理 可 证 得 其 他 情形 的 结论 . z 

例 13 设 点 PP 是 锐角 和 个 4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,u,v,w 分 别 为 4,B,C 点 到 点 
P 的 距离 ,求证 ;wtan4 + v'tanB + wtanC 守 454 ,其 中 5。 为 人 4BC 的 面积 ,并 证 明 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 P 为 人 ABC 的 重心 . 

证 明 如 图 15-23, 取 BC 所 在 直线 为 x 轴 , 过 4 的 高 线 所 在 直线 为 y 轴 , 建 立 平 
面 直角 坐标 系 . 设 4, B,C 的 坐标 分 别 为 (0, a),( -5,0),(c,0)(a,5,c >0), 于 是 
alb+ec 
ee 


图 15-21] 


ye 


tanB = ,tanC = ,tanA = -tan(B+C)= 


亡 症 村 喧 导 上 玉 慷 潍 洒 加 渤 效 OO 


元 要 言 扰 要 开心 六 二 同 黄 业 O 


由 于 一 4 为 锐角 , 知 a — bc >0. 
utanA +v tanB + wtanC 


a a)] 2 二 2 + 旺 [(z+ bP +7l+ El-e) 


+ yy ] 


= (#4 020y)" ste) bt + y+ be) 图 15-23 


= A 


故 wtanA + vv:'tanB+ ee 

上 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 x=0 且 y= 一 二 , 即 点 P 为 全 4BC 的 重心 (0, 一 ) . 
3, 注意 垂 足 三 角形 性 质 的 应 用 

三 角形 的 重心 在 三 边 的 射影 组 成 的 三 角形 在 此 简称 为 垂 足 三 角形 , 

设 p,RR,r, SA 分 别 为 全 4BC 的 半 周 长 .外接 圆 半 径 、 内 切 图 半径 及 面积 , p, , Ri， 
$ 表示 垂 足 人 DEFP 的 半 周 长 及 其 他 相应 元 素 , 则 有 如 下 性 质 : 


et 
(I[[)S’, =29a*co8A'cosB'eosC; 
(rns; 
(N)R = 二 R， 
证 明 ( 工 ) 如 图 15- 24, 显 然 B,C,E,F 四 点 共 圆 且 该 圆 的 A 
直径 为 BC = a, 公 ABC 人 AEF ,从 而 
EF = gs- aain ACF = a* cosd. 
AC . 
同 理 , FD = AC'cosB = bcosB, ED = AB:cosC = c'cosC. 
于 是 EF+ FD+ DE=a'coA+t+b'cosB+ ccosC 
= 2ca 2 
图 15 - 24 
a-b-c +2ab +2b ee +2c:a’ 
加 2abe 


16S2 
奥 
le 2 Cob 林 
8SA.R RR R 
故 PT RP 多 
| p 
SA 2AE'AF'sins A crcosA"b'cosA  ， 
( 卫 ) 由 5 i 
AR 何 
2 问 
Sa Sa 题 
同 理 ， -co B,C. 
琴瑟 A 


$ 
于 是 Doar + Saar + Sa _ A+ co B+ oo. 


SAAB 


从 而 5 A ~ Sa-(Sawr + Same + Sacp) | - (cos A + cos B+ cos C) 


二 Sa apc 
= 2cosA*cosB'cosC. 
( 焉 ) 由 ( 工 ) 知 SA =25SA :cosA*cosB'cosC, 即 Di7ri = 2pr'cosA "cosB'cosC, 叉 由 


(I) 有 pi =P, 从 而 r=2R*cosA*cosB*cosC. 
ra cosA cosB "cosC = 2 (2R+r) , 目 p’ <4Rr + 4R + 3r (Grmetsen 不 等 式 )， 


二 2 _ 于 和 
从 而 ， = p 一 4 尺 4 r 区 :4 应 +3 4R = -4Rr— 2 


i 


SA b'e'/d 
(IJ) 设 EF = a’, ED= 4b ,FD = o ,于 是 有 与 全 = 人 ab'e' = abccos4 


cos 呈 .cosC( 见 ( 工 ) 中 证 明 )， ,从 而 3 = 雯 cos4， cosB*cosC. 


又 由 (ID) 有 :3 人 = 2cos4 ,cosB-eoeC. 故 农 = 2, 即 R, = 地 RR. 
例 14 已 知 D,E,F 为 锐角 人 和信 4BC 的 内 切 圆 切 点 , 设 7,R 分 别 为 ODEF 与 @ ABC 

的 半生 ,和 公 DEF 的 垂 足 三 角形 为 作 KMN .求证 Sa rm * Sa pe 写 ri:4R’. 
(第 21 届 IMO 加 拿 大 训练 题 ) 


证 明 如 图 15-25, 令 8C=a,C4=5,4B=cp= 二 (Ga+5+c), 则 4P=4F=p- 


ER Samer _ (p-b) Sece _ 
besinLA | bc & ABC uc " S ange 
(PP 一 ce) 

ab 曲 


离 本 说 己 熙 手心 冰 汪 同 入 王 9 


» 


1 


从 而 Saagr + Sappr + Soe 


S a Age 
alb+c-a) +b(latc-b) +ec(at+b-e) 
小 ape 


a(a-b-e)+b(b -a -ec)+c(c -a -b)+6ab 
4apc 


a(—-2be'cosA)+b(—-2ac'cosB)+c( -2ab'cosC) +6abc 
4abc 


= 卫 - 二 (cos4 + cosB+cosC)=1-2sin 作 sin 好 sin 号 
A .8B 
2 "sin 了 


SA pr Sa A 

由 公 KMN 为 全 DEF 的 垂 足 三 角形 ,有 

ue = 20c08/ EDF cos DFE cos/ FED. 
DEF 


注意 到 从 DEF 为 全 ABC 的 内 切 圆 切 点 三 角形 , 设 1 为 会 4BC 内 心 , 知 一 ED = 
180? - 一 C. 又 开 = 夯 , 有 LED1= LDE1= 方 人 C. 


Rs 
> 


同 理 , FDI = 人 DF1= 方 人 B, 人 FEl= 人 EF1= 地 人 4. 

从 而 人 EDF = 人 EDI+ LFDI=1(LB+LC)=%0- 廊 LA. 
同 理 , 人 DFE =90"- 方 和 C, 人 FED =9Dp -二 人 B. 

于 是 Sm: Saner =2sin "sin Fsin5. 

又 2ein 邹 "sin 作 "sin 号 = , 则 Saimm: Saper = Saper: Sao = 7:2R, 
故 Sm :Sac = :4R?. 
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【模拟 实战 】 


| 


by 


I 


(A 


oh 


9. 


习题 A 


. 设 锐角 全 4BC 的 三 条 高 4D 、BE 、CF 相交 于 有 ,着 BC = a,C4=6b,4AB=c, 则 AH: 


AD + BH* BE + CH CF 的 值 是 ( ks 


w+bet+ea ar+b :+e 
站 Eo 
C 4b+ bet co) D Mo +b te) 


:已 知 有.0 分 别 为 锐角 全 4BC 的 垂 心 和 外 心 , 0D.| BC , 垂 足 为 也 , 则 4H: 0D= 


. 设 刀 是 等 腰 和 4BC 的 垂 心 ,在 底 边 BC 保持 不 变 的 情况 下 ,让 顶点 4 至 底 边 BC 的 


距离 变 小 ,这 时 乘积 S^mc Samec 的 值 是 变 小 . 变 大 ,还 是 不 变 ? 


:在 RtA4BC 中 ,人 C = 90°, CD | 48, 垂 足 为 D, TI,、1D 分 别 是 人 4BC、A4CD、 


人 和 人 BCD 的 内 心 .求证 : CG 为 全 并 1, 的 重心 . 


. 设 .0 分 别 为 锐角 公 4BC 的 垂 心 和 外 心 .证 明 : 在 BC、C4、48B 上 分 别 存在 点 也 、 


已 .三 ,使 得 0D + DH = OE + EH = OF + FH, 生 直 线 4D 、BE 、CF 共 点 ， 


. 全 4BC 的 外 接 圆 为 @O, 人 C=60°,M 是 48 的 中 点 ,H 是 人 4BC 的 重心 .求证 ,OU | 


OF . 


. 在 全 4BC 中 ,4B = AC,AD_| BC 于 D,DF.| 4AB 于 F,AE | CF 于 EE 和 且 交 DF 于 MM. 求 


证 ;上 及 为 DF 的 中 点 . 

在 Rt 全 ABC 中 ,CD 为 斜 边 4B 上 的 高 ,DD 为 垂 足 ,0,01,0, 分 别 为 人 ABC ,人 ACD， 
全 BCD 的 内 心 . 求 证 :C 为 全 00,0, 的 重心. 

试 证 :人 4BC 外 接 圆 上 任 一 点 P 的 西 姆 松 线 平分 P 与 人 4BC 的 垂 心 所 的 连 线 . 


10. 设 有 是 锐角 公 4BC 的 垂 心 , 由 4 向 以 BC 为 直径 的 圆 作 切 线 4P,40 , 切 点 分 别 为 


P,0O. 求 证:P, 刀 ,0 三 点 共 线 . (1996 年 第 11 届 冬 令 营 试题 ) 


11. 已 知 @ 0 的 直径 为 4B ,46 是 弦 , C 是 弧 4C 的 中 点 , CD | 4B 于 DD 交 AC 于 已 BC 交 


AG 于 下 .求证 : AE = EF. 


12. 已 知 锐角 和 公 ABC ,以 sin 人 4,sin 人 人 B,sinLC 为 三 边 作 一 人 4’B'C' ,以 4'，,B',C' 为 


是 仿 A'B'C' 的 手心 :. 
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曾 雪 村 呈 和 村 开 旺 六 年 同 潍 王 O 


13. 在 人 4BC 中 ,HH 为 重心 , BC = a, 全 ABC 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 且 aa=245 -2R, 求 
sinA 之 值 . 

14. 在 锁 角 人 入 4BC 中 ,求证 :sinA + sinB + sinC > cosA + cosB + cosC. 

15. 已 知 8 是 锐角 人 委 ABC 的 垂 心 ,以 48H 为 直径 的 圆 交 公 4ABC 的 外 接 圆 于 入 ,NH 交 BC 
于 以. 求证 : M 是 BC 的 中 点 . 

16. 已 知 线段 48 = BC = CD, 0 分别 与 4B, BC, CD 相 切 于 点 5,F,G, 设 AC 交 BD 
于 P. 求 证 :0,P,F 三 点 共 线 . 

17. 已 知 C,D 是 以 48B 为 直径 的 半圆 上 任意 两 点 ,着 4C 与 BD 交 于 EE,AD 与 BC 交 于 
F. 求 证 : 半 贺 过 C,D 的 切线 与 EF 三 线 共 点 . 

18. 设 锐角 和 公 4BC 的 外 接 圆 半径 RR=1, 内 切 圆 半径 为 r, 它 的 垂 足 A4'BC' 的 内 切 圆 半 


径 为 p. 求 证 :p<1- 二 (1+7)?”， (IMO - 34 预选 题 ) 


习题 B 


1. 已 知 4D ,BCF 为 锐角 和 4BC 的 三 条 高 ,过 D 作 EF 的 平行 线 RD , RO 分 别 交 4B 
和 4C 于 R,Q,P 为 EF 与 CB 的 延长 线 的 交点 .证 明 ; 公 POR 的 外 接 圆通 过 BC 的 中 
点 用， 

2. 在 非 等 腰 锐 角 公 4BC 中 ,高 A 和 CC 夹 成 的 锐角 的 平分 线 分 别 与 边 4B 和 BC 相 
交 于 点 P 和 0, 角 B 的 平分 线 同 连结 公 ABC 的 重心 和 边 4C 之 中 点 的 线段 相交 于 点 


.证 明 :P,B,0,R 四 点 共 圆 . (第 26 届 俄 罗斯 竞赛 题 ) 
3. 在 Rt 全 ABC 中 ,4D 是 斜 边 上 的 高 ,连结 全 ABD 的 内 心 与 会 4CD 的 内 心 的 直线 分 别 
与 边 AB 及 AC 交 于 ,上 ,求证 ; Sa sac 宕 23a . (IMO - 29 试题 ) 


4. 在 人 4BC 外 接 圆 8C 上 取 几 个 点 已 (i = 1,2,…,nm), 作 已 关于 4B 的 对 称 点 M,,P, 关 
于 4C 的 对 称 点 N, . 试 证 :nm 条 直线 有 NN, 共 点 . 
5. 在 锐角 会 4BC 中 ,CC > 一 B, 点 万 是 边 BC 上 一 点 ,使 得 一 4DB 是 钝 角 , 昌 是 人 ABD 
的 重心 ,点 下 在 人 4BC 内 部 且 在 全 4BD 的 外 接 圆 圆周 上 .求证 :点 下 是 个 4ABC 重心 
的 充分 必要 条 件 是 :有 平行 CF 且 H 在 全 4BC 的 外 接 圆 圆周 上 . 
(1999 年 中 国 奥林匹克 题 ) 
6. 在 圆 内 接 A4BC 中 ,所 是 人 4BC 的 重心 ,分 别 作 吾 点 关于 边 BC, C4, 4B 的 对 称 点 
五 ,五 ,万 ; . 若 已 是 圆周 上 任意 一 点 ,连接 PH , PP , PP 分 别 与 边 BC,C4 ,4B 或 其 
延长 线 交 于 也 ,下 ,下 . 试 证 :万 ,五 ,下 三 点 共 线 ， 
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第 十 六 章 三 角形 旁 心 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


与 三 角形 的 一 边 外 侧 相 切 , 又 与 另 两 边 的 延长 线 相 切 的 圆 叫做 三 角形 的 旁 切 贺 . 
如 图 16 - 1 一 个 三 角形 有 三 个 旁 切 圆 ,旁边 圆 的 圆心 简称 为 三 角形 的 旁 心 .三 角形 的 
旁 心 有 下 列 有 趣 的 性 质 : z 

性 质 1 三 角形 的 旁 心 是 其 一 内 角 的 平分 线 (所 在 直线 ) 1 
和 其 他 两 角 的 外 角 平 分 线 的 交点 .每 一 个 旁 心 到 三 边 的 距离 相 。 代 
等 


0 
奥 
林 
效 
学 
中 
的 
几 
何 - 
问 
是 


性 质 ?三 角形 的 三 个 旁 心 与 内 心 构成 一 重心 组 . 反 过 .3 三 
来 ,一 个 三 角形 的 顶点 与 垂 心 是 高 的 垂 足 三 角形 的 旁 心 与 内 “、\ 
心 、 

为 了 介绍 后 面 的 性 质 ,我 们 记 入 4BC 的 三 边 BC, C4, 4B 


的 边 长 分 别 为 a,5,c, 令 p= 方 (a+b+c). 分 别 与 BC, C4， 


48 外 侧 相 切 的 旁 切 圆 圆心 记 为 厂 ,万 ,天 ,其 半径 记 为 ,rp， 图 16-1 
rc .Sa 表示 公 ABC 的 面积 , R,r 分 别 为 全 ABC 的 外 接 圆 半径 与 内 切 圆 半径 . 


性 质 3 LBhC=90 -人 4, 人 BC = 人 BIC = 方 和 4A( 对 于 顶 角 B,C 也 有 类 
似 的 式 子 , 略 ). 


258 
性 质 4 六 = 一 二 人 =4Rsin 人 oo 人 与 -moto 
BZ 到 全 
i Tn 2 
25 B B 
eRein Se hom Se ron een 
性 质 5 Sa=(p-a)*m=(p-b)*rs={(p- ce)ere; 
人 
VY TaTp 十 Tore 十 FrF7i 


剖析 语 过 车 玫 心 从 滞 同 入 站 O 


Y3 rarsrc 


ri 十 75 十 Fe 


注 第 三 式 由 平均 值 不 等 式 推 证 得 . 


Sa < 3 (rare) 。 


性 质 6 (1) lle = 人 ”CSC Ss, 1 = b*csc SE, hl 一 cese Se; 


(二 sec Sh, I, = b: ‘sec SB, i “sec SE. 
事实 上 ,对 于 (1), 由 性 质 2, 知 7 为 全 11ke 的 重心 ,全 4BC 为 人 11 的 垂 足 三 角 
形 ,于 是 fr, B,C, 1s 四 点 共 贺 且 1slc 为 该 圆 直 径 , 故 由 正 终 定 理 知 = BC . 
cscA BIC .由 4,1,C,J 共 圆 知 /BIC = LUC= 方 人 4， 从 而 Ilc = a- csc <A 4 .同样 
可 得 其 余 两 式 . 
对 于 (2) , 易 知 1,B8,1,C ee 为 该 圆 的 直径 , 故 LI = BC*ese BIC .又 
了 BJC=90?+ 方 C4, 故 Ih=a* sec SA. 同样 可 得 其 余 两 式 ， 


IL- Aale 有 
推论 1 1) 一 一 一 = 一 = =4R; 


r 


de 4 lds _ 4R 


Sapl 2R 
推论 2 3 


事实 上 ,由 Tie: = Ille(AT, - AI1).=2( Sa lpi -Sam ) 等 三 式 相 加 ,有 
I, 站 Tle 十 8， Ti 十 下 Lis = 和 SA 四 


由 推论 1 有 :Llc+t lh+lLils=4R(a+b+c)=4R: 
推论 3 设 全 ifete 的 外 接 圆 半 径 为 尼 , 则 R=2R. 
事实 上 ,由 2R' = Pre vcsce BC= lsle- -csc(90P ~ SA ee ‘ce0 SA .se 44- 


2a*cscA = 4R, 即 证 .或 设 开 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 D, 连 BD, 则 BID a + 
了 AB1 = 人 CA1+ IBC= 人 CBD+ 人 IBC = 人 IBD, 有 DI= DB, 妈 DD 为 IL 的 中 点 . 设 
0' 是 1 关于 全 ABC 外 心 0 的 对 称 点 , 则 由 三 角形 中 位 线性 质 知 0'1 =20D = 2R. 同 理 
有 01 = 0'lc=2R, 即 0' 为 会 Llslc 的 外 心 . 


推论 4 设 和 人 Ll 的 内 切 圆 半径 为 , 则 二 


一 we , 即 证 ， 


llc+ ht+ lls _R’ 
a+b+ec rr 
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事实 上 ,由 vr (Jsle + lcls + ls) =29arm, = F =R(a+b+ 网 
c) 即 证 . 其 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 匹 
推论 5 + tL tLe 
， MB IC_,. 
(2) + 1B+ ICa<v be t+ ca + ob (Walber 不 等 式 ). z 几 
何 
事实 上 ,对 于 (1), 由 个 MCw 人 人 Lh 及 AMBw 入 太太 ,有 类 = = 站 ,= , 即 加 
MW? _ He: osin(180°— Zlohle) _ Se i LB Sn IC Sco 证 
pe 本 站 下 Sn ~ Sar, ， co Sarm “ab Sa 


对 于 (2), 由 (1) 及 柯 西 不 等 式 即 证 . 
性 质 7 设 @ ,OL 分 别 切 BC, C4,4B 于 P,0,R, 内 切 圆 OI 分别 切 BC， 
CA,AB 于 K,s,T, 则 BP=AQ=CK=p-c,PC=AR=BK=p-b,BR=C0=A=p-a. 


事实 上 ,如 图 16- 1, 可 作 AM 上 直线 4B 于 A, 则 BM = BP, 而 BM+4B= 方 (a+ 


b+c), 故 BP =p -c= CK. 同 理 证 其 余 式 . 

性 质 8 设 A1, 的 连 线 交 和 公 4BC 的 外 接 圆 于 D, 则 DI = DB = DC( 对 于 Bu ,Cr 
也 有 同样 的 结论 , 略 ). 

事实 上 ,由 性 质 6 的 推论 3 的 证 明 即 知 结论 成 立 .也 可 设 C, 为 48 延长 线 上 的 一 


点 ,由 LCBI = 人 CiBh = 人 DIB+ 人 LIAB, 有 LDIB= 人 CBh- 方 人 A= 人 人 CBI, - 
上 Zh, 而 LCBD= LC4D = 二 LA4, 则 LDB = LCBh -LCBD = LCBh -1 LA- 
LDIB, 故 CD= BD= 41D. 
性 质 9 DhIic = 六 (一 B+ 一 C)， 
Lhlale=3 (LA+LC), Lhlol =F(LA+LB). 


事实 上 ,由 lhl =r- LLBC- /LLCB=r- Sf _T-LC_ 1 /Bp} 


一 C), 即 得 第 一 式 . 同 理 可 推 得 其 余 两 式 . 
性 质 10 ”一 个 旁 心 与 三 角形 三 条 边 的 端点 连结 所 组 成 的 三 个 三 角形 面积 之 比 等 
于 原 三 角形 三 条 边 长 之 比 ;三 个 旁 心 与 三 角形 的 一 条 边 的 端点 连结 所 组 成 的 三 角形 面 
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稀 囊 全 叫 导 了 吾 性 涟 时 加 鞭 正 O 


积 之 比 等 于 三 个 旁 切 图 半径 之 比 . 
性 质 11 过 旁 心 1 的 直线 交 4B ,4C 所 在 直线 分 别 于 P,0, 则 


入 "sn 人 B+ 条 "sin 人 C= — Sin A+sin B+sin CC. 


事实 上 ,可 参见 三 角形 内 心 的 性 质 7 即 证 
【典型 例题 与 基本 方法 ] 


例 1 如 图 16-2, 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,4 次 BC, 从 4 点 引 内 、 外 角 平 分 线 与 从 
B 点 所 引 内 .外 角 平 分 线 相交 于 天 ,了 ;又 从 C 点 引 内 、 外 角 平 分 线 与 从 DD 点 引 内 、 外 角 
平分 线 相交 于 已 .0 .求证 :天 , 工 ,P,O 四 点 共 线 . 

证 明 由 4D BC, 则 可 知 4D, BC 的 延长 线 必 相 交 , 设 交点 为 .就 人 ABE 来 
看 ,KK 为 其 旁 心 ,L 为 其 内 心 ,因此 ,KK,L, 记 三 点 共 AEB 的 角 平 分 线 ; 就 人 CDE 来 看 ， 
P 是 其 旁 心 ,0 是 其 内 心 ,因此 , P,0,E 三 点 共 了 DEC 的 角 平分 线 . 故 知 K,L,P,0 
共 线 于 AEB 的 角 平 分 线 . 


图 16-2 图 16-3 


例 2 M 是 全 4BC 的 边 4B 上 的 任意 一 点 ,my mr 分 别 是 人 AMC, 全 BMC, 个 ABC 

内 切 图 的 半径 ,q,,q,,g 分 别 是 上 述 三 角形 在 人 4CB 内 部 的 旁 切 加 半径 .证 明 := 地 
(IMO - 12 试题 ) 

证 明 如 图 16- 3, 对 任意 的 一 4'8BC' ,由 正弦 定理 , 知 0D = 04 :sin 方 人 4 = 
: 
sin LB 


sin 广 4 "sin 方 作 B 
“ZHIOB 各 


sin 方 (4 ABR 


A’'B 


1 jp 


ES 
COS pA cos HB 


同 理 , 0'E = A’B’ ] 
sin D(H + B') 
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因此 ,在 题 设 条 件 下 ,可 应 用 (* ) 式 , 即 有 


有 a EE 0 OR pe 
J1 02 2 2 2 2 


=tm 方 人 Atan 方 人 B= 工 . 

例 3 如 图 16-4, 设 0 是 人 4BC 的 边 BC 外 侧 相 切 的 旁 切 圆 ， 
D,E,F 分别 是 @0 与 BC, C4,4B 所 在 直线 的 切 点 ,车 0D 与 EF 相 
交 于 天 ,求证 :4K 平分 BC. 

证 明 过 天 作 BC 的 平行 线 分 别 交 4B ,4C 于 六 ,M, 连 0E, OF， 
OM, ON. 

由 天 , 0,E,M 四 点 共 圆 ;0 ,天 ,下 ,AN 四 点 共 圆 ,有 一 ONME = 
LOKE = /ONF.M OF = OF, HA OEM = /OFN =90°, 故 

Rt 人 OEM QRtA OFN, 从 而 OM = ON. 

在 等 采 公 OMN 中 ,OK 为 底 边 MN 上 的 高 ,从 而 NK = KM, 即 KK 
为 MN 的 中 点 ,而 BC /NM , 故 知 AK 平分 BC. 

例 4 如 图 16-5,D 为 人 4ABC 的 边 BC 外 侧 的 旁 切 
加 OL 与 BC 的 切 点 ,E 是 BC 上 任 一 内 点 ,全 ABE 及 
全 ACE 与 BC 边 相 切 的 旁 切 圆 略 心 分 别 为 用, 工 . 求 证 : 
PD DD, 

证 朋 设 昌 1 ,Lz 分 别 切 BC 于 6G,8, 连 1， 
IG,LE,IH, 则 有 1G BC,LHLBC.XAT EL = 


本 人 BEC = 90, 故 LELLE. 


易 知 Rt 人 An GED RtA EHL, 从 而 GE:LH=16G: 16-5 
EH. z 

又 设 和 人 ABE ,人 ACE, 作 ABC 的 半 周 长 分 别 为 p ,pi,p, 则 BG = pi- AB,BD=p- 
AB,p=pi+p2— AE. 于 是 DG= BD- BG=p-pi=p;- AE= EH. 同 理 有 GE = DH. 

于 是 LH: DH = De:nCc, 即 有 RtAnGDw Rt 人 人 DHL. 故 得 人 1DG + 人 J,DH = 
90°, 所 以 DDE =90°, 即 1DLLD. 

例 5 如 图 16-6,Q0, 与 0, 和 公 4BC 的 三 边 所 在 的 三 条 直线 都 相 切 , EE, 下， 
C, 妃 为 切 点 ,直线 EG 与 FH 交 于 点 P. 求 证 : PA | BC. (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


光 瑟 半 上 下 后 性 洛 沁 人 区 尝 效 O 
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灌 匠 洁 天 村 笑星 当 虹 同 东 王 O 


CEG =90- LC, BH = BF, /BHF = 90° - 直人 


证 明 连 0,0, ,由 于 0, 和 名 0, 是 人 4BC 的 两 
个 旁 切 圆 ,显然 0 0, 过 点 4. 设 010, 与 EF 交 于 点 
D, 连 0,E,0,8, 8B8D, DH, 0,H,0,F. 于 是 CE = CC， 


LO DE = 180- /ADE = 187- (3%0- LDAB - 
ABE - /BED) = - 180+ (90° -二 4) + (180° - 


人 B)+ (9 - 方 作 C) =90- 子 人 B= 人 01BE, 从 而 
01,E,B,D 四 后 共 图 , 即 有 入 0, DB = 180? -人 0, EB = 90". 


人 PD4 = 人 01DE =90 -小 人 B= 人 BHF, 故 由 4, 如 ,P,D 四 点 共 圆 ,有 人 APH = 
ADH, 了 0.HB = 人 0;F8 = 人 0;DB = 907, 从 而 B,DD, 昌 , 0,, 下 五 点 共 圆 , 即 有 


LADH = /0,FH. 

由 一 4PB = 人 0,FH, 得 PA// 0,F. 

由 0, FL BC, 知 PA_LBC. 

例 6 如 图 16-7,0, 了 分 别 为 人 4BC 的 外 心 和 内 心 , 4D 是 BC 
边 上 的 高 ,7 在 线段 OD 上 .求证 : 公 ABC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 
的 游 切 圆 半 径 . (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 连 40, 作 BC 于 E, 作 OF BC 于 F. 设 BC=a， 
CA = b,4B = c ,外接 圆 , 旁 切 圆 半径 分 别 为 R,r， 


注意 到 40 = 有 R 及 2S。=r(5+c- 4a), 再 作 ON1 4B 于 N. 由 


三 角形 外 心性 质 , 有 AON = ABD, 亦 有 BAD = OAN, 即 知 Al 
平分 DAO0( 或 由 垂 心性 质 8) .于 是 ,由 
R AO0O Ol EF BF- BE 及 BF = 4, 三 a 


rN 


AD AD ID DE BE- 


a +c -bb 
BD = ceos B pi , 知 
1 
R 2 -2(a+c-b) 
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例 7 4D 是 直角 和 4BC 斜 边 BC 上 的 高 (4B < 4C), 了、L 分别 是 人 45D .人 4CD 
的 内 心 , 信 47 到 的 外 接 全 0 分 别 交 4B 4C 于 E、F ,直线 FE 与 CB 的 延长 线 交 于 点 
.证 明 ; 了 ,DL 分 别 是 全 ODM 的 内 心 与 旁 心 . (2008 年 江西 省 竞赛 题 ) 

证 明 如 图 16-8, 连 40、Dh 、DP、B1 FF, 由 于 人 EAF = 90°, 知 圆心 0 在 EF 
上 , 设 直径 EF 交 AD 为 0'. 


良 百 说 过 要 下 蒲 太 油 加 入 间 oO 


由 RtA4BPDo RtA CAD, 

Di DB 
有 元 = FA ;得 Rt 人 1Dlwm RtABD4, 即 有 一 D1 三 = 一 有 . 
由 圆周 角 性 质 ,有 人 hl1 FF= 人 AEF, 人 Fh = 人 FAh = 方 人 B. 


由 内 心性 质 , 有 人 411D =90P+ 方 和 8B. 

于 是 由 郝 4 万 = 一 4 下 + 二 机 五 + 一 开关 ,有 

90*+ 方 人 B= ChEF+ 方 及 + L 有 ， 

从 而 人 AEF =90° -B= 人 C= DAB .因此 0'E = 0'4. 

同 理 , 0'F = 0'4 , 即 知 0 与 0 重合 , 即 圆心 0 在 4D 上 . 

KLEOD= /0FA+/ 0AE=2/ O04AEF =2 0, 

ZEON =2/ EA = BAD = 人 LC, 所 以 OL, 平分 DOM . 

同 理 , 01, 平分 人 DOF. 

故 上 是 全 0DM 的 内 心 , 是 全 ODM 的 一 个 旁 心 ， 

注 ”由 此 题 还 可 得 如 下 结论 :QO 设 日 0 交 科 于 ,, 则 芽 为 会 了 LD 的 内 心 ;@@ EF 
是 电 了 ,LD 的 公 切 线 ;@@ 人 DI 1 人 AFE. 
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同 芋 对 忆 村 二 民 渐 进 同 六 上 瘾 O 


【 解 题 思维 策略 分 析 


1. 注意 角 平 分 线性 质 的 应 用 

例 8 如 图 16-9, 在 会 ABC 中 ,已 知人 B 内 的 旁 切 图 与 C4 相 切 于 也 ,一 C 内 的 旁 
切 圆 与 48 相 切 于 下 ,过 DE 和 BC 的 中 点 戏 , W 作 一 直线 .求证 ;直线 MN 平分 人 4BC 
的 周 长 , 且 与 一 4 的 角 平 分 线 平行 . (1999 年 世界 城市 际 竞赛 题 ) 

证 明 过 六 作 亲 及 性 耳 ,使 六 点 是 杂 素 的 中 点 , 则 DD' 和 
EE’ LZ MN. 

又 因 BE= 方 (4B+AC- BC)= CD, 且 BE* 么 CD', 所 以 


和信 BEE'2 人 CDD', 即 有 BEE’ = 一 CDD' . 
又 BEE' + CDD' = BAC, 则 MN 平行 人 4 的 角 平 分 线 . 
设 一 4 的 角 平 分 线 交 BC 于 F, 有 日 设 AC = 4B,NM 交 C4 于 


C6, 全 4BC 的 三 条 边 长 分 别 为 BC = a, C4 =b,AB=c, 则 CNW= 了 ， 图 16-9 
CF =) 到 (由 BF:FC=4B8:4C 即 得 ). 


由 于 NG/ FA, 有 CG: C4 = CN: CF, 即 有 CC = 入/ = +5, 故 NC+ CC = 


广 (a+ b+ c), 即 NG 平分 人 ABC 的 周 长 ， 


2. 注意 切线 长 定理 的 应 用 

例 9 如 图 16- 10, 人 4BC 中 ,一 4 内 的 旁 切 
圆 切 一 4 的 两 边 于 4, 和 4,, LB 内 的 旁 切 圆 切 
一 中 的 两 边 于 中 和 8B, ,直线 4 4， 与 直线 B,B, 相 
交 于 C; ,直线 4 4; 与 直线 BC 交 于 4; 相似 地 定 
4 4A, ; Bs, B, 和 CC 人 共 
直线 ;(2) 公 A4; B,C 的 外 心 是 全 ABC 的 垂 心 . 

证 明 (1) 由 切线 长 定理 及 梅 涅 劳 斯 定理 , 注 


意 到 C,B,A (it 三 I CC, 
CC _ 1 即 人 = AC! BA CA, A4, 
AC, AC;’ CA A4, BA!™ 


(4 AB, "BB, CB 
AC, BA, CB, AC, BA, CB 

由 此 有 Ba “cy AB = BC C4 48 (x) 

记 48 与 @I 相 切 于 点 天 ,加 大 3 LL, 则 由 8B, = BB, ,可 得 BC, = BK = 


六 (有 C: — KB,). 


同 理 , CB, = CL= 广 ( Bi C; - LC1), 再 由 两 内 公 切 线 长 相等 , 即 LC, = KB,, 便 有 


BC, = CB .或 直接 由 旁 切 圆 性 质 7, 知 BK = CL, 即 知 BL, = CB.. 

同 理 , C4; = 4C1 ,4AB， = B41 .将 其 代入 ( * ) 式 ,有 全 入 "全 各 "把 1, 故 由 梅 湿 劳 
斯 定理 之 道 定理 知 44 ,B,C 三 点 共 直 线 ， 

对 于 上 述 结论 ,注意 运用 例 5 的 结论 ,可 简 证 如 下 : 

由 4,4 上 BC,B;B1 CA,C;CJ448B, 即 知 414, BB,C;C 为 人 4BC 的 三 条 高 所 在 
的 直线 ,从 而 434 ,BB8, C3C 三 直线 共 点 于 人 ABC 的 重心 召 , 亦 即 人 4BC 与 人 人 4; BC， 
的 三 组 对 应 点 的 连 线 共 点 , 故 由 戴 沙 格 定理 , 知 44 ,B,C 三 点 共 线 ， 

(2) 须 证 H4; = HB, = HC; .为 证 HB, = BC , 须 证 一 81B:C = 人 HCsB,. 但 由 日 为 
全 ABC 的 重心 , 知 EB4 = 人 HC4, 即 了 B,BA, = 人 /CC4,. 

下 由 A4, 4, = A4, 4A1( 切 线 长 定理 ) , 便 得 HB,C, = /HC,B,. 

同 理 可 证 型 ; = HB, , 故 结论 成 立 . : 

例 10 如 图 16- 11, 半 径 为 p 的 圆 与 人 4BC 两 边 4B, AC 
相 切 ,其 圆心 K 到 BC 边 的 距离 为 d. 设 BC = a,C4=6,4B= 
c;T 与 p 分 别 表示 和 公 ABC 的 内 切 圆 半径 和 半 周 长 .(1) 证 明 ， 
atd-po)=2p(r-p)i(2) 设 一 4 内 的 和 4BC 的 旁 切 圆 半 径 为 
;OK 交 BC 边 于 D, 玉 ,求证 : 

DE =Vm(p-r)(m-p)/(rs -+r). (IMO -31 预选 题 ) 

证 明 (1) 在 OK 的 下 方 作 QOK 的 切线 PC'/ BC ,分 别 
区 4B,4C 的 延长 线 于 B,C’, 则 全 4B'C'w 人 入 ABC ,并且 两 个 
三 角形 的 内 切 圆 半径 分 别 为 po,r. 

设 全 ABC, 全 4B'C’ 的 高 分 别 为 h,h’, 则 pop-d=h- 有 = 


h( 守 一 1)=h( 如 -1), 从 而 a(d-p)=m(1- 刀 )= 一 ce(r-p)=2p(r-p)( 其 中 
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壬 症 总 喧 民 丘 笛 潍 员 同 羔 闭 O 


p= 方 (a + b+e)). 
(2) 显 然 有 DE =2v p* -dd ,所 以 要 证 的 等 式 即 为 
(pd)(rm-r) =4m(oe-r)(r—p). (¥#) 
在 OK 的 上 方 作 @K 的 切线 PC”/ BC ,分 别 交 4B,AC 于 B,C . 设 公 4B"C" 的 高 
为 矿 , 其 内 切 圆 半径 为 7 , 则 由 于 QQK 是 全 4B'C" 的 学 切 圆 ,有 p+d=h-h =h(i- 


且 、_ Ca 0 \ 
=h(1-— 六 = AI 六 六 所 以 


oo-d se 一 DE -大 (o- r)(r — po). 


于 是 ( * ) 式 等 价 于 im - r) =2rr. 
上 趟 左边 = (Same _ Sew) - 肋 " Seme - 25swe、 右边 .由 此 即 证 得 结论 成 
p-a ”PP plp-a) PP-a) 
9 
例 11 如 图 16-12,D 是 4BC 边 48 上 一 点 , 圆 也 是 全 BCD 的 角 8B 内 的 旁 切 
圆 ,分 别 切 射线 BD 和 射线 BC 于 点 KK,O, 圆 也 是 全 ACD 的 角 4 内 的 旁 切 圆 ,分 别 切身 
线 4D 和 射线 4C 于 点 L,P, 公 4CD 的 内 切 圆 T 分 别 切 4C ,4D 于 点 用 和 EE, 公 BCD 的 
内 切 图 I, 分 别 切 BC 和 BD 于 N 和 FF.(1) 求 证 :; FK = EL = MP = NOQ;(2) 若 ACB = 
90", 确 定点 D 的 位 置 ,使 得 凸 四 边 形 MINPQ 的 面积 最 小 . (1994 年 保加利亚 竞赛 题 ) 
解 (1) 由 切线 长 定理 , 知 4E = 4M, AP = 入， z 
BK = BO, BF = BN. 从 而 MP = AP -AM = AL- AE = 
EL,NO= BO- BN= BK- BF=FK. 
设 圆 卫 切 CD 于 7T, 则 DT = DK, CT = C0, 从 而 
BK+ BO=(BD+ DK) + (BC + CQO)= BD+ BC + (DT+ 
CT)= BD+ BC + DC. 


从 而 BK= BO= 方 (BD+ BC + DC). 


又 BF=1(BF+ BN)=3(BD+ BC- CD), 从 而 FK= BK- BF= CD， 
类 似 地 ,有 到 = 氏 -AE, 而 氏 = 方 (AP+A 氏 )= 了 (4AC+AD+CD),hAE= 广 (AE+ 
AM)= 方 (4D+4C- CD), 故 EL = CD. 


于 是 NO = FK = CD = EL = MP. 


(2) 由 于 4ACB =9p, 则 NO MP,Saw = Sa + Sa = 方 (MP CN + MP* 00) = 


方 MP" NO .注意 到 结论 (1) , 知 Seo = 六 CD?. 故 当 目 仅 当 CD 最 小 时 , Smo 最 小 .由 于 


公 ABC 给 定 , 当 CD | 48B 时 ,CD 长 最 小 . 即 当 点 D 是 C 在 斜 边 48 上 的 射影 时 ,Su 
最 小 . 

3. 注意 旁 心 与 内 心 的 联系 

从 前 面 的 旁 心性 质 可 以 看 到 :关于 三 角形 内 心 的 一 些 性 质 ,都 有 关于 旁 心 的 类 似 
的 性 质 ; 反 过 来 也 一 样 .其 实 旁 心 与 内 心 有 关 结论 之 间 存 在 一 个 转换 原理 :用 1 ,1,,L. 
表示 三 角形 各 内 角 4A, B,C 的 角 平 分 线 的 长 ,4, ,1, ,4 表示 各 对 应 外 角 平 分 线 长 ,所 以 
如 字母 前 面 定义 .如 果 在 任意 一 个 三 角形 的 公式 中 , 作 如 下 代 换 ,就 得 到 一 个 正确 的 公 
式 ， 


a b c p p—a 万 一 下 p-—e 用 
a -bb -<€ (pe) = sk p-t 取代 ; 
r ra ra re R 用 
ra r re 一 Ta = 取代 ; 
li, 六 i A As A 用 
-A = -i 取代 ， 


未 列 人 的 量 可 作 类 似 的 说 明 .这 个 表格 ,可 以 用 前 面 的 公式 或 其 他 地 方 的 公式 进 
行 试验 ,证 实 它 的 正确 性 . 

因此 ,有 些 涉 及 旁 心 的 问题 ,着 将 旁 心 改 为 内 心 结 论 仍然 成 立 ; 有 些 涉及 内 心 的 问 
题 ,者 将 内 心 改 为 旁 心 ,结论 也 仍然 成 立 . 

例 12 设 怠 0 是 全 4BC 的 BC 边 外 侧 的 旁边 圆 , D,E, FF 分别 是 
QO 与 BC, CA 和 4B 的 切 点 .(1) 若 0D 与 EF 相交 于 尺 ,求证 : AK 平分 
BCi(2) 已 知 BC=a,AC=b,AB=ce, 且 b>c. 求 Spe : Sa pe. / 

(1999 年 四 川 省 竞赛 题 ) FA 仆 

证 明 (1) 如 图 16-13, 设 4K 与 BC 交 于 及 点 , 连 0E, OF. 

“LABC= LDOF=/B,A/ACB=/DOE=/C, 


FK _sin/B 

Se NG 图 16- 13 
nk AF . 4AE __ KE 

sin FAK ™ sin/ ARF ~ sin7 AKE ™ sin KAE’ 


sin C 
放 有 RAR = sin KAE * 


辣 百 言 忆 于 乓 心 训 上 电 同 入 效 O 


商 百 童 关 车 玫 性 加 直 同 江 恒 O 


解 (2) 作 481 BC 于 瓦 ,由 Seec = 人， 


Sa pkr 


将 上 述 问题 中 的 “学 切 圆 ” 改 为 “内 切 圆 " ,结论 仍然 成 立 . 
证 明 如 下 ;如 图 16 - 14, 设 4K 的 延长 线 交 BC 于 对 ， 
连 0E,0F, 则 B=x- DOF,AC=x- DOE, 故 易 


FK sinB 
AIFEK = sinC 
PK .AF _ AE __ EK 
sin FAK sin AKF sin AKE sin KAE’ 
sin B sincC 
sin FAK sin KAE 


两 个 三 角形 面积 比 Spe : Sagge = (b+c):a. 

例 13 设 1 为 全 4BC 的 内 心 ,其 全 ABC 内 切 圆 切 三 边 BC, C4 和 4B 交 于 点 K,L， 
及 ,过 B 点 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直线 LM 和 LK 于 点 丸和 3. 求 证 :一 RS 为 锐角 . 

(IMO - 39 试题 ) 

姊妹 题 设 了 为 人 4BC 的 旁 心 ,其 人 ABC 旁 切 圆 切 边 4C 于 点 上 , 切 边 BA 和 BC 的 
延长 线 分 别 于 点 开 和 天 ,过 点 B 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直线 LM 和 无 于 点 员 和 5. 

证 明 如 图 16-15, 连 BI, MI, Ki. 

在 人 BKS 与 人 LMK 中 ,LKM = 一 KSP ERKS= /LMK. 
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RS _IK 
于 是 人 BKSw 人 A 人 LMK, 从 而 py = 7: 


同 理 可 证 2 = 7 

于 是 BS: BR = BK' BM . 

又 显然 及] MK, BK = BM, 从 而 BS: BR = 
BM? < BF, 即 BS' BR < BR .这 表明 ,在 BI 内 存在 
点 了 ,使 得 BR': BS = BP. 

在 全 RPS 中 ,应 用 射影 定理 的 逆 定 理 , 可知 
芝 RPS = 90°, 于 是 点 1 在 以 RS 为 直径 的 圆 外 ,从 
而 RS < 90?， 

例 14 在 Rt 和 4BC 中 ,AD 是 斜 边 BC 上 的 高 , 连 公 ABD 与 A4CD 的 内 心 的 直线 分 
别 交 4 ,4C 于 大, 工 , 人 4BC 和 公 AKL 的 面积 分 别 记 为 S 和 7. 求 证:S>27. 

(IMO - 29 试题 ) 

证 明 如 图 16-16, 设 入 4B8D, 和 4CD 的 内 心 分 别 为 W,N. 连 
AM ,AN, DM, DN, 且 连 CN 并 延长 交 AM 于 已 , 连 BM 并 延长 交 CP 
于 上 H, 交 AN 于 00. 

由 于 M,N 分 别 是 全 4BD, 公 4CD 的 内 心 , 则 三 ,CE 分 别 为 
本 4BC ,ACB 的 平分 线 , HH 为 人 人 ABC 的 内 心 . 

由 AD_L BC, AB_| 4AC, 可 得 BAD = ACD .又 因 4AM,CN 分 由 
别 为 B4D 、 一 4CD 的 平分 线 , 所 以 PA4D = PCD, 从 而 P,A,C， 
D 四 点 共 圆 ,一 4PC = 一 4PC =90°, 即 CP | ANM . 

同 理 , 可 证 BO AN, 因 此 占 又 为 人 AMN 的 重心 .连结 4 旭 , 有 AH」 MN, 即 AH | 
KL.X LKAH = /ALAH,PI AK = AL, / ALK = 45° = /ADN, 从 而 从 ADN 2 人 ADN, 

AB’. AC’ 4B2.4C | 


-1 4。 lagAt- lap-_ 464C AB':4C _1. 
AD= 人 外 ,于 是 $= 字 4B*4C,T= 地 AK- 氏 = 地 4D = FAB AC™) < I IAB AC = 2 


图 16-16 


方 4B'AC= 方 5. 故 S=27. 
如 有 果 把 全 4BD ,全 ACD 的 内 心肝,N 都 变 成 其 旁 心 ,就 成 为 下 面 的 问题 . | 
姊妹 题 “在 Rt 全 4BC 中 , 4D 是 斜 边 BC 上 的 高 , 全 4BD 中 48 边 的 旁 心 为 MM， 
全 4CD 中 4C 边 的 旁 心 为 N, 直 线 MN 分 别 交 BA4, Ch 的 延长 线 于 K,L. 作 ABC, 作 AKL 
的 面积 分 别 记 为 8,7, 求 证 $5>27. 
证 明 如 图 16 -17, 作 辅助 线 . 因 以,N 分 别 为 人 4BD, 公 ACD 的 旁 心 ,所 以 BH， 
CH 分 别 为 人 ABC ,一 4CB 的 外 角 平 分 线 ,H 为 人 4BC 的 旁 心 . 


站 瑟 说 近 蛋 后 性 入 沿 由 入 业 O 


商 五 半 臣 - 匡 尾 区 十 同和 芳 闻 O 


长 线 上 的 点 ). 


C,D 四 点 共 圆 ,一 4PC = 180? - 一 4DC = 90°, 4AP_]PC， 
即 MP | NH. 


MN,B HA | LK.X/LAG= /CAH,/ KAG = /BAH, 
而 人 CAH = BAH, 所 以 MG = KAG = 45°, 进而 


由 一 B4D = 一 4CD ,得 一 BE = ACF(F 玉 为 BC 延 


故人 BAM = 4CV ,从 而 一 NM4D = 二 PCD， A,P, 


同 理 , NO | 4M, 因 此 4 为 会 MNH 的 重心 , HA 上 


ALK = 45°, AK = 4L. 男 一 方面 , 全 4ALN 虽 人 和 从 ADN, 有 16- 17 


AL = 4D, 从 而 T= 方 4K* 氏 = 方 4D? = 


AB’*. AC’ AB’* AC’ 1 
2(AB: + AC’) < 2°:24B* AC < 2° 
注 ”直角 三 角形 有 一 系列 有 趣 的 数量 关系 ,这 可 参见 笔者 著作 《平面 几何 证 明 方 


法 全 书 》, 哈 尔 滨 工业 大 学 出 版 社 2005 年 出 版 . 
【模拟 实战 】 


dl 


hh 


Ld 


上 > 


LA 


Cn 


习题 A 


. PA ,PB 切中 0 于 4,B 两 点 ,过 OP 与 4B 的 交点 0 任 作 0 的 蕊 CD .求证 :和 AP4B 


与 全 PCD 有 一 个 相同 的 旁 心 . 


: 全 ABC 的 外 接 圆 半径 为 RR, 人 4 内 的 旁 切 圆 半径 为 m ,两 圆 的 贺 心 距 为 d, .求证 : 


di= RR +2Rr,. 


. 在 锐角 XAY 内 部 取 一 点 号 , 便 得 4BC = XBD ,ACB = /YCD .证 明 : 全 ABC 的 


外 心 在 线段 4D 上 . 


在 Rt 人 ABC 中 ,C=90°, 今 BC = a,CA=b,AB=c,p=3(a+bt+ Ce 
分 别 表示 其 内 切 圆 及 与 a,5,c 边 外 侧 相 切 的 旁 切 圆 半 径 . 求 证 :(1)p(p -ec)=(p- 


a)(p— b);(2)r+ | 十 ra 十 re =2p. 


. 全 ABC 的 内 切 圆 OO 切 BC 于 D,DE 为 内 切 圆 的 直径 ,直线 4E 交 BC 于 下 .求证 ， 


BD = CF. 


.名 了 的 外 切 四 边 形 4BCD ,分 别 延 长 B4 与 CD 相交 于 ,分 别 延 长 4D 与 BC 相交 于 


2 他 


正 , 且 设 一 BEC = a, 人 AFB =B. 求 证 :35-55 = a 
COS 
2 


IE 


Lm 


人 


习题 B 


. 给 定 人 4BC, 令 p= 方 (4B+ BC+ C4), 圆 是 角 4 内 的 旁 切 圆 ( 切 于 线段 BC ,与 


射线 48 和 射线 4C 相 切 的 圆 ), 圆 研 分 别 切 圆 T 和 全 4BC 的 内 切 圆 T 于 点 O 和 
P, 直 线 PO 和 人 BA4C 的 内 角 平 分 线 交 于 R, RT 是 圆 卫 的 切线 .求证 : RT = 
wv ptp-a), 其 中 a=BC. (1994 年 冬 保加利亚 十 二 年 级 奥林匹克 题 ) 


. 给 定 人 ABC ,4B=c,BC=a,AC=b,b 宇 4. 点 0 是 全 ABC 内 切 贺 卫 的 圆心 ,AhBC 


的 角 C 内 的 旁 切 圆 切 48 于 点 P, 点 MM 是 4B 的 中 点 ,点 0 是 直线 MO 与 BC 的 交点 . 
(1) 求 证 : PM = 方 (5 - a);(2) 求 PQ 的 长 . (1994 年 春 保加利亚 九 年 级 竞赛 题 ) 


: 在 全 4BC 的 内 切 加 0O 上 作 平 行 于 三 角形 每 一 边 的 切线 ,这 些 切线 从 人 4BC 截 得 的 


三 个 小 三 角形 4ED ,BCP ,CE ,在 48 上 ,GC, 下 在 BC 上 ,1,D 在 AC 上 ) ,它们 的 
内 切 圆 半径 依次 为 ,rr;,r; ,又 全 ABC 的 内 切 圆 半径 为 >. 求 证 :r = +r +r 


. 4,B,C,D 四 点 共 圆 , 另 一 圆心 在 48 上 , 且 与 四 边 形 4BCD 的 其 余 三 边 相 切 .求证 ; 


AD + BC = AB. (IMO - 26 试题 ) 


高 巨 言 二 否 捷 性 活 江 由 涉 辣 O 


人 6 PE 人 一 工 3 
We 专 题 研 究 系 列 


名 
奥 
林 
匹 
到 
的 
儿 
何 
网 
是 


第 十 七 童 关联 三 角形 巧合 点 的 性 质 及 应 用 


三 角形 的 巧合 点 在 这 里 是 指 三 角形 的 外 心 .内 心 .重心 . 垂 心 . 旁 心 .三 角形 的 巧合 
点 各 自 具 有 不 同 的 有 趣 性 质 , 我 们 已 在 前 面 各 章 做 了 介绍 ,这 里 介绍 关联 这 些 巧 合 点 
中 的 某 些 点 或 全 体 点 的 一 些 性 质 及 应 用 的 实例 . 


【基础 知识 】 


在 前 面 有 关 章 节 中 ,也 曾 涉及 两 心 或 多 心 的 有 关 结 论 ,为 了 方便 ,有 几 条 也 重新 罗 
列 出 来 . 

性 质 1 三 角形 的 任 一 顶点 到 重心 的 距离 ,等 于 外 心 到 对 边 的 距离 的 两 售 . 

性 质 2 三 角形 的 外 心 是 外 心 在 各 边 上 射影 三 角形 的 重心. 

性 质 3 三 角形 的 内 心 和 任 一 顶点 的 连 线 与 三 角形 外 接 圆 相交 , 这 个 交点 与 外 心 
的 连 线 是 这 一 顶点 所 对 的 边 的 中 垂 线 . 

性 质 4 三 角形 的 内 心 和 任 一 顶点 的 连 线 , 平 分 外 心 . 垂 心 和 这 一 顶点 的 连 线 所 成 
的 角 . 

性 质 5 三 角形 的 外 心 与 垂 心 的 连 线 的 中 点 是 九 点 圆 的 圆心 

性 质 6 三 角形 的 外 心 D ,重心 E, 九 点 圆 圆心 『, 垂 心 及 ,这 四 心 共 线 , 且 06: 
GH=1:2, GV: VH = 1:3. 

性 质 7 三 角形 内 心 与 旁 心 构成 一 垂 心 组 ;三 角形 内 心 与 旁 心 的 九 点 圆 是 外 接 圆 ; 
三 角形 的 外 接 圆 平分 内 心 与 旁 心 的 每 一 条 连 线段 . 

性 质 8 设 和 全 4BC 的 外 心 为 0, 内 心 为 1, 则 7 为 旁 心 全 Lil 的 重心 ,了 关于 Oo 的 
对 称 点 0' 是 全 Islc 的 外 心 ,全 1plc 的 欧 拉线 与 直线 O1 重合 . 

性 质 9 三 角形 的 面积 是 其 旁 心 三 角形 面积 与 内 切 圆 切 点 三 角形 面积 的 等 比 中 
项 . 

性 质 10 三 角形 的 旁 心 三 角形 与 内 切 圆 切 点 三 角形 的 欧 拉线 重合 ， 
性 质 11 设 互 ,6C,7 分 别 为 三 边 两 两 互 不 相等 的 三 角形 的 重心 .重心 .内心 , 则 

PICE>90"， 

事实 上 ,不妨 设 BC > 4C > 4B, 过 G 作 直 线 1// BC, 这 时 易 证 射线 41 必 处 于 
之 HA4G 内 部 ,点 了 在 直线 上 上方, 在 CH 下 方 . 于 是 1 在 以 GH 为 直径 的 圆 内 ,从 而 


了 HIG 是 钝 角 或 平角 . 

性 质 12 锐角 和 公 4BC 中 ,外 心 0 到 三 边 距 离 之 和 记 为 dy ,重心 G 到 三 边 距 离 之 
和 记 为 d§ ,重心 H 到 三 边 距 离 之 和 记 为 ds , 则 1: ds +2'dy =3'dE. 

事实 上 ,如 图 17 - 1, 设 人 4BC 的 外 接 圆 半径 为 
1, 三 个 内 角 记 为 4, B,C, 易 知 : 

di. = OO + 00, + 00, = cosA + cosB + cosC, 则 
2d# =2(cosA + cosB + cosC). 

因 AH, = sinB8* 4B = 2sinB' sinC, 同 理 得 48,， 
AH,. 

于 是 3d = 3GG) + 3G6, + 3GG; = AH, + BH, + 
CH, =2(sinB'sinC + sinC* sinA + sinA *sinB). 

设 4 五 的 延长 线 交 人 4BC 的 外 接 圆 于 以 , 则 

BH = BE = 2sin/ BAH’ = 2c0sB, HH, = BH cos/ BHH, = BH 'cosC = 2cosB .cosC， 
同 理 可 得 HH, , HH ,从 而 

ds = HH, + HH, + HH; = 2(cosB' cosC + co8C :cosA + cosA* cosB), 于 是 由 cosB: 
cosC +o08C*cosA + cosA*cosB - sinB'sinC — sinC :sinA ~ sinA :sinB = cos( B+ C)+ 
cost C+A)+cos(A+B)= - (cosA + cosB + cosC) ,RT 证 . 

性 质 13 设 公 ABC 的 外 接 圆 .内 切 圆 半径 分 别 为 R,r, 外 心 为 0, 内 心 为 1, 垂 心 
为 玉 , 重 心 为 6, 顶点 4 所 对 的 边 的 旁 切 圆 的 圆心 为 ,半径 为 r, (其 余 类 推 ), BC = a， 
C4 =b,AB=c, 则 

(DO0FP=R -2R; 


(2) 16’ =5(0 ce)* io +b +e) -4 


= - [6( ob + bc+ca)-S(a +b + ce))]; 
(3) O06 = Ro +b +ec’); 


(4) HCG? =4R (ee 下 
(S)OH =9R- (oa +b +e); 
| 好 3 
(的 及 
a+b+ec 
(TI) =4R(r -7), I =4R(Crs -7), N=4R(r, -7); 
(8) LIs =4R(r, + ra), Tolc =4R{(r, + re), Ll =4R(Cr, + Fe) 


次 互 言 疙 丘 民 沪 四 加 待业 O 


商 本 这 达 臣 玫 性 光 汪 加 江 站 O 


(9) DF = R* +2Rr, OF = Re +2Rrs, Ol = R +2Rre. 

性 质 4 ”有关 字母 同性 质 8 所 设 , 设 R' 为 人 LI1slc 的 外 接 圆 半径 ,0 ”为 其 外 心 ， 
则 (1)R* =2R;(2)10" =210. 

性 质 15 有 关 字 母 同性 质 13 所 设 , 令 p= 过 (a + 5+c), 则 有 心 径 公 式 

(1)04 = 08 = OC = R:; 

(2) HA =2R|cosA|, HB =2RIcosB1, HC =2RIcosCl; 


a a 
2 2= A A 
岛 1T 一 0 
2 2 
B CG ra Pp 
(4)74 4R'cos 3 "cos 1 全 等 三 式 ; 


(5) G4 = 3V2b +20 ~ 0 ,等 三 式 . 


性 质 16 设 尸 为 人 4BC 平面 内 的 点 ,4P, BP, CP 所 在 直线 分 别 交 全 ABC 的 外 接 
圆 于 4 ,8 ,C', 则 

(1) 若 P 为 人 ABC 的 外 心 , 对 锐角 三 角形 ,有 Sangc = SAawpc + Saagc + Saagc 

对 非 锐角 三 角形 (不 妨 设 一 4 三 90?, 下 同 ) ,有 S Aapc = S anc Sangye SY aapc 和 

(2) 车 PP 为 全 ABC 的 重心 ,有 同 (1) 的 结论 ; 

(3) 若 P 为 全 ABC 的 重心 ,有 Sangc < Saxac + Sanwc + Sanpe 当 且 仪 当 从 4BC 为 
正三 角形 时 等 号 取得 ; 

(4) 若 了 为 全 4BC 的 内 心 , 有 辐 (3) 的 结论 . 

性 质 17 在 公 4BC 中 ,内心 到 外 心 的 上 距离 等 于 重心 到 外 心 的 距离 的 充 要 条 件 是 
a +b+c =18R. 

性 质 18 三 角形 的 内 心 与 外 心 之 距离 等 于 内 心 到 垂 心 之 只 离 的 充 要 条 件 是 有 一 
个 角 为 60?. 

性 质 19 三 角形 的 内 心 .外 心 、 垂 心 与 两 顶点 五 点 共 图 的 充 要 条 件 是 另 一 顶点 的 
内 角 为 60°. 

性 质 20 设 P 是 全 4BC 的 巧合 点 , 连 4P 交 BC 于 D, 过 P 的 直线 分 别 与 48,4C 


AD _AB CD AC .BD 
所 在 直线 交 于 五 ， F, 则 #5 = AE BC +AF'BC: 


特别 地 , 当 P 分 别 为 外 心 0, 内 心 1, 垂 心 ,重心 C, 角 4 内 的 旁 心 届时 ,有 
(篇: sin2B + 4 Se oo 


(2)45 ,sin 有 + AE .sinC = sind + sinB + sinC:; 


(3)45， “tanB + 4: "tanC = tanA + tanB + tanC; 


(5) -einB + AE .sinC = -sin4 + sinB + sinC. 


AD AD + DP 口 AMEF + Sa peF Sangp + Sm 
事实 上 , 由 名 - 人 D+ 上 
AB*: AC “A 
S Fe 
A AC HAC 有 到 + 要 .CD 及 4 色 - sin24+sin23+sin2C AD _ 
ri AF “BC + AE' BC'’~40 smB+tsiniC ?A = 
AB 4C “Se 
AB+ CA+BC AD AD:tand AD 3 和 
AB+AC 'AH™” 了 463 人 = ”AB+AC 等 式 , 即 可 推 得 ， 


性 质 21 设 P 是 人 4BC 的 巧合 点 ,直线 4D , BP, CP 分 别 与 边 BC, C4 ,4 或 其 延 
长 线 交 于 刀 , 瑟 , P, 则 对 于 有 向 线段 的 比 ,有 4 + 敌 + 二 =1. 

事实 上 , 当 P 为 人 4BC 所 在 平面 内 任 一 点 上 式 均 成 立 .引入 三 角形 有 向 面积 , 运 
用 面积 比 即 证 ， 
[典型 例题 与 基本 方法 ) 


例 1 后 四 边 形 48CD 的 对 角 线 交 于 点 1 ,点 P,0 分 别 是 人 AMD 和 人 CMB 的 重 
心 ,RR,5 分 别 是 人 DMC 和 全 M4B 的 垂 心 . 求 证: PO_L RS. (2003 年 国家 队 训 练 题 ) 

证 明 如 图 17 - 2, 作 王 4MDX 与 己 CMHBY, 连 MYX, MY; SA， 
SB, SX, SY; RC, RD, RY, BY. 


由 重心 的 性 质 , 知 已 在 MY 上 上 自 MP = 村 MX， 0 在 My 上 且 


MO = 本 MT， 所 以 PoOV 好 或 P,O,T, 了 四 点 共 线 . 


又 因为 灵 是 和 CDW 的 垂 心 , 故 DR 1 CM ,结合 DX// CH ,可 
知 DRLDX. 同 理 CR_| CY, 4S | AX, BS | BY. 所 以 (SY + RY)- 
(RX + SY°) = (AS? + A + CR + CY) - (DR?: + DX? + SB? + 
BY’) = (AS’ + BM? - BS? — AM’) + (CR + DM - DR ~ CM’) =0. 


涪 生 全 户 导 -于 忧 潍 汪 六 潮 OO 


请 阿 训 六 臣下 民 渐 二 癌 和 江上 站 OO 


于 是 SZ? + RY = RY + SY , 故 RS | XY, RS PO. 
例 2 如 图 17-3, 在 非 等 边 人 POR 中 , 症 ,Y, 2 分 别 是 9R, RP, PO 的 中 点 ,全 POR 的 
垂 心 是 五, 外 心 是 让 ,全 NZ 的 外 心 是 0, 则 人 XYZ 的 垂 心 也 是 对 ,并 且 0 为 MH 的 中 点 . 


证 明 连 PX,0FY, RZ 交 于 点 CG, 则 6 为 会 POR 与 人 XYZ 之 
重心 . 

因为 PG: GX = 00:67= RG: GZ=2:1, 所 以 全 POR 与 
人 XYZ 是 以 6 为 似 位 中 心 , 且 位 似 比 为 2:1 的 位 似 形 ， 

因为 MP = MO ,所 以 MHZ Po ,因此 MZ.|XY. 

同 理 MT7 下, 所 以 好 为 入 好 7 的 重心 . 

由 位 似 性 质 知 MG =260 且 6 在 线段 MO 上 ,PCG=26UH 且 6 
在 线段 MH 上 ,所 以 0 为 MBH 的 中 点 . 

例 3 如 图 17 - 4, 四 边 形 4BCD 内 接 于 0, 对 角 线 AC | 


BD, OF | AB 于 .求证 :OE = 地 CD. 


证 明 作 CF 4B 于 F,CF 交 BD 于 8, 则 上 为 人 人 4BC 的 垂 
心 . 连 CE 交 08H 于 6, 因 0 为 全 4BC 的 外 心 , 则 6G 为 全 4ABC 的 重 
,HB GH: O06 =2:1., 

由 0E// CF, 有 CH: OE = GH: 0G =2:1. 

又 ~A4CD = .48BD = 人 ACF, 则 CD = CH, 从 而 CD: OE = 


2:1. 即 OE = 六 CD， 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 巧合 点 各 自 性 质 的 联 用 

例 4 如 图 17-5, 在 和 4BC 中 ,一 4CB = 30, ABC = 
S0?, 于 为 形 内 一 点 ,一 MA4C = 40°, 人 MCB =20?. 求 一 MBC 
的 度数 ， (《 数 学 通报 》1999 年 9 期 1208 号 问题 ) 

解 ” 在 CM 的 延长 线 上 取 一 点 ,使 人 EBC = 60? ,在 
BE 延长 线 上 取 一 点 DD, 使 DCB = 40°, 连 D4, DM , DC， 
E4. 易 知 C4 | DB, BA4 | DC, 即 4 为 人 BCD 的 和 惟 心 ,可 
和 ADB = 30°. 四 

在 全 CDE 中 , 易 知 玫 ECD = 20°, BDC = 80°, 可 知 DEC = 80°= /EDC. EC= 
DC, 且 4C 为 人 DCE 的 平分 线 , 即 AC 为 DE 的 中 垂 线 , 从 而 4D = AE, /AED = 30*， 
/AEM = 50°. XA AME = 一 MA4C+ 一 NMC4 =50°, 故 AM = AE = AD, 即 A 为 全 DEM 的 外 


心 ,于 是 一 MD = 3 LMAE =40°. 
由 BDC = 80?, 可 知 DM 平分 BDC .又 CM 平分 BCD, 知 有 为 ABCD 的 内 心 ， 
故人 MBC = 地 人 DBC =307. 


例 5 如 图 17-6, 公 4BC 中 ,人 C=30°,0 是 外 心 ,了 是 内 心 , 边 4C 上 的 点 万 与 边 

BC 上 的 点 5 使 得 AD = BE = 4AB .求证 : OT 1 DOT= DE. 
(1988 年 中 国 奥林匹克 集训 题 ) 
证 明 作 一 D40 的 平分 线 交 BC 于 天 , 连 41, BI, DI, 页， 
40, 易 证 全 4D 人 AIB AFEB, /AD= /AB = /EIB, 而 


LAB=90P+ LC=105°, 则 LDIE =360°- 105°*3 =45°. 
又 LAKB = 30° + 3 DAO = 30° + 了 (LBAC -一 BMD) - 


FLBAC= LBA1= 人 BEB1, 知 AK// IE. 又 由 40 = 4B= AD, 可 


证 DO 4K, 于 是 DO 上 严 . 同 理 £0 | 历 . 故 0 是 AD 的 牌 图 17-6 | 
心 ,从 而 10 上 DE. 由 人 人 DIE = 了 IDO 及 垂 心性 质 (和 人 IDE 与 人 IOD 的 外 接 圆 是 等 圆 )， 
可 证 07 = DE. 

2. 注意 巧合 点 关联 性 质 的 运用 


例 6 如 图 17-7, 公 ABC 是 一 个 直角 三 角形 ,C= 了 ,有 > 一 4.0 是 和 4BC 的 


(1994 年 中 国 奥林匹克 集训 题 ) 
证 明 因 一 BO = F101 BlesBr + 102 = BO? 


性 质 ]3,15 2 
Wi i : ed 
sin 一 
2 | B 


r=2Resin? 他 eo2sin 分"sin 了 =sin 了 (其 中 用 到 图 17-7 


py 
"=4Rsin 7 sin 3 sin 万 ) 


cos 地 (4 -C0)=2sin 圣 . OD 


滴 百 言 己 娃 廿 帐 当 二 避 六 闻 O 


淆 囊 便 己 导 五 着 潍 洗 加 诛 将 0O 


注意 到 2sin 3(4 CE) cos 广 (4 _ C0) =2sin 方 (4 C)*2sin ER 


则 DessinA + sinC =2sinBoa + c=2b. (加 ) 
当 人 c= 广 时 , 令 a=b-d,c=b+d, 代 人 w+ 刀 = 忆 ,化 简 得 5=4d, 从 而 
a =3d,c=5d. OD 


从 加 也 可 推 得 名 , 故 命题 获 证 . 
例 7 如 图 17-8, 一 个 锐角 和 从 ABC ,BAC = 60, 三 点 上 ,0 ,1 分 别 是 人 4BC 的 垂 
心 .外 心 和 内 心 .如果 BH = 01, 求 4BC 和 ACB. (1994 年 保加利亚 竞赛 题 ) 
解 因 妃 为 人 4BC 的 垂 心 , 连 妇 , CH, 则 知人 BCH = BAH = 
90"- 一 4BC , 故 一 下 = 902 - 一 BCT. 中 
由 一 MC =60p 及 BH = 01, 知 H,T,0 三 点 两 两 不 重合 , 且 由 性 


质 13,14 知 和 = 页 = 了 5,B, 有 ,六 0O,C 五 点 共 圆 ,从 而 有 有 = 
好 =10, 故 有 人 BCH= 人 HCI= 人 IC0 = 专人 BC0， 


在 全 0B8C 中 , BOC = 2 了 BAC = 120°, 而 08 = 0C, 于 是 
降 BC0 = 30?, 从 而 了 BCH = 10*, 故 由 中式 知 一 4BC = 80?. 

此 时 ,一 4CB = 180? -4A -一 4BC = 40°. 

例 8 如 图 17-9, 锐 角 和 从 ABC 中 , 是 重心 ,0 是 外 心 , 了 是 图 17-8 
内 心 .已 知 C > 人 B > 人 4, 求 证 :1 在 全 BOH 的 内 部 . 

(第 39 届 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 考试 题 ) 

证 明 设 8 的 平分 线 交 08 于 已 , 则 BP 也 是 OBH 

的 平分 线 . 设 一 4 的 平分 线 交 O08 于 0, 则 40 也 是 O04H 的 


BH _ HP A _ HO 
平分 线 . 作 而 有 BO = op ,40 = 06- 
作 CH」4B 于 E, 由 AB>/A4, 得 AC > BC,AE > BE, 故 


AH > HB .而 40 = B0 ,于 是 友 > 75. 故 0 在 0,P 之 间 , AQ BE 


与 BP 的 交点 1 必 在 全 BOH 内 . 图 17-9 
例 9 设 0 是 锐角 人 A4BC 的 外 心 ,分 别 以 全 ABC 三 边 的 中 点 为 圆心 作 过 点 O 的 
圆 ,这 三 个 圆 两 两 相交 于 异 于 0 的 交点 ,分 别 为 KL、M .求证 :点 0 是 人 KLM 的 内 


二， 


证 法 1 如 图 17- 10, 设 4 、B’、C' 分 别 为 边 BC、Ch4 、4B 的 中 点 ,由 于 04’ | BC ， 
BC/BC,FPM O04 | BC'. 
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图 17- 10 
同 理 , 0B8' | 4'C' .从 而 点 0 为 人 4'B'C 的 垂 心 . 
义 B'C' 是 KO 的 中 垂 线 ,于 是 KO 的 中 点 KK 是 点 0 在 BC' 上 的 射影 . 
同 理 , [0、MO 的 中 点 L, M' 也 是 点 0 在 4'C'、C'B8' 上 的 射影 , 即 人 KLM 为 
全 4B8'C' 的 垂 心 的 垂 足 三 角形 ,从 而 点 0 为 人 KLM' 的 内 心 、 
注意 到 公 KLM 与 全 K'L'M' 是 位 似 图 , 且 位 似 中 心 为 0, 位 似 比 为 2, 故 0 为 人 KIM 
的 内 心 . 


证 法 2 如 图 17- 10, 连 结 B80、C'L、C'0, 在 ©C' 中 ,有 人 IKO= 序 人 OC'L. 
而 全 OC'4' 旬 人 LC'4' ,用 OCA' = 了 LC'A'. 
由 0、.C'、B8、4' 共 圆 ,知人 4’BO = 4'C'O = 人 OC'L = 人 IKO. 


同 理 ,人 4’CO = MKO .而 4’BO = 4'CO0, 从 而 人 LKO = /MKO. 

即 OK 平分 人 LKM . 

同 理 , 10 平分 了 KLM . 故 0 为 人 KLM 的 内 心 ， 

例 10 在 锐角 人 4BC 中 ,4B 坟 AC, 太 ,G 分 别 为 
该 三 角形 的 垂 心 和 重心 . 则 一 46CH = 9%0* 的 充 要 条 件 
Pr Pet Ph 

证 明 必要 性 :如 图 17- 11, 作 公 4BC 的 三 条 高 
线 A4'、BB'、CC' , 则 它们 相交 于 点 FH. 

设 0 为 人 人 ABC 的 外 心 , 则 由 欧 拉 定理 , 知 0、G、 


2 
H 共 线 .延长 4G 交 BC 于 用 , 则 AG=3AM. 图 17-11 


此 时 ,4 、B、A’、B8',B.C.B’.C’, C、A、C'、4' 分 别 四 点 共 圆 ,从 而 有 
AH* HA’ = BH* HB’ = CH* HC’. 


网 吾 人 前 吕 导 于 性 浴 时 则 讲 汪 OO 


令 BC=a,C4=b,A4B=c,O 的 半径 为 R. 


1 ， 1 _ 2 ,Sam , Sam _254 
员 则 5 + Sa ed Wee ee 
匹 CC' BB’ ,AA’ | 
PG’ + HA ger -2 入: 本 
| 人 CC CH + BB': BH =2A4’'* AH. 中 
的 | ”下 面 证 明 式 在 条 件 人 AGH =90° 下 成 立 . 
4 由 于 CC CH + BB'' BH = CB.C4' + BC: BA’ 
间 = BC(CA’ + BA’)= a’. 
由 了 ACH =90°, 有 2A4’:AH=24AG: AM =2: 4AM = 和 (P+ -二 2)， 四 
由 三 角形 垂 心性 质 知 ,全 HC4 与 人 4BC 的 外 接 圆 是 等 圆 ， 则 用 4C# =2R, 即 


AH =2R:cosA,H AA’ = c'sinB. 
从 而 44… AH = c'sinB:2R'cosA = be'cosA 


= 方 (b+ c -a’). 
又 4G*AM= 池 4M? = 地 (了 + 一 方 7). 注 意 到 A444H8= 4G AM， 
则 由 闻 ( 妨 +e 一)= 雪 (+o - 广 a?), 有 B+ c=207. 
于 是 @ 化 简 为 244'"4 有 = 所 (六 + - 方 0*) = a?, 故 DD 式 获 证 . 


充分 性 :参见 图 17- 11, 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 , 4H 所 在 直线 为 y 轴 建 立 平面 直角 
坐标 系 x4'y. 设 B( - m,0),C(n,0),4(0,), 则 由 重心 坐标 公式 得 C( 了 下, 专 ). 由 


RtA BA'H ww Rt AA’C 得 H(0,) .从 而 


AGH = 90°0 AG J GH © kc * Key = 一] 


2 mm kh 
re 
一。 = -1 人 2h = m+4mn+t+n. 
n= Pt 一 天 
3 3 
1 (m+n)-mn 1 hh — _1 n(h:-— 
而 Somme = 二. 人 ma 二 2,Saao = 才 . 亚 人 ,Same = 二 "2 mn) 


其 中 由 公 4BC 为 锐角 三 角形 ,有 he > mn ， 
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l ] 2 h h 
故 5 一 ww mm)  n(hi— 


例 11 三 角形 某 个 顶点 与 内 心 连 线 垂 直 于 外 心 与 内 心 
连 线 的 充 要 条 件 是 三 边 成 等 差 数 例 ( 某 顶点 对 的 边 为 等 差 中 
项 ). 

证 法 1 如 图 17-12, 设 入 4BC 的 外 心 ,内心 分 别 为 0、 
1 延长 4 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 点 了 ,连结 40 、0P, 则 04 = 
OP, 且 由 内 心 的 性 质 知 JP = BP = PC. 

令 BC=a,C4a=pb,48=ec, 则 在 圆 内 接 四 边 形 4BPC 中 
应 用 托 勒 密 定 理 , 有 

a'AP=b:BP+e'CP= IP(b + e). 图 17-12 

于 是 ce、a ,成 等 差 数 例 司 4P =2IP 号 1 为 4P 中 点 局 Of | AI. 

证 法 2 如 图 17- 12, 设 0 了 分 别 为 人 4BC 的 外 心 内心 , 令 BC = ga, C4 -= 六 


A cp = 三 (at b + c). 设 417 的 延长 线 交 于 BC 于 了 ,由 角 平 分 线 的 性 质 . 有 


Ap Re DA py m{h*:— ma ) mm(m+n) 图 名 

奥 

lle m + 4mn+n. 网 

从 而 充分 性 获 证 . 

注 ”此 题 充 分 性 为 2003 年 国家 队 集 训 测 试题 . 必要 性 由 黄 全 福 老 师 给 出 作为 《中 学 

等 数学 》2009 年 1 期 奥林匹克 问题 高 240 号 . 和 
儿 

何 

间 

题 


bl _48_ < _ac_ ab 
TC=AC= pb , 即 得 B7 = Or 


设 了 在 BC.C4 边 上 的 射影 分 别 为 D.E, 则 DT=1BT- BDI=1p- 有 


由 圆 医 定理 ,有 04 - 0 有 = 尼 - 072 = BT* TC(R 为 人 ABC 外 接 圆 半径 ). 
则 4 人 = AB? + ?=(p-a)+r(r 为 人 4BC 内 切 圆 半径 )， 


IT = TD + ID=( BE 
r b+e ， 


从 而 4 上 有 人 042 -OF= BT:TC= 1 -7 


ac ac ” 
b+c Bee Dn a ) b+e=20. 


例 12 三 角形 的 内 心 与 重心 的 连 线 平行 于 三 角形 的 菜 一 边 的 充 要 条 件 是 三 角形 
三 边 成 等 差 数 列 ( 某 一 边 为 等 差 中 项 ). 

证 法 1 如 图 17-13, 设 人 4ABC 的 重心 .内 心 分 别 为 G、1, 连 4C 并 延长 交 BC 于 
M, 作 CD BC 于 D, 作 4H BC 于 万. 


离 瑟 说 二 东 如 性 活 可 局 涉 亲 0 


| 延长 BG 交 AC 于 点 六 , 设 内 切 圆 切 BC 边 于 点 P， 


设 BC=a,C4=D,4B=ec, 和 人 4BC 的 内 切 圆 半 径 为 r， 


则 
由 外 -4 及 2 人 -et+b+e)r, 有 


CIN/ BCSCD=r A=3r tt -2 


b+c=20. 
证 法 2 过 公 ABC 的 内 心 了 上 作 与 边 BC 平行 的 直线 分 
别 交 4B .4C 于 MM、N. 
设 AM= X48, 则 4N= AC, 且 有 MN = ABC， 
从 而 BM = (1-A)AB,NC=(1-A)AC. 
连 BI, 可 推 得 BM = MI. 同 理 IN = NC ,于 是 
BM NC BM+NC M+IN MN ABC 


0 


证 法 3 连 A/ 并 延长 交 BC 于 E, 连 4G 并 延长 交 BC 于 MM， 
AB AC AB+AC 2BC 41 AC , AG AG AI 

则 5 = 二 =2, r=2 Og = /BC. 

例 13 锐角 和 公 ABC 的 某 顶 点 与 重心 的 连 线 牌 
址 于 内 心 与 外 心 连 线 的 充 要 条 件 是 三 角形 三 边 的 
倒数 成 等 差 数 例 ( 某 顶点 所 对 的 边 的 倒数 为 等 差 中 
项 ). 

证 法 1 设 G1.0 分 别 为 全 ABC 的 重心 ,内 
心 和 外 心 . 


令 BC=a,CA=b,AB=c,p= 广 (a + 6 +c). 


切 48B 边 于 点 @, 其 半径 为 r, 则 


BO - ON’ = 402 - ON = AN? = 7b?. 


Br=BO +r=(p-b) +r, 


IW= P2+P=[ 之 -(p- )] + a 
二 r = 2 PpP-—-4a 六 三 7 。 
于 是 8 了 人 机 了 会 有 -=B0 -ON 


2 
ed =1pol,.l1-2 


2 OO 
证 法 2 在 全 4B8C 中 ,不 妨 设 48 边 最 短 , 因 而 可 在 BC .4C 上 取 点 EF, 使 BE = 
AF = 4B8, 则 可 证 了 上 FF 匹 
事实 上 , 设 放 为 BC 的 中 点 ,延长 OM 交 直 线 41 于 DD, 则 D 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 . 克 
XL BOD=/ BAF, BO = DO, BA = AF, 则 A BOD wa BAF. 
由 内 心性 质 知 8D = D1, 从 而 售 = 咒 , 即 货 = 束 , 亦 即 20 = BE. 的 
由 OD 上 BC,BF .AD, 有 FBE = IDO, 即 有 人 BFE wA DIO, 故 OlL EF. 目 
回 到 原 题 证 明 , 设 4C 边 的 中 点 为 N, 连 IN ON, 则 题 
BC IO SBC/ EF SBN// EF OR = Be 
也 
2 bth ml+l2. 


例 14 在 全 ABC 中 ,4 = 60e( 即 一 4 为 一 有 和 
人 C 的 等 差 中 项 ) ,0 7 互 分 别 为 人 4BC 的 外 心 .内 心 、 
王 心 , 则 有 下 列 结论 成 立 ， 

(1)8、.0、TH,C 五 点 共 圆 ; 

(2) 4H = 40 = R, OI = 历 ; 若 08 所 在 直线 交 4AB、 
AC 分 别 于 P.0, 则 PO = HO; 

(3) OH = 1 4B - AC 1(AB 2#¥ AC 时 ), OF = 


| HB - HC| 
一 一 一 -一 一 (4p24C 寸 ) ; 
局 Pn 
1 


(4) 设 直线 BI 交 4C 于 F, 则 调 + 志 = 去 

证 明 如 图 17 - 15. 

(1) 由 一 BOC= 2Z4 =120°, LBIC=90+ 广 LA=120, LBHC = LB+ LC 
180° - 人 4 = 120", 即 知 B、O、 .DC 五 点 共 圆 . 

(2) 延 长 BH 交 4C 于 已 , 则 4 = cos 和 EAH = cos (90*- 人 DBE) = sinB， 


1 
有 MN onB “inB'2°2R3=R=40. 
连接 和, 则 由 人 401 各 人 4HO 知 01= 1H, 由 人 40P 和 人 AHO 知 PO = HO. 


(3) 设 巴 0 的 半径 为 R, 则 0B = 0C = R, BC =v3R. 


离 隔 言 二 亚 提 性 汶 江 区 和 江 三 O 


由 四.O 如、C 四 点 共 圆 ,在 此 圆 中 应 用 托 勒 密 定理 ,有 
OF: Eo OC = BO: HC ,BW/3R: OH= R* BH- R* HC( 当 4B > AC 时 ), 


_ BH- HC_ 1BH- HCI 
从 而 OH = Oe 


今 AB=c,AC=b, 当 AB> AC 时 ,c - b=2R':(sinC — sinB ). 


要 sin 人 OCH _ sin OCT sin OCH 
而 O08 = BC* on FCHB = 2R'sinA" sn FCHB = ZR sin6O" 0 


=2R:sin DCH =2R* sin(/ OC4A - A HCA) 
=2R'sin(A ~ B)=2R'sin(C ~ 60°). 
于 是 ce- b= OH sinC - sin(120° - C) = sin(C -60°) 
> 2.cos60p.sinf C - 60°) = sin( C -60°) 恒 成 立 , 故 结论 获 证 . 


(4) 由 ob'simn 革 =ab* 地 (1- csC)=(p-a)(p -6b), 有 sin 攻 = 


( -2 -5b) 其 中 BC=a,AC=6,AB=c,p= 方 (a+ b+e). 


同 理 ,sin = 222) 二 -csin 疙 = pe 0 pe) 二 Se). 


1 1 1 3 
于 是 ,+1c IE!+1C = B= 


She=4(p- a)(p- eo)e sin 分 = 方 呈 人 BAC = 60°. 
注 三 角形 三 角 成 等 差 数 列 以 及 三 角形 三 边 成 等 差 数 列 的 问题 还 有 许多 有 趣 的 
结论 ,可 参见 笔者 新 著 《 几 何 瑰 宝 》( 哈 尔 滨 工业 大 学 出 版 社 2009 年 3 月 出 版 ). 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 在 锐角 人 4hBC 中 ,8 =30e,4D ,BF 是 两 条 高 , 开 是 垂 心 , EC 为 48B8 的 重心 ,直线 
CC 交 4B, 4D 于 M,N .求证 :全 AMN 为 正三 角形 . 
二 在 锐角 和 人 4BC 中 ,BAC = 60”， i， 0， H 分 别 为 全 ABC 的 内 心 、. 外 心 、 重心 .求证 ; 
Or = IH. 
3. 在 入 ABC 中 ,6 为 重心 ,7 为 内 心 . 试 证 :入 4C17 ,人 BC1， AcGy 中 ,最 大 的 一 个 的 面积 


等 于 其 余 两 个 面积 之 和 . 
4. 设 公 ABC 中 ,4B = 4C,0 为 全 4BC 的 外 心 ,D 是 48 的 中 点 ,上 是 和信 ACD 的 重心 .证 
明 : OF | cD. 
5. 0, 昌 分 别 为 锐角 全 ABC 的 外 心 和 重心 , M,N 分 别 在 48B, AC 上 ,是 AM = A0,AN = 
AH ,RR 为 外 接 圆 半径 .求证 ; MN = R. 
. 设 G,H 分 别 为 锐角 公 ABC 的 重心 和 垂 心 , 若 tan4 ,tanB ,tanC 成 等 差 数列 , 则 CH// 
AC. 
设 0,7 分别 为 全 48C 的 外 心 和 内 心 , 若 C4 ,BC ,4B 成 等 差 数列 , 则 O7 14. 
设 0 为 锐角 全 4BC 的 外 心 , 作 BC 边 上 的 高 , C4 边 上 的 中 线 和 一 C 的 平分 线 并 延 
长 交 @0 于 A’,B’,C’ Ree + Saagc + Sanape ， 
《1991 年 中 国 奥林匹克 集训 测试 题 ) 
. 锐角 公 4BC 中 ,4 角 的 等 分 线 与 三 角形 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 4 ,点 B ,Ci, 与 此 类 
似 ,直线 4A4| 与 B,C 两 角 的 外 角 等 分 线 相交 于 4。 ,点 Bo, Co 与 此 类 似 .求证 ; (1) 
全 ho Bo Ce 的 面积 是 六 边 形 4C, BA CB, 面积 的 2 倍 ;(2) 人 4u BoCo 的 面积 至 少 是 


oh 


Go ~ 


| 


入 ABC 面积 的 4 倍 . (IMO - 30 试题 ) 
10. 全 4BC 的 一 4, 一 B, 一 C 的 内 角 平 分 线 分 别 与 外 接 圆 交 于 4 ,8 ,Cl. 证 明 ， 
San Bac, SP Sangc. (IMO - 29 预选 题 ) 


11. 已 知人 4BC 的 三 个 顶点 4,B,C 分 别 在 和 4, B, C, 的 边 Bi Ci ,Cd ,4 上 ,使 得 
ABC = 人 AB Ci , < BCA 一 BB CA » ~ CAB = CAB,. 证 明 : A ABC 和 
全 A1B1C 的 重心 与 入 4BC 的 外 心 一 样 远 . 


习题 了 
.名 0 为 和 4BC 的 外 接 圆 , 三 边 满 足 2BC = 4B + 4C ,M,N 各 是 4B, AC 的 中 点 ,C,7 


各 是 全 4BC 的 重心 内心. 试 证 :直线 GI 与 人 A4NMN 的 外 接 圆 必 相 切 . 
2. 在 等 腰 和 4BC 中 ,4C = BC,O 是 它 的 外 心 ,7 是 它 的 内 心 ,点 万 在 边 BC 上 ,使 得 OD 


Ld 


与 BI 垂直. 证明; 直线 历 A AC. (第 22 届 全 俄 竞赛 题 ) 
3. 在 一 个 非 钝 角 公 4BC 中 ,4B > 4C, 人 LB =45°,0 和 7 分 别 是 人 4BC 的 外 心 和 内 心 ， 
Hy201= 4B - AC. 求 sinA. (1998 年 CMO 试题 ) 


心 


. 在 圆 内 接 五 边 形 中 ,由 任意 三 个 顶点 构成 的 三 角形 的 重心 向 另外 两 顶点 的 连 线 引 垂 
线 ,这 样 的 十 线 交 于 一 点 . 
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第 十 八 章 ”几何 变换 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


BN a 旋 轴 , 轴 对 称 )、 相 似 (包括 位 似 )、 
仿 射 和 反 演 变换 . 

在 平面 到 自身 的 一 变换 下 ,如 果 任意 线 眉 的 长 和 它 的 象 的 长 总 相等 ,那么 这 种 
变换 叫做 合同 变换 .合同 变换 具有 下 述 基本 性 质 : 

性 质 1 在 合同 变换 下 ,直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 ,射线 变 为 射线 ;两 直线 的 平 
行 性 .垂直 性 ,所 成 的 角度 都 不 变 ; 共 线 点 变 为 共 线 点 , 且 保 持 顺序 关系 不 变 ; 直线 上 


4、.B、C 三 点 的 简 比 你 不 变 ， 


性 质 2 ”在 合同 变换 下 ,三 角形 ,多边形 和 圆 分 别 变 为 与 它们 全 等 的 三 角形 .多 边 
形 和 图 ;封闭 图 形 的 面积 不 变 . 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 任意 一 对 对 应 点 4,4’ 连 结 的 有 向 线段 等 于 定向 
量 立 , 则 这 种 变换 叫做 平移 , 记 为 TC&).& 叫 平移 向 量 ,a 的 方向 叫做 平移 方向 ,其 长 度 
叫 平移 距离 ， 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 每 对 对 应 点 4, 4A’ 所 连结 的 线段 ,都 被 定 直 线 ! 所 
垂直 平分 , 则 这 种 变换 叫做 关于 直线 i 的 轴 对 称 或 轴 反 射 , 记 为 5(1) .直线 工 叫做 对 称 
轴 或 反射 轴 , 点 4 叫做 点 4 关于 轴 i 的 对 称 点 ， 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 任意 一 对 对 应 点 4,4' 与 平面 上 一 定点 0O 的 距离 
总 相等 , 旦 一 404' 等 于 定 角 9, 这 种 变换 叫做 关于 点 0 的 旋转 , 记 为 R(0,0). 扩 0 由 
做 旋转 中 心 ,9 叫做 旋转 角 . 

特别 地 ,旋转 角 9 = 180? 的 旋转 变换 称 为 中 心 对 称 变换 或 点 反射 , 记 为 C(0)= 
R(O,180°). 

性 质 3 在 平移 变换 下 ,直线 (线段 ) 变 成 与 它 平行 (或 重合 ) 的 直线 (线段 ); 在 轴 对 
称 变换 下 ,P 为 对 称 轴 ! 上 任 一 点 , 则 一 对 对 应 点 所 成 的 角 一 4P4'“ 被 所 平分 ;在 诞 转 
变换 下 ,对 应 直线 的 交角 总 等 于 旋转 角 ; 在 中 心 对 称 变换 下 ,对 应 点 连 线段 过 对 称 中 心 
且 被 它 平分 ,对 应 线段 相等 旦 反 向 平行 或 共 线 ,不 过 对 称 中 心 的 直线 与 其 对 应 的 直线 
平行 . 


在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 线 段 4'B’ 是 48B 的 象 , 且 4B': 4B =k(k: 为 正 的 沉 
数 ) , 则 这 种 变换 叫做 相似 变换 , 记 为 H(E) .常数 R 叫做 相似 系数 或 相似 比 . 

特别 地 , 若 丰 = 1, 则 为 合同 变换 ;k= -1, 则 为 中 心 对 称 变 换 . 

性 质 4 在 相似 变换 下 ,直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 ,射线 变 为 射线 ;点 与 直线 的 
结合 关系 不 变 , 点 在 直线 上 的 顺序 关系 不 变 ; 直线 上 三 点 的 简 比 不 变 , 两 直线 的 夹 角 不 
变 , 两 相似 多 边 形 面积 比 不 变 旦 等 于 相似 比 的 平方 ， 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 对 于 任 一 对 对 应 点 4, 4 与 平面 上 一 定点 0 ,都 有 
04 :04 = 有 (为 非 零 党 数 ) , 则 这 种 变换 叫做 位 似 变 换 , 记 为 H(O,) .点 0 叫做 位 似 
中 心 , 叫做 位 似 比 . | 

特别 地 ,当局 >0 时 ,4,4’ 在 点 0 辣 侧 ,这 种 变换 叫 顺 (或 正 或 外 ) 位 似 ;k <0 时， 
4, 4 在 点 O 两 侧 , 这 种 变换 岂 逆 (或 反 或 内 ) 位 似 . ss 

性 质 5 在 位 似 变换 下 ,对 应 线段 之 比 相等 ,对 应 角 相 等 晶 转 向 相同 ;不 过 位 似 中 
心 的 对 应 直线 平行 . 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 , 若 对 于 任 一 对 对 应 点 4,4' 与 平面 上 一 定点 0, 都 有 
04' :04 = k( 上 为 正 的 常数 ), 且 和 404' = 0(9 为 有 向 的 定 角 ), 则 这 种 变换 叫做 位 似 旋 
转变 换 , 记 为 S(O,98,) .点 0 叫做 位 似 中 心 ,& 叫做 位 似 比 ,8 叫做 旋转 角 ， 

且 S(O0,0,k)= H(O,k): R(O,0)= R(O,0):H(O,k): 

S(O,0,£)= H(O,k); S(O,n,k)= HCO, - £); S$(0,0,1)= R(O,0). 

性 质 6 在 位 似 旋 转变 换 下 ,把 两 个 相似 形 中 的 一 个 变 到 另 一 个 ;具有 共同 中 心 的 
两 个 位 似 旋 转变 换 之 积 仍 是 一 位 似 旋转 , 即 有 

S(O,0,k): S(O,0,k)= S(0,0 +0,, kk,). 

在 平面 到 自身 的 一 一 变换 下 ,车 满足 任意 共 线 三 点 的 对 应 点 仍 共 线 , 且 其 三 点 的 
人 简 比 保持 不 变 , 则 称 此 变换 为 仿 射 变换 . . 

显然 , 肴 建立 平面 坐标 系 , 仿 射 坐标 系 与 直角 坐标 系 的 差别 就 在 于 两 轴 间 的 夹 角 
及 轴 上 单位 长 度 不 相同 .车 两 轴 夹 角 仍 为 90°, 则 称 为 伸缩 变换 ; (x,y) 一 (kx, 7)， 
其 中 >0,k, >0. z 

性 质 7 在 仿 射 变换 下 ,点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 ;保持 点 和 直线 的 结合 关系 ;保持 
直线 的 平行 关系 ;保持 两 平行 ( 共 线 ) 线 段 的 长 度 比 ; 任 一 封闭 凸 曲线 所 围 成 的 图 形 的 
面积 S$ 和 它 对 应 图 形 所 围 成 的 面积 5S’ 之 比 为 常数 . 

性 质 8 在 仿 射 变换 下 , 任 一 三 角形 变 成 正三 角形 ;梯形 变 为 等 腰 梯 形 ; 任 一 平行 
四 边 形变 成 正方 形 ; 任 一 椭圆 变 为 圆 ,相应 地 椭 贺 中 心 变 成 圆心 ,椭圆 直径 变 成 圆 的 直 
径 , 椭 圆 的 切线 变 成 圆 的 切线 . 

设 0 是 平面 上 一 定点 ,对 于 一 个 变换 ,车 任 一 对 对 应 点 4,4'( 异 于 0) ,都 有 047 . 


赃 曾 宣 记 导 匡 性 潍 时 同 计 效 O 


准 酝 诗 半 车 玫 性 流 沽 由 入 沽 O 


04 = 大 (为 非 零 常数 ) , 则 称 此 变换 为 反 演 变换 , 记 为 1( 0,E) .0 点 称 为 反 演 中 心 , 上 
为 反 演 窒 . 

显然 ,k <0 时 , 4,4’ 在 点 0 两 侧 , 可 经 以 0 为 中 心 对 称 变换 变 成 上 >0 的 情形 . 故 
只 考虑 大 >0 的 情形 , 且 令 = 产 . 此 时 , 反 演 变换 的 几何 意义 为 ,满足 "以 0 为 圆心 ,r 
为 半径 的 圆 中 直角 三 角形 的 射影 定理 形式 :天 = OP = 04.04” "的 图 形 ,并 称 这 个 圆 叫 
反 演 变换 的 基 圆 . 

性 质 9 在 反 演 变换 下 , 基 贺 上 的 点 仍 变 为 自己 ; 基 圆 内 的 点 ( 除 中 心 外 ) 变 为 基 圆 
外 的 点 .反之 亦 然 . 

性 质 10 在 反 演 变换 下 ,过 反 演 中 心 的 直线 是 不 变 直线 ( 除 中 心 ); 过 反 演 中 心 的 
圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 直线 ;过 反 演 中 心 的 相 切 两 圆 (或 一 圆 一 直线 ) 变 为 不 过 反 演 中 
心 的 两 平行 直线 ;过 反 演 中 心 的 两 相交 图 变 为 不 过 反 演 中 心 的 相交 直线 .反之 亦 然 . 

性 质 11 在 反 演变 换 下 ,不 过 反 演 中 心 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 图 ;以 反 演 中 心 
为 圆心 的 圆 变 为 同心 圆 ;不 过 反 演 中 心 相 切 ( 交 ) 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 相 切 ( 交 ) 的 
圆 ;不 共 线 的 任意 两 对 对 应 点 必 共 圆 ; 圆 和 圆 、 圆 和 直线 .直线 和 直线 的 交角 保持 不 变 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 如 图 18 -1, 设 4',8’,C’ 分 别 是 全 ABC 的 边 BC, C4, 4B 的 中 点 , 01, 0,， 
0;,11, 卫 ,上 分别 是 会 4B'C', 公 A'BC', 公 4'B'C 的 外 心 和 内 
心 .求证 :全 0,0,0; 呈 和 人 TDD. 

证 明 ”由 三 角形 中 位 线性 质 , 知 CB= Bh” = 4C? , 故 


AAB'C'_ TA CA'B 


TAG) rT(AC 
于 是 DO E09,,1 一 人 


所 以 0 0; = 4C7 = Bb. 

同 理 , 0 0; = TB,0;0; = 了 B. 

故 和信 0,0,0, 刁 人 DD. 

例 2 设 和 DPQ 是 锐角 和 公 4BC 的 垂 足 三 角形 ( 即 
D,P, 0 分 别 为 三 条 高 线 的 垂 足 ). 求 证 :入 PPO 是 
从 ABC 中 周 长 最 短 的 内 接 三 角形 . 

证 明 由 题 设 ,如 图 18 -2, 4D, BP, CO 分 别 是 
公 DPQ 的 内 角 平 分 线 . 令 公 DEF 是 人 4BC 中 以 万 为 一 


SCAB) SCAC) 


顶点 的 任 一 内 接 三 角形 , 且 D 一 一 D,D 一 >D"， 
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则 六 , 丸 落 在 直线 PO 上 , 且 D'0 = DO ,PP = DP, 线 段 太太 之 长 等 于 入 DPo 之 周 
长 . 

连 DPE,DPF, 则 折线 DEFD' 之 长 等 于 人 DEF 之 周 长 , 显 然 太太 二 有 + 不 + 
FD"' .不 难 计算 D'D” =V 24D? -24D cos24 =2AD'sin BAC. 

右 售 RS7 是 入 48C 的 任 一 内 接 三 角形 , 则 用 类 似 方 法 可 以 证 得 人 ARS7' 的 周 长 大 于 
或 等 于 24R* sin 人 BAC. 由 于 AR 4D, 从 而 公 RST 的 周 长 > 人 DPO 的 周 长 , 即 垂 足 三 
角形 公 DPO 的 周 长 最 短 . 

例 3 在 入 4BC 内 有 一 点 已 ,满足 4PB = BPC = 人 CPh = 120e. 求 证 ; P 是 到 三 
顶点 距离 之 和 最 小 的 点 ( 即 费 马 点 ). 

证 明 由 一 CP4 = 一 BPC =120, 故 对 人 4Pc 施行 旋 4 


转变 换 R(C, -60°), 则 和 人 APC -全 -6 和 FFPoe 
由 于 一 PPC = /PP'C =60°, 则 B,P,P' ,EE 共 线 ,日 
BE= BP+PP'+P'E= BP+CP+ AP. 


R(C, -60) B 
对 于 公 A4BC 内 任 一 点 0, 令 A40C 一 一 一 > 
和 50C, 则 00' = QC, QE = 04, 于 是 04 + 0B + 0C = 
QE+ 0Q0' + QB>BE= BP+ CP+AP, 故 PP 点 是 到 三 顶点 距离 之 和 最 小 的 点 . 
例 4 如 图 18-4, 在 人 46C 中 ,4B > 4C, 人 4 的 一 个 外 角 的 平分 线 交 人 ABC 的 外 
接 贺 于 点 上 ,过 EE 作 EF_」4B, 垂 足 为 .求证 :24F = 4B - AC. 
《1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


图 18-3 


证 明 人 AEF =90°- 人 BE= 半 人 BMC， 
作 4 关于 下 的 对 称 点 也 , 则 4ED = CAB, 有 FA = ED. 


又 本 = EC( 因 LEBC = / EAT = /EAB), 则 N EB = EC,H /CEB 2 
人 C4B = 人 4ED ,所 以 可 将 人 4EC 绕 EE 点 旋转 人 4ED 到 APDEB 处 ,从 而 
4C= DB. 故 AB- AC = AD=2AF. 

例 5 如 图 18-~5, 公 4BC 和 公 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 角 “图 18-4 
形 , 现 固定 人 4BC ,而 将 全 ADE 绕 4 点 在 平面 上 旋转 . 试 证 ;不 论 人 入 ADE 旋转 到 什么 位 
置 ,线段 EC 上 必 有 点 时 使 A BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . (1987 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 法 1 先 证 入 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 ,再 证 M 为 EC 上 . 

作 4 关于 BD 的 对 称 点 4', 则 A’DB = 4DB. 由 ADE = gge - 2 一 BDM ,有 
EDM = /A'DM = 145° ~- /ADB|=190° -45°- /ADBI. 

而 D4’ = D4 = DE , 则 4’ 是 E 关于 DM 的 对 称 点 . 


半 吾 全 上 辟 卫 惧 潍 沁 则 济 洋 OO 


离 百 半 关 要 丘 臣 治 汪 同 黄 下 O 


同 理 ,A' 也 是 C 关于 BM 的 对 称 点 ， 二 
从 而 二 到 不 = AA’'MD, L/L CMB = LA'MB ,mA BMD = %", 
故 CHWME =180°, 即 让 在 BC 上 . 
证 法 2 先 取 EC 中 点 以 ,再 证 全 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
作 AC 关于 4B 的 对 称 线段 4C, , 连 BC1, EC, 将 全 AC1E 绕 4 局 PC 
顺 时 针 方向 旋转 9 到 和 A4CE, 的 位 置 如 图 18-5, 则 CIEL /\ Ek 
CE,,AACIE QAACE, 且 ZC,4C = 人 HAE, = 90P, 从 而 由 外 = SD 
AE, 有 ADE = ADE , 即 知 已 ,万 ,已 三 点 共 线 且 DD 为 EE, 中 有 
上 三 加 图 18-5 


Sr 
本 


号 
一 


i ll ep i i FP HE 


再 由 BM 和 3 CE, DM 3 CE, 及 C,E 上 CE,, 即 证 . 


例 6 如 图 18 -6, 在 锐角 人 4BC 的 BC 边 上 有 两 点 ,下 , 满 
足 了 BAE = 人 CAF, 作 FM 4B 于 M, 作 FN_LAC 于 NN, 延 长 AE 
交 A4BC 的 外 接 圆 于 也 .证 明 : 四 边 形 AMDN 与 人 4BC 的 面积 相 
等 . (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 和 作 DK | 48B 于 KK, 作 DL AC 于 LL, 则 只 需 证 明 

Gant an = Sa + SA: 

利用 Sa pow = Sapms Sarmw = Sann ,只 需 证 明 SA + Sa = 
Srd+San 即 MBMHM+EN CN = FM* MK+ FN* NL. 因 此 , 
只 需 证 明 FM( BM - MK) = FN(NL— CN), Bh FM' BRK= FN* CL. 

设 B4E = CAF = a ,利用 公 BKDw 人 全 CLD, 有 

BK DK sina FN 


EPE 


故 结论 成 立 . 

例 7 如 图 18-7,@O| 与 ©0, 外 切 于 点 4, 半 径 分 别 为 m 和 7r;,PB, PC 分 别 为 
0,@0, 的 切线 , B,C 为 切 上 后 , 且 PB: PC = nn: r, ;又 P4 交加 0 于 天 点. 求证; 
人 PABWAPEC. 

证 法 1( 相 似 证 法 ) 连 线 B0,, PO,, PO;, E0,, C0; .注意 到 0 ,4,0: 三 点 共 线 ， 
由 PB: PC =r:r, 有 Rt 人 PBO1 RtAPCO:, 从 而 PO1: PO0, = 014:0,4. 由 角 平 分 线 
性 质 定 理 的 道 定理 ,知人 BPO1 = 人 0,PA， 

叉 了 0,AP= 了 01E4, 有 /O01AP = 人 0;,EP, 从 而 人 O01APw 人 A 人 0,EP, 则 P4:PE = 
rir, 即 PA: PE = PB:PC. 

而 BPA = CPE ,故人 P4BwA PEC. 
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证 法 2( 位 似 证 法 ) 考虑 以 4 为 位 似 中 心 的 变换 ,把 
Oi 变 到 日 0,, 全 P48B 变 到 人 PAC', 则 产 C 切 加 0, 于 
C’. 由 PB:P'C’=r :r= PB:PC,N P'C’ = PC. 

延长 PC' 与 PC 的 延长 线 相交 于 点 0, 如 图 18 - 7, 由 
QC’ = 0C ,知人 POP 为 等 厢 三 角形 . 

连 00, 并 延长 交 柜 于 下, 则 0F 4E, 故 0F 平分 AE, 则 
4P = PE. 由 此 知人 PEC 2 人 PACODAPAB. 

例 8 如 图 18-8, 设 鼎 为 人 人 ABC 的 重心 ,L, M,N 分 别 


图 18--7 


是 BC, C4,4B 边 的 中 点 .D,, 下 分 别 是 三 条 高 的 牌 足 ,P,0,R 分 别 是 H4, HB, HC 


的 中 心 . 试 证 :LM,N,D,E,F,P,0,R 九 点 共 圆 ( 九 点 圆 定理 ). 


证 明 由 于 P,0,R 分 别 是 ,HB,HC 的 中 点 , 故 以 是 为 
位 似 中 心 , 位 似 比 为 2 的 位 似 变 换 把 © POR 变 成 © 4BC .因此 ,要 
证 L, M,N,D,E,F 在 © POR 上 ,只 要 证 明 这 些 点 在 上 述 位 似 变 


换 下 的 象 点 均 在 ©@4BC 上 即 可 ， 


作 H 人 Dp'， Wy ; 则 DD', 荆 在 ABC 上 . 同 理 E,M， 


F,N 的 象 点 也 在 @ABC 上 .再 由 上 述 位 似 变 换 之 道 即 证 得 结论 
成 立 . 

例 9 如 图 18-9,4B// CD, ,4AC/ BD, ,4 在 D,D, 上 .求证 : 
Sasc = Se * Saacn, - 

证 明 因为 梯形 是 仿 射 不 变形 ,所 以 题 设 中 的 两 个 梯形 可 由 
两 个 特殊 梯形 经 仿 射 变换 后 得 到 . 设 梯 形 C'B'4’D', 和 梯形 
C’'B'D’, A’ FA 且 上 CD， = ee = HB' = 1. 梯 形 
A'D’, C'B' 侦 遇 梯 形 AD; CB ,梯形 4'C'B’'D’, 翁 灶 梯形 ACBD, , 则 


Serpe = 方 4'B'* MC’ =1,Sargp, -二 4B'， A'D'", =2, arcp, -= 


.从 而 Savye = Dangp, ” Sarcp, . 故 Sa 到 Sahap S ancp, = 
例 10 在 凸 四 边 形 48CD 的 边 48 和 BC 上 取 点 EE 和正 ,使 线 


AVA 
也 外 D, 


图 18-9 


段 DE 和 DF 把 4C 三 等 分 ,已 知人 4DE 和 人 CDF 的 面积 等 于 四 边 形 面积 的 十 .求证 : 


ABCD 是 平行 四 边 形 . (第 16 届 全 俄 竞赛 题 ) 
证 明 题 中 条 件 与 结论 均 满 足 仿 射 变换 不 变性 特性 .将 人 4Bc 变换 成 图 18 - 10 
所 示 直 角 三 角形 , 设 14B1= 18C| =3, 则 A(3,0), C(0,3), P(2,1), 0(1,2). 
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尊 剖 全 疡 民 - 卫 惧 溢 电 同 诗 潮 OO 


部 桓 间 疡 车 女性 潍 四 站 站 O 


设 D(a,5) 为 所 求 , 则 直线 DE 的 方程 为 
y—1= 0 一-(x -2). 令 y=0 得 XE = 7 + 了 之. 


2 
1 ] 了 -名 
于 是 Sase = 7F 1AEl* Yo Sl -2):*b 
1 a+b-3 
-Jel 


a+b-3. 


a—l 


同 理 ,得 Sacor = 方 : 


个 。 


号 四 过 形 4BcD 三 Sn + Sa scp = 二 .36+ 址 '3"4= 了 (a+b). 


上 
由 已 知 多 得 了 ' 一 一 1 ee 3 (a +b), 


解 得 a = b=3. 即 D(3,3), 故 4BCD 为 平行 四 边 形 ， 


例 11 如 图 18-11, 刀 是 人 4BC 的 土 心 ,已 是 人 4BC 内 任 一 点 ,由 五 分 别 向 P4， 
PB, PC 引 竺 线 玛 ,BMP 与 BC,C4,4B 的 延长 线 相 交 于 X,Y,2 ,其 中 L, M,N 为 垂 


足 . 求 证 :对 ,了 ,2Z 三 点 共 线 . 

证 明 ”由 于 五 是 一 特殊 点 ,将 其 作为 反 演 中 心 , 则 只 
须 证 了,Y, 2 的 象 点 (或 反 点 ) 与 共 圆 . 

设 入 ABC 的 高 线 分 别 交 BC, C4 ,4B 的 垂 足 为 也 ,五 ， 
F, 则 HA: HD = HB* HE = HC* HF .又 A,D,L,X 共 圆 ,有 
HL* HX = HA' HD. 

同 理 , HM ' HY = HB* HE, HN°* HZ = HC: HF. 

以 五 为 反 演 中 心 , 则 工 与 X,N 与 Z,M 与 Y 均 为 反 
点 .又 上 , P,N,H 共 圆 ,L,P,M, 昌 共 圆 ,有 LL,N,M,H 共 
圆 , 故 钱 ,Z,Y 三 点 共 直 线 . 

例 12 如 图 18 - 12, 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 0, 对 角 
线 AC 与 BD 相交 于 P. 设 三 角形 4BP, BCP, CDP 和 和 DAP 
的 外 接 圆 心 分 别 是 0; ,0,, 0; ,04 .求证 : OP, 0103,0;0, 
三 直线 共 点 . (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

证 明 由 于 本 题 涉及 的 圆 很 多 ,于 是 可 考虑 反 演 变 
换 . 取 P 为 反 演 中心 ,P 关于 圆 O 的 客 为 反 演 基 圆 半 径 , 则 
圆 0 反 演 为 本 身 ,@0,(i=1,2,3,4) 反 演 为 四 边 形 ABCD 
各 边 所 在 直线 ,过 点 已 的 直线 也 反 演 为 本 身 ， 
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由 直线 PO, 与 中 0, 正 交 ,可 知 它们 的 反 形 也 正 交 , 即 PO, | 4D. 又 易 知 0,.0| 
AD ,所 以 PO,/ O00. 

同 理 , POs/ 0;0 .所 以 PO, 004 为 平行 四 边 形 , PO, 0, 0, 互相 平分 . 

同 理 , PO ,0,0; 也 互相 平分 ,命题 得 证 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 同一 类 变换 的 多 次 运用 
例 13 如 图 18- 13, 凸 四 边 形 4BCD 的 边 是 位 于 形 外 的 ,两 两 相似 的 等 腰 人 入 APB、 
全 BQC, 合 CRD 全 DS4 的 底 边 .已 知 PORS 是 矩形 , 且 PO zx OR .证 明 : ABCD 是 葵 形 . 
(第 15 届 全 俄 第 三 阶段 赛 题 ) 


EE 和 


售 生 全 呈 全 五 忧 涟 济 问 特 眶 0 


证 明 设 这 些 相似 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 为 6( z#90°). 
考虑 一 系列 的 旋转 变换 :点 4 绕 点 P 转 9 角 到 点 B8, 点 B 线 
上 态 Q 转 96 角 到 点 C, 合 成 为 点 4 绕 点 2 转 26 角 到 点 C. 同 理 点 C 
绕 操 转 29 角 到 点 4, 其 中 人 EPQ = 人 PQE = 人 FRS = RSF -= 


方 9. 从 而 EA = EC, FA = FC, /AEC = /AFC = 20 #180°. 于 是 


全 AEC 呈 会 AFC, AECF 是 麦 形 .又 由 于 Po = 级 , 则 和 人 PPO 纪 
全 SFR .因此 ,EE,F 在 矩形 PORS 的 中 位 线 上 ,从 而 4C 被 该 中 位 图 18- 13 
线 垂直 平分 于 符 形 中 心 0 点 . 同 理 BD 也 被 矩形 PORS 的 另 一 中 位 线 垂直 平分 于 矩形 
中 心 0 点 . 故 ABCD 是 蒜 形 . 

知 0=90?, 则 五 ,下 都 与 矩形 PORS 的 中 心 0 重合 , 且 一 Poo = 人 ROS = 9%0e, 从 而 
知 PORS 是 正方 形 , 韦 盾 .所 以 9 z90?. 

例 14 设 4BCDEF 是 凸 六 边 形 ,4B = BC = CD, DE -= 
EF = FA ,人 BCD = 人 EFA = 60°, C,H 是 六 边 形 内 两 点 ,使 
LAGB = LDHE = 120°. 求 证 : AG + GB + GH + DH + HE > 
CF. (IMO - 36 试题 ) 

证 明 如 图 18 - 14, 分 别 以 4B, DE 为 边 向 六 边 形 外 
作 正 全 ABM 和 全 DEN ,将 人 AGB 绕 4 逆 时 针 方向 旋转 60。 
到 和信 4G MM, 则 公 4GG’' 为 正三 角形 , 故 46 = GG6', GB = 
C'M. 

同样 ,将 人 EBD 绕 E 点 顺 时 针 方 向 旋转 60° 到 
全 EH'N, 则 全 EHF' 为 正三 角形 .于 是 EH = HH', HD = 
IN. 


离 互 半 过 下 开 怪 注 证 由 新 冰 O 


连 MN , 则 和 多边形 AMBCDEF 关于 轴 BE 对 称 , MN = CF. 另 一 方面 ,由 “两 点 间 线 段 
最 短 ” 有 

AG + GB+ GH+ DH+ HE= MG +GG+GH+ HH +HN > MN= CE. 

2. 注意 几 类 变换 的 配合 运用 

例 15 平面 上 有 两 个 直角 三 角形 ,其 斜 边 上 的 中 线 互 相 平行 .证 明 : 一 个 三 角形 的 
一 条 直角 边 与 男 一 个 三 角形 的 某 条 直角 边 之 间 的 (小 于 直角 的 ) 夹 角 小 于 两 条 斜 边 之 
间 的 夹 角 . (第 19 届 全 俄 竞 赛 题 ) 

证 明 平行 移动 两 个 给 定 的 Rt 全 ABC 和 RtA4'BC 中 
的 一 个 ,使 两 三 角形 的 直角 顶点 C 与 C' 重 合 , 并 以 点 C 为 中 
心 , 作 位 似 变 换 , 使 得 两 三 角形 的 中 线 重合 ,如 图 18 - 15. 那 
么 以 下 为 圆心 , CE 为 半径 的 圆 将 外 接 这 两 个 三 角形 ,并 且 它 
们 斜 边 之 间 的 夹 角 是 圆心 角 , 而 它 是 相应 的 圆周 角 的 两 倍 ， 
这 圆周 角 是 直角 边 之 间 { 小 于 直角 ) 的 夹 角 (图 中 AE4’ = 
2 一 4C4' ) ,注意 到 上 述 的 平移 及 位 似 变换 均 不 改变 直线 间 的 
夹 角 ,于 是 结论 获 证 ， 

例 16 如 图 18-16, 公 ABCWA LMN,H AC = BC,LIN= 
MN ,顶点 按 道 时 针 顺 序 排 询 ,并 在 同一 平面 内 ,而 且 4 = 
BM .证 明 ; CN 平行 于 4B 和 LM 中 点 的 连 线 ， 

(第 19 届 全 俄 第 3 阶段 竞赛 题 ) 

证 明 平移 线段 48B 到 OM, 因 4L = BM, BM = 40， 
则 4L = 40, 即 人 A410 为 等 腰 三 角形 . 若 下 为 zoO 的 中 点 ， 
则 A4F IO. 设 五 为 EM D 为 48 的 中 点 , 则 FE 


是 全 OLM 的 中 位 线 , FE = 方 QM = 方 4B = AD 及 FE/ 
QM/ AD, 因 此 4FED 是 平行 四 边 形 , 即 AF// DE, AF = 
DE.X AF | 10, 故 DE | 10. 


平移 人 4BC ,使 4 点 重合 于 下 点 ,万 点 重合 于 下 点 , 则 C 点 移 到 6G 点 ,全 ADC 名 
A FEG, AF// CGN DE RCG= DE. 


由 和信 ADCwALEN, 得 人 FEGwALEN 且 全 = 小 .又 因 人 GEF = 人 NEL = 90*, 故 


了 GEN = LEF ,进而 全 FEL 可 由 公 GEN 绕 E 点 逆 时 针 旋 转 90? 并 经 位 似 变换 而 得 到 
由 此 得 GN_LILF, 即 GNLIO. 又 GC]」0, 即 CC 都 在 垂直 于 Zo 的 一 条 直线 上 . 
因此 , CN/ 4F, 亦 即 CN/ DE , 原 命题 得 证 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 给 定 以 0 为 圆心 ,48 为 直径 的 半圆 周 ,在 其 上 取 点 居 和 以 ,在 直径 上 取 点 C ,使 得 
~KCc4 = /MCB .证 明 :K,C,0,M 四 点 共 圆 . (第 18 届 全 俄 竞 赛 题 ) 
2. 在 全 4BC 中 ,4B = 4C .任意 延长 C4 到 已 ,再 延长 4B 到 0, 使 4P= 80 .求证 :和信 ABC 
的 外 心 0 与 4,P,0 四 点 共 圆 . (1994 年 全 国 初中 联赛 题 ) 


3. 在 半径 为 1 的 圆周 上 给 定 弦 4B, 其 长 小 于 Y2, 不 与 圆 相 交 的 直线 1 与 强 AB 成 45°.， 


用 圆规 和 直 尺 在 直线 1 上 作出 点 C ,使 得 线段 DE 与 48B 垂直 (C ,下 分 别 是 C4,CB 

与 图 的 交点 )， (第 16 届 全 俄 竞赛 题 ) 

4. 人 48C 中 ,4B = 4C =2, BC 边 上 有 100 个 不 同 的 点 已 ,已 ,…,Po, 记 mm = AP? + 

BP,* PC(i 二 1,2,… ,10), 求 m+ ma 十 "十 mo 的 值 . (1990 年 全 国 初中 联赛 题 ) 

5. 从 以 4D 为 直径 的 半圆 周 上 的 点 8,C 分 别 作 BE, CF 垂直 于 4D 于 E,F. 线 段 4C 与 

BD 相交 于 PP, 线 段 BF 与 CE 相交 于 0 .求证 :直线 PO | 4D. 

(第 17 届 全 俄 第 3 阶段 竞赛 题 ) 

6. 设 两 个 等 圆 相 交 ， I 它们 交 圆 周 于 不 在 同一 直线 上 的 四 

点: 证明: 这 四 点 共 圆 . (第 19 届 全 俄 竞赛 题 ) 

7. 在 矩形 4BCD 的 边 4B，, BC, CD, DA 上 分 别 取 异 于 项 点 的 点 KK,L, M,N. 已 知 碟 // 
MN, KM | NL 于 0 .证 明 ; KM 和 LN PS BD 上 . 

(第 25 届 全 苏 竞赛 题 ) 

8. 全 4ABC 的 中 线 4E， Be 已 知 EE,C,F 和 六 共 圆 ,日 CD = n, 求 线段 

AB 的 长 度 . (第 18 届 全 俄 竞 赛 题 ) 

9. 等 边 全 4BC 和 人 AMNV( 顶 点 按 道 时 针 顺 序 ) 在 同一 平面 内 , 且 畏 -= 随 . 证 明 : 线 段 


CM 和 AN 互相 垂直 , 且 GN =Y3. (第 19 届 全 俄 竞赛 题 ) 

10. 运用 位 似 旋转 变换 证 明 例 5. 

11. 四 边 形 4BCP 中 ,以 一 对 对 边 的 比 48: CD 内 分 另 一 对 对 边 4D, BC 于 E,F, 延 长 
B4 , CD 与 EF 的 延长 线 分 别 相交 于 GCG,0. 试 证 : 人 BGF = 人 FOC. 

12. 四 边 形 4BCD 的 对 边 4D , BC 延长 交 于 E,48B, CD 延长 交 于 下 . 0 为 其 对 角 线 交点 ， 
过 0 作 48 的 平行 线 00 交 EF 于 0 .求证 : 0G = G0. 
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油 逊 言 忆 车 再 心 汪 进 巾 入 状 O 


3. 设 D 是 锐角 人 和 全 4BC 内 部 的 一 点 ,使 得 了 4DB = ACB + 90。?， 


LA 


| 


“~ 


‘DD 


. 已 知 平面 上 三 个 半径 相等 的 圆 电 0 ,0,,0, 两 两 相交 于 


. 如 图 18 -18, 全 4A1B,C, 在 人 4BC 内 , 且 人 Ad4BCwmA4BC，， 


习题 8B 


A,B,C,D,E,F, 如 图 18- 17. 证 明 : 骤 4B, CD, EF 的 和 等 于 
180°, 


作 BD|AC 于 D,C,E| A4B 于 EE,A1F| BC 于 FF. 求 证 : 
ALF*BC+ BD:AC+ CE AB=2S pc. 


并 有 AC* BD = AD': BC. (1) 计 算 比 值 4 5;(2) 求 证 : 


全 ACD 的 外 接 图 和 会 8CD 的 外 接 图 在 C 点 的 切线 互相 竺 
直 . (IMO34 - 2 试题 ) 


.BK 是 锐角 和 ABC 的 高 ,以 BK 为 直径 作 贺 分 别 交 4B, BC 于 所 SR 


E,F. 过 玉 ,F 分 别 引 所 作 圆 的 切线 .证 明 ; 两 切线 的 交点 在 过 
顶点 B 的 全 ABC 的 中 线 所 在 的 直线 上 . 
(第 21 届 俄 罗斯 竞赛 题 ) 


. 在 梯形 4BCD 中 , 腰 48B = 0D .将 全 ABC 绕 点 C 转 过 一 个 角度 ,而 得 到 和 A4' BC. 证 


上 明 :线段 4 ,BC 和 BC 的 中 点 共 线 . (第 23 届 全 苏 竞赛 题 ) 


. 全 A1B1C) 是 不 等 边 锐角 公 4ABC 的 垂 足 三 角形 , 4,,B,,C, 是 人 41B,C 的 内 切 贺 分 


别 切 BC ,Cd ,4 Bi 的 切 点 .证 明 ; 公 4, B,C, 与 人 ABC 的 欧 拉 线 重合 . 
(第 7 届 巴 尔 干 地 区 竞赛 题 ) 


. 在 印 角 公 4BC( 人 C 为 钝 角 ) 的 BC 边 上 选取 点 D( 异 于 B,C 点 ). 过 线段 BC( 异 于 


DD) 的 内 点 相 引 直线 4M ,交合 ABC 的 外 接 圆 $ 于 点 NN .经 过 点 于,D 和 WN 作 圆 , 交 圆 
3 于 NN 及 男 一 态 P, 问 态 M 在 何 位 置 时 ,线段 MP 的 长 度 最 短 ? 
(第 22 届 全 苏 竞赛 题 ) 


. 4BCD 是 一 个 四 边 形 , 且 BC/ AD,M 是 CD 的 中 点 ,P 是 M4 的 中 点 ,0 是 MB 的 中 


点 ,直线 DP, CO 交 于 点 .求证 :点 NN 不 在 全 ABM 外 部 的 充 要 条 件 是 上 下 底 边 长 之 
比 在 [ 寺 ,3] 上 . (IMO - 35 预选 题 ) 


. 在 全 ABC 中 ,4B =12, AC = 16, MM 是 BC 的 中 点 ,EF 分别 在 4B, AC 上 ,EF 交 AM 


于 G, 且 妈 =24F. 求 比值 才 . (IMO - 29 预选 题 ) 


10. 


hk 
lh 


三 个 全 等 的 圆 有 一 个 公共 点 0 ,并 且 都 在 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 圆 与 三 角形 的 
两 条 边 相 切 . 求 证 :三 角形 的 内 心 1 外 心 0 与 已 知 点 0 共 线 . (IMO - 22 试题 ) 


。 人 A A, 4, 是 一 个 非 等 腰 三 角形 , 它 的 边 长 分 别 为 ul; C2， ca ,其 中 a 是 有 4 的 对 边 


(了 = 1,2,3),M. 是 边 c， 的 中 后 ,会 4 A4,4; 的 内 切 略 TT 切 边 a， 村 了 点 ,5 是 关 
于 一 4; 的 平分 线 的 对 称 点 .求证 : M1 5 ,有 M5, ,M5, 三 直线 共 点 ，(IMO - 23 试题 ) 


. 设 4 是 两 个 不 相等 的 ,分 别 以 0 与 0, 为 圆心 而 共 面 的 圆 C, 与 C, 的 两 个 不 同 交 


点 之 一 .一 条 外 公 切 线 切 Cl 于 P, , 切 人 > 于 P,; 男 一 条 公 切 线 切 已 | 本 oO , 切 CG» 
于 Q@;. 设 Mi 是 P10 的 中 点 , M, 是 P,Q 的 中 点 .证 明 : 二 040, = 人 MAM,. 
(IMO - 24 试题 ) 


.已 知 两 相 切 圆 C , C: ,点 P 在 根 轴 上 , 即 与 两 圆 连 心 线 垂直 的 公 切 线 上 .试用 圆规 


和 直 尺 作 所 有 的 圆 C ,使 得 C 与 C, ,CGC, 相 切 , 且 过 已 点 .(1991 年 亚太 地 区 竞赛 题 ) 


. 给 定 两 个 圆 ,其 中 一 个 圆 在 另 一 个 内 部 , 且 两 圆 相 切 于 点 N. 外 圆 的 纺 B4 和 BC 分 


别 与 内 圆 相 切 于 点 天 和 政 . 外 圆 的 芒 B4 和 BC 分 别 与 内 圆 相 切 于 点 天 和 以 . 设 不 


包含 点 N 的 弧 48 和 BC 的 中 点 分 别 是 0 和 P. 信 BOK 和 人 入 BPM 的 外 接 圆 的 第 二 个 
区 点 为 召 | .证 明 ; BPB, 0 为 平行 四 边 形 ， (第 26 届 俄 罗斯 竞赛 题 ) 


四 边 形 4BCD 外 切 于 圆 w, 边 48B 和 CD 所 在 的 直线 相交 于 点 0. 圆 。 与 边 BC 相 


切 于 点 KK, 且 与 边 4B 和 CD 所 在 的 直线 都 相 切 ; 圆 w, 与 边 4D 相 切 于 点 地, 上 且 亦 与 
边 4B 和 CD 轿 在 的 直线 都 相 切 . 现 知 点 0,K,L 共 线 ,证 明 : 边 BC 和 AD 的 中 点 以 
及 圆 w 的 圆心 三 点 共 线 . (第 26 届 俄 罗斯 竞赛 题 ) 
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第 十 九 章 ”空间 射影 图 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 


空间 中 一 点 在 某 直线 或 在 某 平面 上 的 射影 ,就 是 从 该 点 向 直线 或 平面 所 作 垂 线段 
的 垂 足 . 

空间 一 条 直线 在 一 平面 内 的 射影 可 能 是 一 条 直线 ,也 可 能 为 一 点 ,因而 空间 两 并 
面 直线 之 间 的 距离 ,可 以 转化 成 两 异 面 直线 在 某 一 平面 的 射影 或 是 两 条 平行 直线 ,或 
是 一 点 与 一 条 直线 而 求 . 

空间 图 形 有 如 下 一 系列 有 趣 的 性 质 : 

性 质 1 从 空间 一 点 向 一 个 平面 所 引 的 斜 线段 中 ， 斜 线段 相等 其 射影 相等 ， 斜 线段 
较 长 的 其 射影 也 较 长 ,反之 亦 真 . 

性 质 2 ”长 度 为 1 的 线段 与 其 射影 线段 的 长 m 有 如 下 关系 :1 = 1'cosa .其 中 we 为 
长 度 为 1 的 线段 所 在 直线 与 射影 线段 所 在 直线 的 夹 角 

性 质 3 长 度 为 1 的 线段 在 与 其 共 面 的 两 相互 垂直 的 直线 上 的 射影 长 1 ,1 有 如 
下 关系 式 ;=P+B， 

注 ”此 式 即 为 三 角形 中 的 勾 股 定理 . 

性 质 4 长 度 为 1 的 线段 ,与 它 在 三 条 两 两 互相 垂直 的 直线 上 的 射影 长 ,4,1 
有 如 下 关系 式 : 天 = 站 + 六 + 六 
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注 长方体 对 角 线 长 的 公式 是 其 特例 . 
性 质 5 长 度 为 1 的 线段 4B8 的 两 端点 4,B 分 别 属于 一 个 角度 为 9 的 二 面 角 的 两 
个 半 平 面 a 与 8,48 与 平面 a We ,与 平面 8 所 成 的 角 为 6,, 点 4A, B 到 这 个 


二 面 角 的 楼 的 距离 分 别 为 4 ，, 1， , 则 一 2 


sing, sin0- 

证 明 如 图 19-1, 设 4C ena 的 楼 , 作 40 上 8 于 
0, 则 CO 为 4C 在 平面 8 上 的 射影 ,知人 4C0 = 90. 又 B80 为 48 在 
BB 上 的 射影 ,知人 人 ABO = 9, ,于 是 

AUV = AC*sinG = L'sin0, AO = AB':sin8 = L'sin9,, 故 有 

L I 


sin0, ~ gin 
同 理 可 得 ,全 二 故 寺 sing, ™ gin 
注 者 4B 与 二 面 角 的 校 垂直 时 ,上 式 即 为 三 角形 中 的 正弦 定理 . 


PB 与 了 面 所 成 的 角 分 别 为 9, ,0,(0< 0 ,9, < 子 ), 在 平面 M 上 的 射影 分 别 为 P4,， 


Ph ,一 4,PB=a(0< <m), 平 面 4PB 与 平面 M4 所 成 的 二 面 角 为 p(0< ow < 也 ), 则 
cos0 — sing, sin 人 
cos0 | * cos0, 
证 明 不 妨 设 44, < BBi, PA = a,PB =6b, 过 4 引 A4C//4,B, 交 BB, 于 C, 则 有 
PA*+PB'-AB: PA?+PB:- AC? 

oT 2PAPB 7 2PAPB, 
2abcos0, BC = b'sind, - a.sing ,从 而 

4C = (oa + 6b -2abcos0) - (bsind, -asing )? 

=.G *cos 0 + b'cos: 0, -2ab (co0s0 - sing * sind, ). 

多 P41 = a*cos01, PB, = 6'ecosb, ,由 此 即 可 证 . 

性 质 7 已 知人 BAC 的 两 边 与 平面 MM 相交 于 B,C 两 点 ,点 4 在 平面 M 内 的 射影 
为 4 , 且 4 ,B,C 不 共 线 . 设 直 线 4B 和 4C 与 平面 MM 所 成 的 角 分 别 为 5 ,0, ,那么 当 且 


仅 当 co 人 BM4C 过 TD saos5 -时 ,有 cos 人 RMC 吾 人 BC 


证 明 如 图 19-2, 在 Rt 人 A4'B 中 ,A'4? = 4AB:- AB 
同 理 ,4'42 = 4C2 - 42C2 . 


,而 4C = AB* -~ BOC, 4B2 = a+b:- 


态 扣 伟 叫 司 玉 悦 恬 入 奖 O 


次 柯 说 己 要 玫 虫 杰 汪 同和 工 娄 O 


在 人 4BC 中 ,BC2 = 4B2 + 4C - 24B* AC'cos 人 BAC. 
ee ,nAB+AC-BO _ 
从 而 ,在 人 4'BC 中 ,cos 人 BAC= 308BAC 
AB' AC cos BAC - 4'4 
A'B*A'C 
XX AA” = AB: sing, ,A'B 一 AB * cos0, ,A'A 一 AC * sint, ， 
A'C = AC'cos0, ,从 而 
_ 4B. AC:cos/ BAC - AB:sinO,* AC sing, 
AB: Cos 上 AC: cos 人 
cosB4C - singi sinlz 
加 cos 人 。 cos0, 
因此 ,及 BAC 台 ABA’'Cescos BAC&cosL BA'C 
COSA BAC — sing sing, 


cos0! " cos0, 


cos BA'C 


cos A BAC 对 


(1 — cos0 "cos0,)*coss BACEsing "sin0, 


= sin 好 sing, 
cs BAC 二 1]1- cosQ* Cos 人 


注 《1) 性 质 7 中 条 件 “A’,B， C 不 共 线 "可 放宽 为 "4! 与 B， C 都 不 重合 ”. 
(2) 若 已 知 二 BC 的 两 边 与 平面 相交 于 B,C 两 点 ,点 4 在 平面 对 内 的 射影 为 
4', 且 4 ,B,C 不 共 线 . 令 人 人 ABC = a, 4CB = 有 ,平面 4BC 与 平面 对 所 成 二 面 角 的 大 


小 为 pg(0< 9 大 本 ) , 则 当 且 仅 妆 cosp 丢 一 cota'cotB 时 ,用 BAC 筷 公 BA'C.( 此 结论 的 
证 明 可 见 《 数 学 通报 》2001 年 4 期 P22 页 ) 

性 质 8 在 二 面 角 的 一 个 半 平 面 上 的 任意 多 边 形 的 面积 5 与 这 个 二 面 角度 数 
op(0< op< 本 ) 的 余弦 之 乘积 ,等 于 这 个 多 边 形 在 此 二 面 角 的 另 一 个 半 平 面 上 射影 多 边 


形 的 面积 9 , 即 $S = $'cosp， 
性 质 9 设 顶点 已 在 平面 W 内 ,两 边 PA, PB 分 别 与 内 在 同 侧 所 成 角 为 0 ,0:, 且 
/APB = 0(0< 09<7) 的 两 边 PA ,PB 在 平面 M 上 的 射线 分 别 为 Pt, PB 4 PB = a， 


平面 4PB 与 平面 村 所 成 的 二 面 角 为 g(0< p< 下 ), 则 cosp = cm ca5e en ， 
证 阴 由 性 质 8, 有 Sap 三 Sap "COBO . 


1 
到 十 Sama 了 P4 > PB cos0, ' sina ne a 
a pA PB-sinO - sind 


由 性 质 8 并 注意 性 质 5, 即 得 如 下 两 个 推论 ， 


推论 1 a “0 + sin: 0, -2sing + sinO,* cos0 


si 人 
推论 2 arg = Ot + to Oa ~ ponl, tang,* 0 


性 质 10 面积 为 $ 的 平面 和 多边形 与 它 在 三 个 两 两 互相 垂直 的 平面 上 的 射影 面积 
Si ,SS,,S, 有 关系 式 :9 = S? + S2+ S52. 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 如 图 19-3, 在 公 4BC 中 ,P、0、R 将 其 周 长 三 等 分 , 且 P、0 在 4B 边 上 , 求 
SA 

证 ; a > 二， (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


证 明 不 妨 设 周 长 为 1, 设 L、H 分 别 为 C、R 在 4B 上 的 射影 . 


APsAP+ BO= AB- PO < 


P= 
人 SS 
V 
Lao I= 
| 
tn 
b 
i 
pd 
| 
“BG 


例 2 如 图 19 -4, 在 正方 体 4ABCD - A BCD 中 ,EE 是 Dp © 
BC 的 中 点 ,天 在 44 上 , 且 A1F: F4 =1:2. 求 平面 B, EF 与 底 | 
面 4 B81C1iD' 所 成 的 二 面 角 . 
(1985 年 全 国 高 ) 
解 作 EE, 于 已, 设 一 了 ,4 =0,/EBE, 


0 , 则 tang = 二,tan0 =2. 易 知 一 4B 玉 为 一 FBE 在 平面 
A C) ey BA AB, 更 1 一 度 = 0. 由 性 质 9 的 推论 2 
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汀 囊 人 宣 己 对 于 息 涟 江 加 入 淆 0 


(3 +2 -2 地 "2 3 /5 
有 tatp--3 ”3 -3 和, 故 平面 B,EF 与 底面 所 成 二 而 角 为 arotan 3 


例 3 设 A41B.B a 44, =1,AB =4, BAC = 
60°. 求 平面 4, CB, 与 圆柱 底面 4B 所 成 的 二 面 角 . 

解 如 图 19-5, 设 41C4=0,ABCB=0,, 人 A1CB1=0. 由 4 
AB =4, BAC =60°, 所 以 4C =2, BC =2Y3. 又 因 A4l =1, 故 41C= 


5,BC=v13, 则 cos0, = 5, cos0, -V5. 


AC+BIC AB A 8 v65 
于 是 cosb = 一 74CBC = ,由 此 得 sing = 


显然 ,一 B4C = wx = 90?， a 9 中 结论 ,得 


cos 日 * cos0, * Sinc _V3 要 
sing 立 , 作 而 攻 


故 平面 4, CB, 与 底面 成 30? 的 二 面 角 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 ) 


1. 射影 一 一 空间 通 往 平 面 的 桥梁 
一 些 空间 元 素 间 的 距离 ,或 者 线 、 面 之 间 所 成 的 角 , 常常 可 以 通过 射影 的 方式 ,把 
要 求 的 数据 通过 它们 在 某 一 平面 的 影 象 而 获得 ， 
例 4 设 正方 体 4BCD - 4, B,CiD, 的 楼 长 为 1,P 是 面 对 角 线 BC! 上 一 动 尽 ,Q 是 
底面 4BCD 上 一 动 点 . 试 求 Di P+ PQ 的 最 小 值 . (1998 年 “希望 杯 " 竞 赛 题 ) 


cosg = 


图 19-6 

解 ” 由 题 设 , 知 D,P+ PO 最 小 时 ,点 Q 必定 是 点 P 在 底面 上 的 射影 ,如 图 19 -6 

(a) ,DP 与 PO 是 在 二 面 角 D, - BC - C 的 两 个 面 内 ,为 此 将 全 BCIC 绕 BC 旋转 
90°, 使 全 BCC 与 对 角 面 ABC1D, 在 同一 个 平面 内 ,如 图 19 -6(b). 

由 PO | BC, 故 当 D,,P,0 共 线 晶 与 BC 垂直 时 ,DP+ PQ 最 小 ,可 求 得 Di 0, = 


Di Pi+ Pi =V5+ 妆 V5- D =1+ 喧 . 故 所 求 最 小 值 为 1+ 妆 2 
例 5 在 四 楼 锥 5- 4BCD 中 ,底面 4BCD 是 凸 四 边 形 ,4C | BD, 且 4C 与 BD 的 交 
氮 0 愉 是 硕 点 5 在 底面 上 的 射影 .证 明 ; 0 点 在 四 棱锥 各 侧面 上 的 射影 在 同一 圆周 上 . 


图 19-7 

证 明 如 图 19-7(a), 设 K,L, M,N 分别 是 0 点 在 侧面 sd48 ,SBC, SCD ,SD4 上 的 
射影 .在 侧面 SCD 内 , 连 CM 并 延长 交 SD 于 PP 点 .由 0C」 SO 及 OC | 0D, 得 OC | 
5D. 因 ON- 面 SCD, CM 是 0C 在 面 SCD 内 的 射影 , 故 SD | CM . 同 理 DM | SC ,因而 
MM 是 全 SCD 的 垂 心 ， 

同 理 ,K,L, MM 分 别 是 各 相应 侧面 三 角形 的 重心 , 

连 PO ,由 三 垂 线 定理 得 OP_| SD. 连 4P, 同 理 得 4P | SD .从 而 4P 过 入 S4D 的 重 
心 N. 

同样 地 ,分 别 在 全 S48, 公 SBC 内 引 棱 SB 上 的 高 40, CO ,它们 分 别 过 点 天 ,了 .日 交 
SB 于 Q 点 . 

在 全 APC 中 , PO 上 4C,ON|AP, OM PC, 如 图 19-7(b). 设 04 = a,0O0C = b， 


2 2 . 
OP=c, 则 042 = NA* AP, OP’ = PN* AP, 从 而 t= 0 -所 同 理 训 = 己 . 


设 00 = 4, 类 似 可 得 然 -至 ,多 - 鼎 


点 开 ,了 ,NM 和 分 别 在 四 面体 40CP 的 棱 40, QC, CP 和 PA 上 , 且 信 :区 :到 ， 


由 四 面体 中 的 梅 涅 劳 斯 定理 , 知 K, 工 ,M,N 在 同一 平面 ( 记 为 a) 内. 
以 SO 为 直径 作 球 ,因为 人 SKO = 一 SILO = 人 SMO = SNO = 90e 所 以 K,L,M 和 
NN 均 在 上 述 球 面 上 .因此 ,KK,L,M 和 WN 同 在 平面 a 与 球面 相交 的 癌 周 上 


仿生 全 癌 司 上 玉 惧 潍 沁 加 诗 并 O 


启 面 全 己 导 玫 尝 潍 没 则 渤 虎 0 


例 6 设 有 立方 体 4BCD - 4'B'C'D'( 相 对 的 面 是 4BCD 和 4A’B'C'D' ,其 中 A4 J 
BB' /CC' ADD'). 点 x 以 恒 速 在 正方 形 4BCD 的 周 界 上 按 A、B、C、D 的 顺序 运动 ,点 
y 以 同样 的 恒 速 在 正方 形 BC'CB 的 周 界 上 按 B'、C'、C、B 的 顺序 运动 .点 x 和 7 分 别 
从 点 4 和 B' 同 时 出 发 , 求 线 段 xy 的 中 点 2Z 的 轨迹 . (IMO - 4 试题 ) 

解 ” 设 楼 44' 的 中 垂 面 交 立方 体 于 正方 形 
A Bo CoDo ,并 设 2 为 hoBo 之 中 点 ,Za 为 Bo Co 之 
中 点 ,2 为 BD 之 中 点 ,如 图 19 -8. 

(站 当 点 碟 从 点 4 出 发 遍历 线段 48B, 点 了 从 点 
B' 出 发 以 相同 的 速度 遍历 线段 BC ,线段 XY 的 中 
点 2 则 由 线段 48 的 中 点 2, 出 发 到 线段 BC' 的 中 后 
Z, . 设 线段 XY 表示 线段 XY 在 平面 4o Bo Co Do 内 的 
射影 , 则 知 线段 好 的 中 点 2Z 也 是 线段 XY 的 中 点. 
因此 中 点 Z 在 平面 4oBo CoDo。 上 .显然 ,线段 Z12， 
是 中 点 Z 的 轨迹 . 图 19 一 8 

(让 当 点 天 由 点 下 到 C 遍历 线段 BC 时 , 则 点 了 由 点 C' 到 C 遍历 线段 CC .由 于 速 
度 相同 ,所 有 在 平面 BCC' 上 的 直线 XY 都 平行 于 线段 BC' , 且 点 X 和 Y 同时 到 达 点 C， 
因此 线段 Z, C 是 线段 ZY 的 中 点 2Z 的 轨迹 . 

(过 ) 同 理 , 当 点 忒 遍历 线段 CD ,同时 点 了 遍历 线段 CB 时 , 则 所 有 在 平面 4BC 上 
的 直线 XY 都 平行 于 线段 BD, 且 点 XX 和 Y 同时 分 别 达 到 力 和 B, 因 此 线段 Z，C 是 线段 
XY 的 中 点 Z 的 轨迹 . 

(iw) 最 后 , 当 针 沿线 段 D4 返回 点 4 ,同时 点 了 沿线 段 88' 返 回 点 B’ 时 , 则 只 要 适当 
地 交换 正方 体 的 楼 就 可 知道 位 置 与 情况 (i) 相 同 , 因 此 线段 XY 的 中 点 Z 遍历 线段 
FAA 

由 于 线段 Z, Z,、Z;C、C2; 、2Z3 Zi 和 2Z,2, 的 长 都 等 于 一 侧面 的 对 角 线 之 半 .另外 ， 
线段 Z 2 在 平面 4BC 内 的 射影 ,2'; 平行 于 2 C ,得 线段 Zi 2 ZC, 因 此 四 边 形 
Z,Z, CZ; 是 一 个 平行 四 边 形 , 而 且 是 菱形 ,其 中 一 个 节 如 一 Za C2, = 607. 

2. 灵 话 运用 性 质 求解 问题 

例 7 应 当 怎样 放置 长 方 体 , 才 能 使 它 在 水 平面 的 投影 面积 最 大 ? 

(1962 年 莫斯科 竞赛 题 ) 

解 ” 长方体 在 水 平面 上 的 投影 是 六 边 形 , 设 为 4BCDEF 如 图 19 - 9. 因为 长 方 体 每 
个 侧面 在 水 平面 上 的 投影 都 是 平行 四 边 形 , 所 以 全 ACE 的 面积 是 整个 长 方 体 投影 面积 
的 一 半 . 设 和 ACE 是 长 方 体内 全 4C'E' 的 投影 , 设 p 为 会 A4'C'E' 所 在 平面 与 水 平面 的 
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夹 角 , 则 由 性 质 8, 知 Socz = SAxczr 'cosp .显然 ,要 使 得 长 方 
体 的 投影 面积 最 大 ,应 当 Si 最 大 ,因而 必须 有 cose = 1, 即 
9 =0°. 这 表明 , 当 长 方 体 中 的 会 4’C'E’ 所 在 平面 与 水 平面 平 
行 时 ,长 方 体 的 投影 面积 达到 最 大 ， 

因此 ,应 当 这 样 放置 长 方 体 ,使 得 经 过 它 的 自 同一 个 顶点 
出 发 的 3 条 楼 的 另 一 端点 A’, C',F' 的 平面 与 水 平面 平行 . 

例 8 如 图 19 - 10, 四 棱锥 5 - ABCD 的 底面 为 直角 梯 
形 ,4B/ CD,4B_| 4D ,侧面 S4D 垂直 于 底面 , 设 /4SB = 30*， 
一 DCS = 45°. 求 当 侧 面 54D 与 侧面 SBC 所 成 的 二 面 角 为 60° 时 ,求人 BSC 及 一 4SD 的 
大 小 . 

解 ” 因 侧面 2 上 底面 A4BCD, 4B/ CD,4B AD, 故 4B， 
CD 均 垂 直 于 侧面 4D , 则 一 4S8 ,一 CSD 分 别 为 SB, SC 与 平面 
SAD 所 成 的 角 ,于 是 一 4SB = 0 = 30°, 人 CSD = 0 =45°. 已 知 p = 
60°, 由 性 质 9 的 推论 1, 有 

,20n0 ,sim 30° + sin’45° - 2sin30° sin45° ,cos 

ea 


图 19-9 


从 而 ,3sin*6 =3-2y2co0s0, 那 cos0 (3co0s0 -2V2) = 0. 
于 是 cos9, = 0,cosb; = 了 /5. 故 0, =90,0, = arccos -32. 


又 由 性 质 6, 当 0 = 90°? 时 ,cosa = 二 5 sina - - 写 , 则 &i = areos 她; 而 当 


2 $5- 二 避 5 | 5 
0, = arecos 3Y2 时 , cosa = V3 = 了 V3, 所 以 oa = arccos 本 3 
2 “2 


故 乙 BSC -9pp,A4SD =x~arcoos 号 或 人 BSC = arccos 32, LASD = arcoos 33. 


例 9 如 图 19 - 11, 平 行 四 边 形 4BCD 的 顶点 4 在 二 面 角 a - MN -8 的 棱 MV 上 ， 
局 B,C,D 痢 在 x 上 ,有 目 48B =24D, 人 DAN =45°, 人 BAD =60°, 求 二 面 角 a-MN-8 的 
平面 角 g 的 余弦 值 ,使 平行 四 边 形 4BCD 在 半 平 面 8 上 的 射影 是 :( I ) 蓉 形 ;(IT) 和 矩形 . 

解 ”由 性 质 2, 知 4D,BC 在 平面 8 内 的 射影 长 度 相等 ,4B, CD 在 8 内 的 射影 长 度 
也 相等 ,从 而 ,平行 四 边 形 4BCD 在 8 内 的 射影 也 为 平行 四 边 形 (或 一 线段 )， 

又 由 性 质 8, 知 其 射影 面 的 面积 为 Sgcp * COSP ， 

设 4D 与 平面 8 所 成 的 角 为 x, 则 由 性 质 5, 知 


请 互 半 王 下 王 性 水 证 全 六 痢 O 


江 骆 说 关 革 皇居 沟 汪 同 入 泪 O 


/3 


二 Er 总 
AD -4D'sin4> 即 sinx = 7 sing. 


sinp sinx 
其 中 用 到 4D 与 MN 的 夹 角 为 45°( 从 而 D 到 MN 的 距离 为 AD 
sin45°) .于 是 , 设 B,C,D 在 平面 8 内 的 射影 分 别 为 B’,C’,D 


时 , 则 有 4D’ = 1— 方 sin? 0 AD. 
同 理 , 4B’ =V 1 -sin75°'sin p AB. 
( 工 ) 如 果 4B8’C'D' 为 萎 形 , 则 48B’ = 4D', 即 


1- Fsin pg*AB=V1- sin75°sin pAB. 


即 1- 广 sin 9 =4(1- sim?75°sin pg) =4-2(1- cosl50°) sin 9. 


于 是 ”sim 90=4Y3 -6, 故 cos9 =2 -v3 为 所 求 . 
(用 如 果 AB'C'D 为 矩形 , 则 应 有 Sgew = 4B'' AD' .于 是 Sam * cosg = 4B'* AD', 即 


ong AB AD = 1- sin 9 =V 1— sin'75°sin oAB'. AD. 
| 43 
3 ] .， 2 .2 
进而 有 二 cos 9 = (1 一 方 sm 0) (1 一 一 7 sin 9). 
于 是 , 令 1=sinp, 则 (2+V3) 纪 -2(1+V3)5+2=0， 


即 =20L+y3) -3_1, 从 而 cosg =V2_V3 = 小 (WE -V5) 为 所 求 . 
2(2 +3) 2 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 设 4AM 是 全 4BC 边 BC 上 的 中 线 , 任 作 一 条 直线 分 别 交 4B、4C、AM 于 P.O、N. 求 
证 :个 .人 、 箱 成 等 差 数列 (1978 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 
2, 已 知 三 角形 P, P,P; 和 其 内 的 任意 一 点 , 设 直 线 P,P、P,P、P,P 交 三 角形 的 对 边 于 
PP P,P P,P 二 

0.、0,.0; 证明: 在 比值 pg \PO,* BPO, 中 ,至 少 有 一 个 不 大 于 2, 也 至 少 有 一 个 不 
小 于 2. (IMO - 3 试题 ) 


3. 已 知人 0O48 中 一 408 < 90°, 从 和信 048B 中 任 一 点 M( 志 0) 分 别 作 04 、.08B 的 垂 线 MP， 


MQ . 设 日 为 人 0PQ 的 垂 心 , 当 点 对 遍历 线段 48 时 ,点 日 的 轨迹 是 什么 ? 奥 
(IMO - 7 试题 ) 目 林 

4. 长 方 体 4'C 中 ,4B =5,BC =4,B'B=6, 且 E 是 44' 的 中 点 , 求 异 面 直线 BE 与 4'C 是 
间 的 距离 . 数 
5. 正三 棱柱 4BC - 4 8, C, 的 侧面 的 三 条 对 角 线 4B,、BC,、Chi 中 ,车 4B, | 6C,, 求 上 演 
证 :4,C | 4B,. (1985 年 北京 市 高 一 竞赛 题 ) | 的 
6. 楼 长 为 12 的 正方 体 , 被 过 4、E、F 三 点 的 平面 a 所 截 . 若 BE = DF = 9, 求 正方 体 被 人 
平面 a 所 截 的 截面 面积 . (1979 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 


7. 线段 嫩 , CD 夹 在 两 个 平行 平面 a 与 8 之 间 , AC Ca,BDCcB,AB | a,AC= BD=5, 
4B = 12, CD = 13,E,F 分 别 分 48, CD 为 1:2, 求 线段 EF 的 长 . 
. 过 全 4BC 的 两 个 顶点 4,B 分 别 作 平面 4BC 的 同一 侧 垂 线 AD， BE ,得 到 正三 角形 
CDE , 设 4 六 =1, BE =2,DE =3. 求 平面 CDE 与 平面 4BC 所 成 的 二 面 角 . 
9. 在 正三 棱柱 4BC - 4 BC 中 ,4B = 441, 试 确定 BB， 上 的 点 五 ,使 平面 4A, EC 与 平 
面 41BiC, 所 成 的 二 面 角 为 45°. 
10. 正方 体 4BCD - 41B, Ci Di 的 楼 长 为 3, 点 P,0,R 分 别 是 棱 44,, 8B, , CD 上 的 
点 , 且 4: 忆 =1,B0O=2,CIR=1. 设 平面 POR 与 平面 4BCD 所 成 的 二 面 角 (锐角 ) 
为 a, 求 0a. 


[| 


习题 B 


1. 已 知 四 面体 4BCD 四 个 侧面 的 面积 相等 .求证 :此 四 面体 的 三 对 对 楼 的 长 度 相 等 ， 

2. 在 三 棱锥 5 - 4BC 中 , S4 .| 面 4BC,4B 1 BC, 点 已 为 SC 的 中 点 ,D 为 4C 上 的 点 ， 
且 DE SC. 叉 S4 = 4B, SB= BC, 求 以 BD 为 楼 ,以 BDE 和 BDC 为 面 的 二 面 角 的 大 
由. 

3. 已 知 正四 棱锥 P - 4BCD 的 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 的 大 小 为 a, 相 邻 两 个 侧面 所 
成 二 面 角 的 大 小 为 8. 求 证 :cos8= - coga. 
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第 二 十 章 空间 向 量 法 及 应 用 


【基础 知识 ) 


空间 向 量 法 是 以 平面 向 量 法 为 基础 求解 立体 几何 问题 ,以 向 量 为 工具 的 求解 方 
法 . 
1. 设 a,b 分 别 为 异 面 直 线 a,6b 的 方向 同 量 , 则 由 向 量 的 数量 积 可 知 , 异 面 直 线 


a、b 的 夹 角 由 cosg = 3 二 给 出 ， 且 alb Oa'b=0. 


2, 设 mi ,ns 是 二 面 角 a -1 -8 的 两 个 半 平 面 的 法 和 癌 量 ,其 方向 一 个 指 问 内 侧 , 男 
一 个 指向 外 侧 , 则 向 量 n,n, 的 夹 角 0, 就 是 二 面 角 w -1- 8 的 平面 角 :oosg = 


人 . 据 此 ,只 要 求 得 二 面 角 两 个 半 平 面 的 蜡 侧 法 向 量 , 即 可 得 到 二 面 角 的 平面 


角 .值得 指出 是 ,要 注意 调整 好 向 量 的 方向 ,使 其 夹 角 为 二 面 角 的 平面 角 . 
3. 设 48 是 平面 a 的 斜 线 ,m 是 a 的 法 向 量 , C 是 垂 足 , 则 向 量 她 在 n 上 的 射影 长 


1BC| -= -二 -2 ,4B 与 平面 a 的 夹 角 9 为 满足 sing = [8C -= 1n'481 , 即 sing = 


1ABI| |nl:|1AB| 
In* AB! 1B.AC1 2 
或 cos0 = 一 ax . 据 此 ,只 需求 得 平面 a 的 一 个 法 向 量 n 及 向 量 妨 或 


4 与 4C , 即 可 求 得 斜 线 4B 与 平面 a 的 夹 角 0. 

4. 证 明 直 线 a 与 5 平行 ,只 需 证 得 其 方向 向 量 a、b 满足 a = 4B ;证 明 平 面 a 与 8 
平行 ， 只 需 证 得 它们 的 法 回 量 HI, 满足 nn = ja 证明 三 直线 a， ,C2 共 面 ， 只 需 证 明 
其 方向 向 量 a ,b,c 满足 a+tb+t+c=0. 

5. 车 向 量 妨 在 向 量 妨 上 的 射影 长 为 d, 则 点 P 到 直线 他 的 距离 为 | PB1= 

1APl* -ad. 

6. 设 点 村 EE 平面 a, 则 a 外 一 点 P 到 平面 a 的 的 距离 ,就 是 向 量 有 6 在 平面 a 的 法 向 
量 n 上 的 射影 长 度 , 即 P 到 a 的 距离 为 4 = 于 全 1. 据 此 ,只 需求 得 法 向 量 n 与 向 量 


el 
1 仿 , 即 可 求 得 点 P 到 a 的 距离 . 
7. 设 4C 是 异 面 直线 4B 、CD 的 公 垂 线 , 则 妇 与 CD 间 的 距离 ,就 是 向 量 妨 在 公 
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1BD .AC| 


重 线 方向 向 量 检 上 的 射影 长 度 , 即 4 = . 据 此 ,只 需求 得 向 量 怒 与 4 , 即 得 两 


14C1 遇 

异 面 直线 的 距离 . 林 

匹 

【典型 例题 与 基本 方法 】 

例 1 如 图 20- 1, 在 四 棱锥 忆 - 4BCD 中 ,底面 4BCD 为 矩  ? 本 

形 , PD| 底面 , 且 PD = 4D = a. 问 :平面 PB4 与 平面 PBC 能 否 L 

垂直 ? 试 说 明之 . 

解 因为 PD 上 底面 ,所 以 PD | 4D,PD| CD. 间 

设 DC = 5(b 关 a), 设 平面 PB4 的 法 向 量 二 题 
n= DP+ADA+ DC, 图 20-1 


则 nAB=0, 即 (DB+ADi+ De).AB=0. 
所 以 uy. DE: 4B =0, 所 以 =0. 

色 nAP=0,B(DP +ADA+ DEC).AP =0, 
所 以 (DP + A DA + un DE):(DP -DA)=0, 
所 以 (75) -4(DA) = 0， 

所 以 X= 所 =1, 所 以 n= DP + DA. 


设 平面 PBC 的 法 向 量 n, = DP + mDA+ nDe， 
风 n,* BC =0,n,: PC =0, 


— 2 
同 理 得 n, = DP + piDC, 


一 -一 可 2 
所 以 mn, = (DE + DA) (DP + 9 DC) = 42 


故 平 面 PB4 与 平面 PBC 不 可 能 垂直 . 

例 2 如 图 20-2, 已 知 异 面 直线 [4,4B 为 Ll 的 公 垂 线 _4 一 
段 ,C、 分 别 为 站 .上 的 任意 一 点 , 闫 为 4B 线段 上 的 向 量 , 求 +/ 
证 :12B1 = 

证 明 因为 仿 =Ci+ 入 + 让， 图 20-2 

所 以 CD.n= (C+ B+ BD).n= Cn+AB:n+ dn+ Bi.n, 

由 4B.1 4AC,4B.| BD, 得 CA:n=0,BD-n=0，, 

所 以 号 .ma = 妨 .m， 

所 以 1 护 .ml = 1 外 .al = 1 外 al， 


D 1 


涂 百 言 关 否 丘 性 加 四 同和 水 上 O 


ICD:n| 


所 以 1 在 1 = | 
例 3 如 图 20-3, 已 知 4B 为 平面 a 的 一 条 斜 线段 ,z 为 平面 a 
的 法 向 量 . 求证 :4 到 平面 a 的 距离 为 a! 


lnl 


证 明 因为 cs< 访 ,n> = 
所 以 4 到 平面 x 的 距离 为 
[AB 1 lcost AB ,ny1=1AB| 


rT 


2B-n| _ 14B:n| 
IABIIn| lnl z 
例 4 如 图 20-4, 在 棱 长 为 1 的 正方 体 4BCD - 4 BCD 
中 ,E、F 分 别 是 A,B,、CD 的 中 点 , 求 点 B 到 截 在 4EC1F 的 距 
离 ， z 
解 以 万 为 原点 ,建立 如 图 所 示 空 间 直 角 坐 标 系 , 则 4(1， 


0,0),F(0, 广 ,0) ,E(1, 方 ,1)， 


所 以 磅 = (0, 方 ,1] ,=|( -1, 方 ,0] 。 
设 面 EL 的 法 向 量 为 n = (1,4 os 
则 有 ;nA 妨 =0,n*AF =0， 


] 
本 4A+A=0 本 
所 以 ,所 以 | ,所 以 n=(1,2, = 1)., 
ee 
2 
AB:n 


又 镶 =(0,1,0) ,所 以 点 B 到 截面 AEC, F 的 距离 为 [用 = 


【 解 题 思维 策略 分 析 ]】 


1. 运用 向 量 的 线性 运算 求解 问题 
. 例 5 如 图 20-5, 在 长 方 体 ABCD - 4 BCD 中 ,点 及 为 DD, 的 中 点 ,点 入 在 

AC 上 ,是 AN: NC =2:1, 点 亡 为 BM 的 中 点 ,求证 : 41 五 Wn 
证 明 令 态 =a, 和 好 = bp,A4,=c, 则 


X 方 =- 太 -三 A = CA =4(a+b)-e, 
| = + 轴 府 ) 


LT( 丰 - A4') + (AM— AA')] 


= 二 [te-ce)+(5+ 二 c-e)] 林 

2 2 匹 

= 4+3b -je. 3 

从 而 下 志 = 于 直译 , 故 hi、E、N 三 点 共 线 . ， 
例 6 如 图 20 - 6, BE、F、G、H、K、L 分 别 为 正方 体 人 
ABCLD -48 CD 的 楼 44 ,4B ,BC, CC CD 4D 的 中 点 .求证 : EF ,GH 、KKL 三 线 加 


共 面 . 
证 明 令 久 =a, 仿 =5,44 = ec， 


-六 1 1- 1 

CI = 也 C0=F4D=F5(b+e), 

Re ry rp 1 (ob) 
i , 


从 而 琵 + 8+ 说 =0, 故 EF 、GH .KL 三 线 共 面 . 

例 7 如 图 20-7, 已 知 已 是 正方 形 4BCD 所 在 平面 外 一 
民 ; 上 襄 有 NN 分别 在 PA、BD 上 ,日 PM: MA = BN:ND =5: 
8. 求 证 ;直线 MN /平面 PBC. 

证 明 令 态 =a, 沪 = b,AP=e, 则 


MN = -M+ 六 += 训 妨 + 访 - 态 + 志 一 


= 菠 c+e-e+ 癌 -ao) = 名 (a-e) +5s 
= 着 起 + 襄 基 . 图 如 -7 
故 由 共 面 向 量 定理 知 1WY 、 瑚 、 琵 为 共 平面 PBC 向 量 . 又 MN ¢ 平 面 PBC, 所 以 
MN /平面 PBC. 
例 8 如 图 20-8, 已 知 平行 六 面体 ABCD - 4, B,CiD, 中 的 底面 4BCD 是 边 长 为 1 
的 正方 形 , 侧 棱 44, =2, 并 且 44, 与 48、AD 的 夹 角 为 120°. 
(1) 求 线段 4C, 的 长 ; 
(2) 右 天 为 BC 之 中 点 , 求 4C 的 长 ; 


(3) 求 异 面 直线 BD, 与 4C 所 成 角 的 大 小 ; 
(4) 证 明 . AA4, | BD. 


麻 曾 仿 导 五 溢 沿 同 诗 巾 O 


解 (1) 因 4C =- 丰 + 琵 +6C, 则 

二 — 一 一 所 

| ACG, 1 = (AB+ BC+ CC,) 
_ | 砷 1 栈 PC2+2 丰 .本 +2 相 .66 +2 BC'CO 
=1+1+4+4+2.cosl20?+4-cosl202? = 2. 

故 4C, =V2. 

(2) 因 人 恩 = 本 (4G + 外) = 


广 ( 态 + 配 +AN'+ 让 访 ) ) = 广 (2 入 + 下 +4H), 则 
AA')? = 


1AKI? = 六 (2 大 + BC+AA 


放 AK= 写 、 


-3 
4 


(3) 因 BD = 闯 + 入 +DD', 则 [BD P=( 豆 + 他 +DD,》 =6， 即 18D; | =Y6. 
设 BD, 与 4C 所 成 的 角 为 8, 则 


g -1 DD A 
0 BDI-IAC! ~ 1BD,1:1ACI| 
_15D1*4C1 _ [DD': (AB + BCE) _ 12°cos120° + 2*cos120°| _Y3 
V2 人 6 
用 9 = areos 3 


(4) 由 想 = 入 -入 , 则 441*BD=A41'(4D -4B)=2'c0s120° -2.cos120? = 0， 

故 A41 1 4D. 

2. 选择 适当 的 回路 ,再 运用 内 积 求解 问题 

例 9 如 图 20 -9, 在 楼 长 为 1 的 正方 体 4C' 中 , 连 B'D 交 平面 4CD' 于 点 P, 求 DP 
的 长 . 


解 因 DB’:AC=(DA+AB+BB):(AB + BC) 
- Di:AB+AB +BF .AB+DiB+ABBR+B .EC 
=0+48+0+(- 态 ), 琵 +0+0=0， 
则 DB’ | AC. 
同 理 DB’ | 4D', 从 而 B'D| 平面 ACD”， 
二 是 BP _ BA'BD (B+ BA).(BB+ Bi+AD) 
Pp AD:BD se dt 
_BB+BB.B+Bb-D+ BB B+A: BD, 
AD: BB + AD: BA + AD 


所 以 DP = 1 -号 


例 10 如 图 20-9, 设 及 ,NW 分 别 是 正方 体 4C' 的 棱 BB 
和 对 角 线 C4’' 的 中 点 ,求证 ; MN | BB'. 

证 明 由 

MN BB = (MB + BC+ CN).BB 


税 生 全 局 从 上 吾 心 涪 负 问 入 效 O 


= [WE + 7 + DD + DR) 
= (ME + 3 DD). BF =0, 
即 知 MN_| BB’. 
3. 运用 向 量 的 坐标 运算 求解 问题 
例 11 正方 体 4BCD - 4 Bi CD 中 ,二 面 角 4- BD -4 的 人 ce 
度数 是 


EE 


| 
(2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 ” 设 正方 体 为 单位 正方 体 ,建立 如 图 20- 10 的 空间 直角 坐 
标 系 , 则 D(0,0,0)、A(1,0,0)、D,(0,0,1)、B(1,1 ,1,0) 4 (1,0,1). 
于 是 ,A4Di = (1,0,1), AB = (0,1,0), 4. 记 = (0,1, -1), 
AD; =(-1,0,0). 
设 平面 ABD., 和 平面 Al BD 的 法 向 量 分 别 为 nl 三 《xl yi，21 ,2 一 《wa 2 zz)， 
由 mi | AB,n, | 4D',n,]A, 记 ,nn, | 41D ,得 
=0,— xit+2 =0,yY — #2 =0,— x, =0., 
令 x =a 则 z=a; 令 y,=5, 则 z,=56. 
于 是 ,nn = (a,0,a),n,=(0,85,5), 设 n,、n, 的 夹 和 为 oa. 


图 20-10 


证 天 说 己 要 吾 性 注油 同 算 上 O 


根据 图 形 实 际 加 以 判定 . 


CD 的 中 点 ,求证 :4, P 上 平面 DMN. (2004 年 山东 省 竟 赛 题 ) 


D(0,0,0) .NG( 方 ,1,0) .M(0,1, 访 ). 


到 平面 B, EF 的 距离 . 
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rE In2l > 

所 以 , a = 60°. 又 易 知 二 面 角 4 - BD, - 4| 的 平面 角 为 6= a， 

因此 二 面 角 4 - BD, - 4| 为 60°. : 

注 求 二 面 角 时 ,应 注意 法 向 量 n\n， A 这 可 


例 12 已 知 正方 体 4BCD - 4, B,CiD, 的 楼 长 为 1, M、N、 p 分 别 是 梭 Ce BO. 


证 明 ”建立 如 图 20 - 11 的 空间 直角 坐标 系 ,连结 DM .DN. 则 ,个 


于 是 , 琉 = (六 ,10), 蒋 =(0,1 王 ) 

设 平面 DMN 的 法 向 量 为 rn = (x,y,z). 

由 nL DN,n|D 府 ,得 廊 x+y=0,y+ 坟 z=0. 

令 y= 一 1, 则 x=z=2, 故 n=(2, -1,2). 

又 A1(1,0,1)、P(0, 方 ,0), 则 A 访 = (1, 序 ,一 1). 


易 知 n = -2 hi 户 , 这 说 明 n 与 41 记 共 线 . 
所 以 , A,P 平面 DMN. 
例 13 在 单位 正方 体 4BCD - 4 B CD 中 ,EF 分别 是 4B、BC 的 中 点 . 求 尽 DD 


(2002 年 湖南 省 高 中 竞赛 题 ) 
解 ”建立 如 图 20 - 12 的 空间 直角 坐标 系 , 则 


D(0,0,0).B,(1,1,1).、 E(1, 地 ,0)、 F(z ,0). 


于 是 , 囊 专 = (0, - 广 ,- 1), 百 声 = (- 方 ,0， -1 
meg 

由 nj Bi 启 ,n_ |B 让, 得 -于 7-z=0,- 本 xz-z=0. 
令 z=1, 则 x= -2,y= -2. 所 以 ,n=(-2, 一 2,1). 


又 到 = (1, 方 ,0) , 则 点 D 到 平面 BiEF 的 距离 为 


In| 3 . 
例 14 已 知 单位 正方 体 4BCD - 48 CD 中 , MN 分 别 是 * 
BB .BC 的 中 点 ,P 是 线段 MN 的 中 点 . 求 DP 与 4C, 的 距离 .  。 
z (1982 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) 

解 ”建立 如 图 20- 13 的 空间 直角 坐标 系 , 则 
B,(0,0,0) .A(0,1,1) .C1(1,0,0) .DG11D PC,0 本 ) Bm WN? 


设 过 DP- 且 平行 于 4C, 的 平面 a 的 方程 为 4x+ Byy+ Caz+ 时-13 
e = 站 . 


和 


冉 吾 全 这 导 五 站 潍 沁 加 入 效 OO 


因为 DPPEa, 所 以 As+ Bs+ Cte=0,LA,+1C,+e=0. 


4 4 
又 a// 4C,; 则 4Ci | ea 的 法 向 量 n. 
于 是 , 4， 一 B, (2 兰 避 ， 
由 以 上 各 式 可 求 得 , 4, = ~- 子 e,B,=3e, C= -本 e， 
则 平面 a 方程 为 x -6y +7z-2=0. 
因此 ,点 C, 到 平面 a 的 路 d=111-6°0+7°0-21 _v86 
I 
例 15 已 知 正方 体 4BCD - 4 Bi CD 的 楼 长 为 1,E 为 
DC 中 点 , 求 下 列 问 题 : 
(1) 求 异 面 直线 D8 与 4,E 的 有 距离 ，; 
(2) 求 B, 到 面 4 BE 的 距离 ， 
(3) 求 DC 到 面 4, BE 的 上 距离 ; 
(4) 求 面 4, DB 与 面 D, CB 的 距离 . 
解 (1) 如 图 20 - 14, 建 立 空间 直角 坐标 系 , 则 如 计 =( -1， 


,0), 万 广 = We 二 1). 
设 n= (x,y,z) 是 与 和 4 言 ,Di 诗 都 垂直 的 向 量 , 则 


的 人 0 人 2 
n* DB=0, a Se 


不 妨 设 n = (1,2,3), 选 415 与 BD, 的 两 点 向 量 为 了 他 = (1,0,0), 得 4,E 与 BD 
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In| viI4 14 , 
‘AE=0, =0 
(2) 设 n=(x,Y,z) 为 面 41BE 的 法 问 量 则 上” 全 in| “2 即 
nA!B=0, i 
Ve 
z= 二 2X. 
不 妨 设 n= (1:252), 选 点 kd 到 面 A BE 两 点 向 量 为 4; 有 = (0,1,0), 由 公式 得 ;后 
8, 到 面 4, BF 的 距离 d = Ee Ta -2. 


(3) 由 (2) 可 知 : 面 4, BE 的 法 向 量 可 设 - (1,2,2), 设 D,C 与 面 4 BE 的 两 点 向 
量 为 加 全 = (1,0,0) , 故 直线 D,C 到 面 4 BE 的 距离 d= 


(4) 选 面 4, DB 和 DCB, 的 法 向 量 :n = 4G = ( - 1,1,1) ,任意 两 点 向 量 p = 万 4 = 
(1,0,0), 故 面 4, DB 与 面 D, CB; 的 距离 d = i 


Iml /3 
【模拟 实战 】 


9 
= 桔 . 


习题 A 


1. 在 四 面体 4BCD 中 , 设 4B =1,CD =V3 ,直线 48 与 CD 的 距离 为 2 夹 角 为 , 则 四 面 


体 4BCD 的 体积 等 于 ( ) ， (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
V3 1 1 3 
A. p B. D7 GG 3 D. 3 
2. 空间 四 点 4,8,C,D 满足 | 芒 |1 =3,1BE1=7,1 护 | =11,1241=9， 则 丰 : 一 的 取 
值 ( ) ， (2005 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
A. 只 有 一 个 B. 有 两 个 C. 有 四 个 D. 有 无 穷 多 个 


3. 4, BC-4BC 是 直 三 棱柱 ,一 BC4 = 90?, 点 站 下 分 别 是 4 Bi 4 C 的 中 点 , 若 
BC = C4 = CC, , 则 BD, 与 4F, 所 成 角 的 余弦 值 是 (  )， 


V30 1 V30 V10 
A. -10 B. > C. 15 D. -To 


4. 已 知 直 三 楼 柱 4BC - 41 B,C 中 ,4CB = 90°, BAC = 30°, BC =1,44| =Y6,M 是 


CC 的 中 点 ,求证 : 4B, | 4 ， 
5. 在 正四 面体 $S- 4BC 中 ,校长 为 a,E、F 分 别 为 $4 和 BC 的 中 
点 , 求 异 面 直线 BE 和 SF 所 成 角 . 
6. 正三 棱柱 4BC - 4, BC 的 底面 边 长 为 a 
4C, 与 侧面 4BB 4, 所 成 的 角 . : 
. 在 正方 体 4BCD - 4 Bi CD 中 ,P 是 DD 的 中 点 ,0、M、N 图 20-15 
分 别 是 面 4, B, CD 、 BBCC 、 4BCD 的 中 心 . 求 异 面 直线 PN 
与 OM 所 成 的 角 . 
8. 在 四 校 锥 $ - 48BCD 中 ,底面 是 边 长 为 4a 的 正方 形 , 侧 楼 $4 = 5B = SC = $D = 8a， 
MN 分 别 为 楼 S4 .SC 的 中 点 , 求 异 面 直线 DM 与 BN 之 间 的 距离 d. 
9. 四 棱锥 P - 4BCD 的 底面 是 边 长 为 a 的 正方 形 , PB | 面 4BCD .证 明 无 论 四 棱锥 的 高 
， 坊 样 变化 , 面 P4D 与 面 PCD 所 成 的 二 面 角 恒 大 于 90*， 
10. 已 知 单位 正方 体 ABCD - 41Bi CiD, 中 ,为 CC, 的 中 点 .求证 :平面 4, BD | 平面 
EBD. 


=] 
应 扣 可 富民 了 吾 届 潍 时 同 诗 并 O 
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【基础 知识 】 


平行 六 面体 是 平行 四 边 形 的 一 个 三 维 类 比 模型 ,平行 四 边 形 的 一 系列 有 趣 性 质 可 
推 证 到 平行 六 面体 中 去 .平行 四 边 形 与 三 角形 有 着 极为 密切 的 关系 ,因而 平行 六 面体 
与 四 面体 也 有 着 极为 密切 的 关系 ,这 些 构成 了 平行 六 面体 一 系列 既 有 趣 又 有 重要 应 用 
的 性 质 . 

性 质 1 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 相交 于 一 点 , 且 在 这 一 点 互相 平分 .并 称 该 点 为 
中 心 . 

推论 称 侧面 对 角 线 的 交点 为 侧面 中 心 , 则 相对 侧面 中 心 的 连 线 也 交 于 平行 六 面 
体 的 中 心 , 且 在 这 一 点 互相 平分 .( 见 例 5) 

性 质 2 平行 六 面体 所 有 对 角 线 的 平方 和 等 于 所 有 棱 的 平方 和 . 

推论 1 平行 六 面体 所 有 侧面 对 角 线 的 平方 和 等 于 其 所 有 ( 体 ) 对 角 线 平方 和 的 两 
倍 . 

推论 2 “平行 六 面体 每 一 侧 楼 的 平方 等 于 与 这 侧 楼 共 面 的 两 侧面 四 条 面 对 角 线 的 
平方 和 减 去 与 这 侧 楼 不 共 面 而 共 端点 的 两 条 侧面 对 角 线 平方 和 所 得 差 的 四 分 之 一 . 

推论 3 “平行 六 面体 的 每 一 对 角 线 长 的 平方 等 于 过 这 条 对 角 线 一 端点 的 三 条 侧面 
对 角 线 的 平方 和 减 去 过 另 一 端点 的 三 条 楼 的 平方 和 ， 

性 质 3 平行 六 面体 的 每 一 对 角 线 长 的 平方 等 于 共 一 端点 的 三 条 楼 长 的 平方 和 减 
去 这 三 条 棱 中 每 两 条 棱 长 及 其 所 夹 角 余 弦 之 积 的 两 倍 ， 

性 质 4 平行 六 面体 的 每 一 对 角 线 通过 与 该 对 角 线 共 端 点 的 三 条 楼 的 另 一 端点 构 
成 的 三 角形 截面 的 重心 , 且 被 这 三 角形 截面 分 成 三 等 分 . 

性 质 5 平行 六 面体 的 每 个 由 三 条 侧面 对 角 线 构成 的 三 角形 截面 面积 平方 的 4 
倍 ,等 于 这 截面 所 截 三 个 侧面 面积 的 平方 和 减 去 这 三 个 侧面 中 每 两 个 侧面 面积 及 其 所 
夹 二 面 角 余弦 之 积 的 两 倍 . 

推论 平行 六 面体 的 八 个 由 三 条 侧面 对 角 线 构 成 的 三 角形 截面 面积 的 平方 和 等 
于 六 个 侧面 面积 的 平方 和 . 

性 质 6 设 平行 六 面体 的 全 面积 为 5, 四 条 对 角 线 长 为 ec, he、lap,、ia.o; 则 
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2S & ec, + lc + Lp, + ls op. 

性 质 7 通过 平行 六 面体 中 心 的 任何 平面 ,将 平行 六 面体 分 成 体积 相等 的 两 部 分 . 

推论 1 以 平行 六 面体 任 一 顶点 及 这 项 点 出 发 的 三 条 楼 的 端点 构成 的 四 面体 体积 
是 平行 六 面体 体积 的 六 分 之 一 . 

推论 2 以 平行 六 面体 任 一 顶点 及 这 顶点 出 发 的 三 条 侧面 对 角 线 端点 构成 的 四 面 
体 体积 是 平行 六 面体 体积 的 三 分 之 一 . 

性 质 8 平行 六 面体 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 乘积 ,或 任 一 侧面 面积 与 相对 面 距 
离 之 积 . 

推论 ” 设 共 一 顶点 的 三 条 楼 长 为 a、6 、c, 每 两 条 楼 的 夹 角 为 ga、B、Y, 则 体积 VY 为 
pg pe 


车 记 9= 广 (a +B+7), 则 V=2abe Vsing"sin(0 -a)sn(0-B)sn(0 -7). 
性 质 9 Ve(Be + et ip + 
Ve(S)”. 

推论 1 表面 积 一 定 的 平行 六 面体 中 ,以 正方 体 之 体积 为 最 大 . 

推论 2 在 各 个 侧面 面积 为 定 值 的 平行 六 面体 中 ,以 长 方 体 之 体积 为 最 大 . 

性 质 11 ”由 平行 六 面体 的 各 顶点 ,至 不 截 此 体 的 一 平面 所 引 诸 垂 线段 之 和 ,等 于 
由 其 对 角 线 之 交点 至 同 平 面 所 引 垂 线段 之 和 的 8 倍 . 

性 质 10 在 平行 六 面体 4BCD - 4, Bi C,D, 中 ,截面 分 别 与 4B、4D .44， 、AC, 交 

A0 让 态 wi 

By, 各 点, 则 3 = 三 + aD ry 

下 面 介绍 平行 六 面体 与 四 面体 的 密切 关系 . 

1. 对 应 关系 

作 四 面体 的 外 接 平行 六 面体 , 且 使 四 面体 的 六 条 棱 均 成 为 平行 六 面体 的 侧面 对 角 
线 . 此 时 ,四 面体 与 其 外 接 平 行 六 面体 是 一 一 对 应 的 .特别 地 ,一 个 正四 面体 对 应 着 一 
个 正方 体 ,一 个 等 腰 四 面体 (三 对 对 棱 分 别 相等 的 四 面体 ) 对 应 着 一 个 长 方 体 , 一 个 两 
对 对 校 分 别 相等 的 四 面体 对 应 着 一 个 直 平行 六 面体 ,一 个 对 棱 均 互相 垂直 的 四 面体 
(直角 四 面体 或 正三 棱锥 四 面体 ) 对 应 着 一 个 鞭 形 六 面体 等 等 . 

当 四 面体 的 共 一 顶点 的 三 棱 成 为 平行 六 面体 的 共 顶 点 的 三 楼 时 ,一 个 四 面体 对 应 
着 四 个 外 接 平行 六 面体 .特别 地 ,一 个 正四 面体 对 应 着 一 个 一 顶点 面 角 均 为 60* 的 蓉 形 
六 面体 ,一 个 等 腰 四 面体 对 应 着 两 个 ~ 顶点 面 角 之 和 为 180* 的 平行 六 面体 等 等 ， 

2. 隐 显 关系 
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剖 瑟 说 基 个 皇 丝光 四 同 学 汲 O 


从 本 世纪 初 开始 ,人 们 试图 将 三 角形 的 许多 性 质 引 申 到 四 面体 一 一 最 简单 的 多 面 
体 ,事实 证 明 发 展 四 面体 的 几何 学 比 三 角形 几何 学 困难 得 多 ,有 些 提 法 并 不 复杂 的 问 
题解 答 起 来 非常 费劲 ,甚至 未 能 解决 .下 面 的 例题 将 启示 我 们 :四 面体 某 些 数量 关系 的 
发 现 及 几何 特征 的 显露 ,借助 于 其 外 接 平行 六 面体 的 性 质 的 运用 是 一 种 方便 的 重要 途 
径 .因此 ,可 以 说 四 面体 的 一 些 性 质 可 以 利 其 外 接 平行 六 面体 来 显现 ,平行 六 面体 隐 含 
了 四 面体 的 一 些 重要 性 质 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 在 四 面体 ABCD 中 ,AB=m,CD=n,AD= 
p,BC=g,AC=w4,BD=v. 若 4AB 与 CD 所 成 的 角 为 8， 
_ ( 2 2 {nn v7 ) 
则 cos06=1>2 -4 9 2 | ， 


证 明 如 图 21- 1, 作 四 面体 4BCD 的 外 接 平 行 六 
面体 4'DB'C - 4D'BC’ ,使 四 面体 的 棱 都 成 为 平行 六 面 
体 的 侧面 对 角 线 . 

显然 , 48B 与 CD 所 成 的 角 就 是 4'B8' 与 CD 所 成 的 
角 ,于 是 


2. 2 "rz 
Se 2 (了 mm)(2Pm) 加 2 mn 
2 +2B’D’ -8D | 242 -2B'D’ 
2mn | 2mn 
_ 22 -2D'D -2BD| e+ gq)-(uw+v) 
加 2 mn 2mn . 
例 2 若 四 面体 的 六 条 楼 长 分 别 为 a、6、e、d、e、f, 体 积 为 V, 则 有 


a + +0 +d +e +f 二 36Y2V(Weisenbock 不 等 式 的 一 种 三 维 推广 ). 
证 明 如 图 21-1, 将 四 面体 4BCD 补 成 平行 六 面体 , 则 Vy#xmfk = 3 iacn . 
设 平行 六 面体 共 顶 点 4 的 三 条 棱 长 为 1、m、n ,由 前 面 的 性 质 2 的 推论 1, 即 有 
a +b+e+d te+fF=4AL+m +n). 
又 由 V4 六 面体 所 1" mn 及 舌 平 均值 不 等 式 , 有 
(tb te td te tf oth te td+e tt. 

6 6 


恤 2 也 
于 是 是 Re + +n ) 
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= [证 (o2 +rb+te+date+p)] 
<| 巧 [6(@ + Brotd+e +f)]3}z 
_V2 
24 
了 破 gat+bP+reo+d+e +fF>36V2V. 
其 中 等 号 当量 仅 当 器 中 满足 1、.m、n 互相 垂直 月 1 = m = n, 即 平行 六 面体 为 正 
方 体 , 亦 即 a= b=c= d=e=f 时 成 立 . 
类 似 上 例 ,并 运用 前 面 的 性 质 5 的 推论 ,可 证 明 Weisenbock 不 等 式 的 另 一 种 三 维 
推广 :者 四 面体 各 项 点 4、8、C、D 所 对 的 面 的 面积 分 别 为 8 、Ss 、S。、S, ,体积 为 V, 则 
9 本 汪 ， + 529/3V. 


例 3 空间 四 平面 互相 平行 , 相 令 两面 间距 离 都 是 . 今 有 一 正四 面体 , 它 的 四 个 
顶点 分 别 在 这 四 个 面 上 . 求 正四 面体 的 楼 长 . 


©S 


渗析 癌 芝 悟 征 性 流泪 同和 六 并 C 


(a +b to +d+e +f). 


pd 
解 ” 设 正四 面体 4BCD 的 外 接 正 方 体 为 4C'BD’ - 4'CB'D. 又 设 过 楼 PD 及 BC 
中 点 下 的 截面 为 ec ,过 楼 C'C 及 4'D 中 点 EE 的 截面 为 ,过 楼 4'4 ,过 楼 BB 日 与 as 、 
oa 平行 的 平面 分 别 为 a ,es ,这样 这 四 个 平面 即 为 两 相 邻 距离 都 相等 的 互相 平行 的 四 
平面 .又 设 过 4 好 的 中 点 0 与 CBE 垂直 的 直线 为 1,1 与 ci .ay .os .a 的 交点 分 别 为 也 、 
 、C 4 ,如 图 21-2(b), 则 as .os .aa ai 两 相 邻 平面 间距 离 为 本 Dr Drcr Cdr， 


当 4A”C” = 时 ,可 求 得 A'E - 257, 从 而 4'B' =Y 10h .这 就 是 我 们 所 要 求 的 正四 


面体 的 棱 长 . 
例 4 四 面体 4BCD 中 , 若 4B 1 CD,4C1 BD, 则 AD | BC. 
(1957 年 天 津 市 .1979 年 上 海 市 中 学 竞赛 题 ) | & 
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证 天 说 过 层 玫 尾 泛 油 同 潍 症 O 


证 明 如 图 21 - 1, 作 四 面体 4BCD 的 外 接 平 行 六 面体 4DBC- 4D'BC . 
由 平行 六 面体 每 一 侧面 两 对 角 线 所 夹 的 角 ( 锐 角 ) 的 余弦 值 等 于 这 侧面 两 相 名 楼 
的 平方 差 的 绝对 值 除 以 这 两 条 侧面 对 角 线 长 的 乘积 , 即 


> A 2 

由 妇 | cpD, 则 cos(4 CD)= oos(4' 忆 CD)=0, 从 而 4'D= DB', 即 侧面 
A'DB'C 为 琴 形 . 同 理 ,由 4C | BD ,有 侧面 4CC' 4 为 菱形 ,从 而 侧面 4DD'4 也 为 萎 形 ， 
故 A4D_L BC. 

例 5 求证 四 面体 的 三 双 对 棱 中 点 连 线 必 交 于 一 点 , 且 互 相 平分. 

证 明 如 图 21-3, 设 下 .PC M、N 分别 是 四 D 
面体 ABCD 的 六 条 楼 的 中 点 . 作 四 面体 的 外 接 平行 六 看 
体 4 C, 则 下 .CE、 有 .W、N 分 别 是 其 六 侧面 对 角 线 的 
交点 . 

在 亡 h,CC 中 , 连 三 , 则 EF// 441/ CC1, 且 过 六 
面体 对 角 线 4, C 的 中 点 0 ,同时 被 0 平分 . 因 六 面体 的 4 和 
四 条 对 角 线 共 点 0 ,于 是 同 理 可 证 GH、MN 过 0, 且 被 0 
平分 . 

例 6 立方 体 八 个 顶点 中 有 四 个 恰 是 正四 面体 的 顶点 . 求 出 立方 体 的 表面 积 与 四 
面体 的 表面 积 之 比 . (1980 年 美国 中 学 生 竞赛 AHSME 第 16 题 ) 

解 ” 设 立方 体 表 面积 为 $, 四 面体 表面 积 为 So .由 平行 六 面体 所 有 三 角形 截面 (三 
角形 的 边 由 六 面体 侧面 对 角 线 组 成 ) 面 积 的 平方 和 等 于 所 有 侧面 面积 的 平方 和 ,有 6: 


(4-( 池 =2, 故 S/S5o =Y3. 


【 解 题 思维 策略 分 析 


1. 著 于 将 四 面体 问题 转化 为 平行 六 面体 问题 
例 7 车 4.B.C、D 表示 空 间 四 点 ,4B 表示 4、B 两 点 间 的 距离 , 4C 表示 4、C 两 
点 间 的 虐 离 ,… .证 明 :AC? + BD2+4D2+ BC > AB’ +CD . 
(第 4 届 美 国 中 学 生 竞赛 题 ) 
证 明 ”以 空间 四 边 形 的 边 为 侧面 对 角 线 构造 平行 六 面体 ,由 平行 六 面体 所 有 侧面 
对 角 线 的 平方 和 等 于 所 有 棱 的 平方 和 的 两 倍 及 图 21 -3, 有 
4c2 + BD2+A4D2+BC+H4B:+CDI =4AD’? +4A4’ + 441B” 
=44D2 +2( AB’ + CD’) 


图 21 -3 


UKE -一 


故 4C + BD’ + AD’: + BC > AB’: + CD?. 
当 4、B8、C.D 共 面 时 ,4D, =0, 上 式 取 等 号 ,此 时 ,可 看 作 是 压 扁 了 的 四 面体 . 
例 8 在 四 面体 48CD 中 ,BDC 是 直角 ,由 D 到 人 4BC 所 在 的 平面 的 重 线 的 垂 
足 妃 是 A4BC 的 垂 心 .证 明 :(4B+ BC + C4)?<6(AD? + BD + CD ). (IMO - 12 试题 ) 
证 明 如 图 21 -~ 4, 平 行 六 面体 4C, Bp - BD,AC 
为 四 面体 4BCD 的 外 接 平行 六 面体 .由 题 设 ,D 到 入 ABC 
所 在 的 平面 的 垂 线 的 垂 足 是 人 4BC 的 垂 心 , 知 这 个 四 面 c 
体 的 对 楼 互相 垂直 .又 BDC 是 直角 , 即 知 四 面体 4BcD 
的 三 面 角 忆 - 4BC 是 直 三 面 角 , 故 此 平行 六 面体 为 长 方 
体 ， 
由 2(AD’? + BD? + CD’) 
= (AD’ + BD’) + (BD’ + CD’) + (CD + AD’) 
= AB” + BC’ + AC’. 
故 6( AD? + BD’ + CD’) =3(AB? + BC2 + AC’) 
= AB + BC + CA* +24AB: BC +2BC: CA + 2AB: CA 
=(AB+ BC+ CAY. 
例 9 者 a、b、c 是 四 面体 共 顶 点 的 三 条 楼 的 长 ,a 、8、y 是 这 三 条 楼 组 成 的 面 角 
w 是 这 三 个 面 角 和 的 一 半 , 则 四 面体 的 体积 为 ， 


Vn = abc。 sinc * sin( w ~ a ) * sin w— Psin(w—y. 

证 明 如 图 21 -4, 设 D4 = a,DB=$b,DC=6e,/BDC= 0 ,一 4DC = B,/ ADB = 
7. 由 平行 六 面体 的 体积 公式 Vp#ixg = abe S(4A), 其 中 

S(A)=~ 1 ~- cos a -cos 8 — cos’ Y + 2cosa cos cosy 


sinw sin(ww — &)*sin(w 一 B):sin(w — 7). 


| 


讶 天 可 忆 苇 于 性 东 进 由 和 浇 洱 O 


1 
有 Vmitk = 6 了 平行 六 而 体 


“Vv sinw*sin(w— a)sin(w — PB):sin(w — 7y). 
2, 善于 构造 平行 六 面体 解答 有 关 问 题 

例 10 已 知 a.b.cER*, 有 是 a+b+e:- 1 .求证 : 
人 

证 明 由 + b+c?=1 可 将 不 等 式 转化 为 /B+4c +VOra + a +b + 


a+b+i+c>3. 
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雍 耳 言 忆 个 - 征 心 六 直 由 入 王 


参见 图 21 - 2(a) , 构 作 长 方 体 48' . 设 对 角 线 AB8’ = 1,4D' = ae,4C' = ,44' =c, 则 
AB'=V a +h,BC =V osd+cBD =V Pt+c 在 人 448 中 ,44+4B > B'A， 
即 V gai+ 太 +c>1. 同 理 ,V c+a+b>l,Vb +c+a>l. 

以 上 三 式 相 加 , 即 证 . 

例 11 锐角 a、8、Y 满足 sin a + simB+sin Y=1, 求 证 : 廊 <a + B+ 7 < 未 . 

证 明 构造 长 方 体 D'4C’B - D4’CB' ,参见 图 21 - 2(a), 使 其 长 , 宽 、 高 分 别 为 
D’'A = sina ,AC’ = sinB, C'C = siny, 则 4B’ = D'C = sin a +sin B+siny =1,LD'B’A = 
a,LCBA=B,ACDC=7,H AB’ > BA. 

“sina = sin D'’B’A = < BA =sinD'BA, 


AE 
sin8 = sin 人 CB'A= BrA < BA = sin C'BA. 
从 而 aa< 一 DB4,8< 一 CHM 


-ua+B<LD'BM+ 人 CIBM = 六 


同 理 ,8+ yY< 了 ,x+7y< 了 了 , 即 x 十 月 + y<x. 


设 BA4 与 DC 相交 于 0, 则 知人 Dr04 =2a, 一 40C' =28, 一 COC =27. 

由 于 三 面 角 的 任意 两 个 面 角 的 和 大 于 第 三 个 面 角 , 则 

2a +28= 一 DO04+ 一 40C' > 二 让 OC 

“2(a+B+t7)=ADOC+ACOC=7. 

故 全 <aw+ 有 +7y< I. 

3. 注意 特殊 平面 体 的 性 质 的 运用 

例 12 正方 体 48CD - 4, B,CiD, 的 棱 长 为 1, 求 正方 体 底 
面 48CD 内 切 圆 周 上 的 点 与 过 顶点 4 、C 和 局 的 圆周 上 的 点 
之 间 的 最 小 距离 . (第 19 届 全 苏 奥 林 匹 克 题 ) 

解 ”如 图 21-$, 考 察 两 个 圆周 分 别 在 以 正方 体 的 对 称 中 
心 为 球 心 的 两 个 同心 球面 上 , 即 与 正方 体 各 棱 都 相 切 的 球面 


(半径 为 2 ) 及 正方 体 的 外 接 球面 (半径 为 品 ) 上 ,这 两 个 球面 上 


的 点 之 间 的 最 小 距离 是 它们 的 半径 之 差 4= (V3 -V2) .如 果 
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两 圆周 上 各 有 一 点 恰好 在 球 心 0 发 出 的 同一 射线 上 ,那么 d 即 为 最 小 值 . 
考察 在 以 0 为 位 似 中 心 / 评 为 位 似 比 的 变换 下 ,小 球面 变 为 大 球面 ,而 小 球面 上 


的 圆周 的 象 集 为 大 球面 上 的 圆周 . 

注意 到 48CD 的 内 切 圆 @ 0, 与 线段 BD 的 交点 E 和 F 在 该 位 似 变 换 下 的 象 在 平 
面 48,C 的 两 侧 ( 因 和 人 0, OF = 45* > 人 BB 0,, 故 射线 OF 不 与 平面 4B， C 相交 ) ,因此 ， 
0, 的 象 集 ( 圆 周 ) 将 与 过 顶点 4,C 和 B 的 圆周 相交 . 设 一 交点 为 N, 而 WN 的 原 象 为 
1 ,那么 M,N 之 间 的 距离 就 是 考察 的 两 圆周 上 的 点 之 间 的 距离 的 最 小 值 ,其 值 为 4 = 


3-Y2). 
【模拟 实战 】 


习题 A 


J 


. 在 正方 体 4BCD - 4 8 CD 中 ,0 是 面 ABCD 的 中 心 , 0, 是 面 4DD, 4, 的 中 心 . 求 
异 面 直线 六 0 与 BO, 所 成 角 的 余弦 值 . 
2. 已 知 空间 一 个 平面 与 一 个 正方 体 的 12 条 楼 的 夹 角 都 等 于 o , 求 a 的 值 . 
: 能 否 用 一 个 平面 去 截 一 个 正方 体 ,使 得 截面 为 五 边 形 ” 进 一 步 ,截面 是 否 为 正 五 边 
形 ? 
4. 设 一 个 平面 截 棱 长 为 1 的 正方 体 4BCD - 41 Bi CD ,过 顶点 C,, 交 A， D, 中 点 于 五， 
414 中 4 较 近 的 一 个 三 等 分 点 于 下 ,4B 于 C, BC 于 万 , 求 截 面 C, EFGH 的 周 长 ， 
5, 已 类 一 个 平面 截 棱 长 为 1 的 正方 体 所 得 截面 是 一 个 六 边 形 .证 明 :此 六 边 形 周 长 >3V2 
. 正三 棱锥 5 - 4BC 的 侧 棱 与 底面 边 长 相等 ,如 果 EF,F 分 别 为 SC, 4B 的 中 点 ,那么 
弄 面 直线 EF 与 $4 所 成 的 角 等 于 多 少 ? 
7. 已 知 4B8C - 4 Bi,C, 是 直 三 棱柱 ,一 BMC = 90°, 点 D, ,FF 分 别 是 418,, B,C, 的 中 
上 后 . 敬 4B = Ch = A41, 求 BD, 与 CF 所 夹 角 的 余弦 值 . 
8. 已 知 48CD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ,五 ,下 分 别 是 4B,4D 的 中 点 ， CC 面 4BCD ,日 
GC =2. 求 点 B 到 面 EFGC 的 距离 . 
9. 在 四 面体 S4BC 中 ;已 知 S4 = BC = a, SC = AB=5,5SB= AC- c, 求 此 四 面体 的 体 
积 ， z 
10. 在 四 面体 4, 4;4; 44 中 ,相应 对 棱 中 点 的 三 条 连 线 分 别 为 mm ;m2 1003 ,顶点 A; 所 对 
侧面 的 重心 为 6; ,其 四 面体 体积 记 为 了 , 则 


{je 


a 
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滞 要 言 己 于 -生性 水 示 加 入 尊 O 


入 卫 痘 芝 性 征 帐 各 旺 加 六 眶 O 


(Tm mm >3V; 
(I ) > 4h -PAC 23Y 9 
(1) > AGC! 9 也 . 
11. 已 知 a,B,Y 是 锐角 , 且 cos:a + co%8+eos2y = 1 ,求证 ， 
(I )tane "tanB*tany >2vV2;( 1 )E<a +B+Y<x. 


12. 已 知 a>0,b>0,c>0, 且 a+8+c=1. 求 证 :ya +Vb +V cy3. 


习题 B 


1. 有 一 立方 体 ,中 心 和 边 长 为 a < b < 的 长 方 体 的 对 称 中 心 重合 , 诸 界 面 与 长 方 体 各 
界面 平行 . 求 立方 体 的 棱 长 ,使 得 它 与 长 方 体 的 并 的 体积 减 去 它 与 长 方 体 的 交 的 体 
积 的 差 最 小 . (1979 年 捷克 竞赛 题 ) 

2. 证 明 : 在 校长 为 e 的 立方 体内 部 可 以 作 两 个 楼 长 为 a 的 正四 面体 ,使 得 它们 没有 公 
共 点 ， : (1983 年 民主 德国 竞赛 题 ) 


第 二 十 二 章 一 般 四 面体 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


四 面体 是 三 角形 在 空间 的 直接 推广 ,三 角形 的 很 多 性 质 及 其 证 法 可 以 推广 到 四 面 
体 上 去 .四 面体 的 许多 性 质 可 以 借助 于 平行 六 面体 来 证 . 

性 质 1 任意 四 面体 六 个 内 二 面 角 的 平分 面 交 于 一 点 ,这 点 到 四 面体 四 个 面 的 距离 相 
等 ,该 点 称 为 四 面体 的 内 切 球 球 心 (简称 四 面体 的 内 心 ) .内 切 球 与 四 面体 四 个 面 内 切 . 

符 四 面体 4BCD 的 体积 为 V, 顶 点 4 所 对 的 侧面 面积 为 5, ,类 似 地 有 5,， Sc, Sp 


. 3V 
(后 面 所 设 均 同 此 ), 其 内 切 球 半径 记 为 r, 则 "StSs+Sc+s, 


性 质 2 任意 四 面体 六 条 楼 的 垂直 平分 面 交 于 一 点 ,这 点 到 四 面体 四 顶点 的 距离 
相等 ,该 点 称 为 四 面体 的 外 接 球 球 心 (简称 四 面体 的 外 心 ). 外 接 球 通过 四 面体 四 顶点 ， 

知 四 面体 ABCD 的 体积 为 V ,其 三 对 对 楼 的 长 分 别 为 dd bi ， C1， c, 其 外 接 球 
半径 为 R, 则 

注 其 中 8 即 为 以 三 对 对 楼 乘积 为 边 的 三 角形 面积 . 

性 质 3 任意 四 面体 的 四 条 中 线 (每 一 顶点 与 其 对 面 重心 的 连 线 ) 交 于 一 点 ， 而 且 
每 条 中 线 从 各 该 顶点 算 起 都 被 这 点 分 为 3:1 之 比 ,这 点 称 为 四 面体 的 重心 ， 

性 质 4 任意 四 面体 的 共 顶 点 的 (二 面 角 的 楼 共 顶 点 ) 三 个 内 二 面 角 的 平分 面 与 另 
三 个 内 二 面 角 的 补 ( 或 外 ) 二 面 角 的 平分 面 交 于 一 点 ,这 点 到 四 面体 四 个 面 的 距离 相 
等 ,该 点 称 为 四 面体 的 旁 切 球 球 心 (简称 四 面体 的 旁 心 ) ,日 一 个 四 面体 有 四 个 旁 心 旁 
切 球 与 四 面体 的 一 个 侧面 外 切 ,与 其 他 三 个 侧面 的 延展 面相 切 .， 

者 与 四 面体 4BCD 的 顶点 4 所 对 的 面 外 切 ,与 其 余 三 三 个 侧面 的 延展 面相 切 的 旁 切 
球 半径 记 为 wm ,类似 地 有 rs ,rc ,ro ,其 他 记号 同 前 , 则 

3V 3V 

人 本 ck + Sci+Sn— Ss’ 


_ 3F 3V 
人 


bbi)(aal + bb - ce, ) . 


(aai + bb + cc, )( bb, + cei -aai) (cc + aal — 


详 吾 全 忆 屋 吾 届 溢 沁 朵 计 粳 OO 


雇 曾 便 记 全 世 性 洋 调 加 渤 净 0 


性 质 5( 射 影 定 理 ) 四 面体 任意 一 个 侧面 的 面积 等 于 其 他 三 个 侧面 在 这 个 侧面 上 
的 射影 面积 之 和 . 即 在 四 面体 4BCD 中 , 若 记 9 为 棱 4B 所 在 的 内 二 面 角 的 大 小 ,其 余 
类 同 , 则 有 

S, = Si vcosgon + Sc*costpp + 3pvcospec ， 

Ss = Seceos0p + Sn cosDic + $4 ' Costep ， 


9 一 Sp "COBO np + Sa "Cos 站 ip 十 Sp “Cos 六 3 


Sp = Sa cosOpc + Sp*costc + Se costs 
性 质 6 余弦 定理 ) 四 面体 任意 一 个 侧面 的 面积 的 平方 ,等 于 其 他 三 个 侧面 的 面 
积 的 平方 和 了 减 去 这 三 个 侧面 中 每 两 个 面 面 积 及 其 所 夹 二 面 角 余弦 之 积 的 两 倍 之 和 . 即 
在 四 面体 A48BCD 中 ,有 
S =S2+31+895-298Scvoosgn -2Sc So'cosgus 一 2SsSp cosguc ， 
S2 = SL +S2+34 一 2SovSpvcosb -2Sc Sivcosgpp -2SpS4 cosbac ， 
S2 = $2 + 85 + 95 -23S9pvcosgom 一 2S4 Socosgac 一 2SsSp cosghc， 
$2 = 834 十 85 二 SS 一 2S Socos0 一 294，Scvocosgpn — 2959r costp ， 
注 ” 顺 次 用 $ , Ss ,Sc，, Sp 去 乘 射影 定理 中 各 式 并 相 加 整理 即 得 以 上 第 一 式 ,其 
余 各 式 类 同 ， 


性 质 7( 体 积 公式 一 ) 四 面体 体积 = 却 借 底面 面积 与 底面 上 的 高 的 乘积 . 即 


1 8 


Y = 误 池 (和 = 六 8 名 = 词 5c he = 村 So hn. 


性 质 8( 体 积 公 式 二 ) ”四 面体 的 体积 等 于 它 的 任意 两 个 面 的 面积 及 其 所 夹 二 面 角 


正弦 之 积 的 三 分 之 二 , 除 以 这 两 个 面 的 公共 棱 长 . 即 对 四 面体 4BCD ,有 
29c SpasimDip 9" Sp* sint pe 259,° Sp* sinO ep 25p° Se" sing 


7 = 一 -3 = 3BC = 3CD = 3 
us 95 Sp sinter 本 29,* Sr* sinO pp 
二 


2 :用品 让 “4 
注 由 了 = 二 Sci = 本 Sec hoy vsinga = Sc" 一 3 sinb = 


25.* Sp " sinQus 
23e So ing 等 即 证 得 - 


性 质 9( 体 积 公 式 三 ) ”四 面体 的 体积 等 于 共 顶 点 的 三 条 楼 长 乘积 与 该 顶点 三 面 角 
的 特征 值 乘积 的 六 分 之 一 , 即 对 于 四 面体 4BCD , 若 共 顶 点 4 的 三 条 楼 长 分 别 为 a, 5b， 
c ,顶点 4 处 的 三 个 面 角 分 别 为 ,8,y, 则 有 
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Y = 


abc* SC4) = 七 abc V1—eos a ~ eos BP — cos y +2oosa "cosB'cosy 


“V sinw’*sin(w— a):sin(w - PB)'sin(w — 7) ,w=3(0 + 月 +y). 


1 cosaw cosp 
其 中 S(A)= | lecosa 1 cosy| 称 为 顶点 4 的 三 面 角 的 特征 值 . 


cosp cosy 1 
ls.p= .lop.siny. Conp. /1 _ /cose 一 cosB oosy 2 
注 由 V=335'h=33" 了 Fb'siny* Crsinpw/ 1-( i ) 整理 , 即 得 


性 质 10( 体 积 公式 四 ) 若 记 Pi , P, , P; 分 别 为 四 面体 相对 两 棱 ( 互 为 异 面 的 两 条 
乙 ) 的 积 的 平方 ,再 乘 以 另外 四 条 楼 的 平方 和 与 这 对 楼 的 平方 和 的 差 所 得 的 积 ; P 为 四 


面体 每 个 面 上 三 条 核 的 积 的 平方 和 . 则 四 面体 的 体积 Vy 为 y= 让 /Pi+ PfPy -BP， 


性 质 11( 正弦 定 理 一 ) 在 四 面体 ABCD 中 ,有 
(48 -BC _ mM _ 4c | 
Sec" Sp "8ingy 5 * Sp sina Sa* Sc sinOm S$ * Sp *sing,e 


BD 


= 
i 


(2)— AB:CD _ AD:BC _ AC:BD 2S1°Ss'Se'Sy 


sint np 、 sint oy, 加 sint ,yp " sinB pe 本 sin 站 * SinOpy, op 


(3) 帮 sin( 4) 表 示 顶 点 4 处 的 三 棱 中 ,任意 两 棱 上 的 二 面 角 的 正弦 与 这 两 条 楼 赤 


5 3 __ Se _ 5, 2S49sScSn 
sin A)™ sin(B) sin(C) sin(D)™ gp 
注 此 性 质 由 性 质 8 即 证 . 
性 质 12( 正 弦 定理 二 ) ”四 面体 中 各 个 面 上 三 条 楼 长 的 积 与 其 所 对 三 面 角 的 特征 
值 之 比 都 相等 ,该 比值 等 于 六 条 楼 长 的 积 与 体积 的 六 倍 之 比 . 即 对 四 面体 ABCD ,有 
BC*CD:BD _AC:CD:AD AB'BD:AD AB'BC'AC 
St4) SB) ~ 5§(C) ~ $0D) 
_ AB: BC*: CD: BD: AC.: AD 
人 
注 ”此 性 质 由 性 质 9 即 证 . 
性 质 13( 对 楼 所 成 角 公 式 ) ”四 面体 一 对 对 楼 所 成 角 的 余 强 等 于 其 他 两 对 对 棱 平 
方 和 之 差 的 绝对 值 与 这 对 对 楼 乘积 的 二 倍 之 比 . 即 对 四 面体 4BCD ,有 


缮 吾 写 叫 民 匡 屿 潍 洲 加 汶 痊 0 


次 耳 半 二 否 王 恬 玫 二 回 并 并 O 


一 、 |(BC+H4D)-(4C + BD)|. 
cos(AB, CD)= AB' CD 日 
14B82+CD2)-(4C+ 有 1 
cos( BC,AD):= 7 BC* AD 站 


na 2 和 加 可 
oo A EDD)=L8C+4D Y= MB + DN 


注 ” 其 证 明 可 参见 第 18 章 中 例 1 或 补 成 平行 六 面体 ,运用 三 角形 余弦 定理 及 平 
行 四 边 形 的 对 角 线 平方 和 等 于 四 边 平方 和 即 证 . 
性 质 14( 对 楼 距离 公式 ) 若 a 和 ai,5 和 bc 和 6 是 四 面体 的 三 对 对 校长 ,三 对 
对 楼 之 间 的 距离 分 别 记 为 d(a, I ) 9 d( b, b ) » dc » Cl ) , 则 


0 
dl(a, = 一 一 一 一 一 一 一 
Want 4a’ al 一 Wu ro) 
d(b,b) = 一 oO 
0 4b bi-[(a i 二 后) 
d(c,ci)= 2 


注 人 
性 质 15 ee G ,al ,这 对 对 棱 间 的 距离 为 d, 对 校 所 成 


的 角 为 9, 则 四 面体 的 体积 『 了 为 了 = oad: sing , 


性 质 16( 二 面 角 平 分 面 定理 ) i (或 外 ) 平 分 面 分 所 对 的 校 得 两 
条 线段 和 这 个 二 面 角 的 两 个 面 的 面积 对 应 成 比例 . 
性 质 17( 空 间 张 角 公式 )】 设 过 四 面体 4BCD 的 棱 BC 的 截面 EBC 交 所 对 的 棱 4 
于 万 ,二 面 角 4 -BC-E,E- BC-D 的 大 小 分 别 为 0, ,9,, 则 
sin(0, + 0,) _ Singi Sing, sing, 


S aggc 全 Apac 六 Ahar 


性 质 18( 空间 莱 布 尼 兹 公式 ) 设 四 面体 ABCD 的 六 条 楼 长 分 别 为 a,5,c,d,e,f， 
G 为 其 重心 , P 为 空间 中 任 一 点 , 则 


PCz = 了 工 (Ph + PB +PC*+PD’)-16(o +h +o+d+e +f). 
性 质 19( 空 间 塞 瓦 定理 ) 设 E,F,C,H,M,N 分 别 为 四 面体 4BCD 的 楼 CD , DB， 
BC,4D,4B,4C 上 的 点 , 若 六 个 平面 48BE ,4CP , 4DG, BCH, CDM, DBN 共 点 , 则 


性 质 20{ 空 间 梅 涅 劳 斯 定理 } 平面 KLMN 交 四 面体 4B8CD 的 校 48, BD, CD, AC 


中 
于 天 ,了 M ,人 , 则 K LD MC NA 昌 


证 明 设 四 边 形 KLMN 是 四 面体 4BCD 被 平面 a 所 截 的 截面 , 44, , BB, , CC , DD， 
是 平面 a 的 垂 线 (4 ,Bi, Cl,D' 分 别 为 垂 足 ) .考察 楼 48B 与 平面 a 相交 的 部 分 , 显然 


Ak_ A BL_BB! DM _DD! CN_CC 
AKPA BBIK, 则 gp = BB . 同 理 ,地 = 历 MC CC MAA 
以 上 四 式 了 两 边 相 乘 即 证 


性 质 21( 空 间 斯 特 瓦 尔 特定 理 ) 在 四 面体 4BCD 中 , 4D | BC, 过 棱 BC 作 截 面 
BCE 区 棱 47D 于 EF, 则 Soe = 和 "Se + 全" Soc -二 BC**AE: DE. 


证 明 ”如 图 22-1, 作 4F」BC 于 F, 连 BF, DF. 注意 到 
AD BC, 知 BC | 面 ADF, 所 以 BC | EF, BC | EF.ib 
~ AFF= a， 

在 全 AEF 中 ,由 余弦 定理 ,有 

AF” = EF’ + AF’ ~ 2AE: EF :cosa. 

”上 式 两 边 同 乘 以 BC? 后 ,整理 得 
4Sa pcs + 有 C AF’ ~ 482 ,pe 
oT AAE-BC:Same 


簿 剖 全 疡 和 卫兵 淡 沁 回放 半 O 


: 4S2 gcr + BC DE -492、 

同 理 在 全 DEF 中 ,有 - cosa Ds 

由 上 述 两 式 消去 a ,整理 便 证 得 结论 . 

推论 1 当 Shwe = Sagw 时 ,有 S2pes = S  - BC AE: DE. 


推论 2 当 已 为 4D 中 点 时 ,有 Sacs = 方 Ssc + 方 Sow -二 BC**AD?， 


推论 3 当面 BCE 平分 二 面 角 4 - BC - D 时 ,有 
SA pce = Sa * Sa pcp -4 BC"AE: DE. 


= 下 


推论 4 当今 =k 时 ,有 


2 __ 1 es: _k 2 pm? 
Sapce = 天 二 TSAnBc + 大 站 TSAac 4 (天 二 17 AD BC . 


次 禁 半 六 节 攻 性 莲 四 加 入 司 


性 质 22 四 面体 4BCD 中 , 巨 , 有, G, 刀 分 别 在 楼 4B, BC, CD,D4 上 , 且 全 = NA， 
BF «CC 


一 


关系 式 Veren = A a jl 
证 明 连 ED, BG, 得 四 校 锥 上 - FBDG,G -EBDH .在 全 CBD, 公 4BD 中 ,有 


i 


一 


PT 


_ Daca 2 Sa cre As Na 十 A 下 1 


DEBDH _ 


Ve -Sage AB ~ DC AB ~ (T+A)(T+A) 
设 六 面体 EGFBDH 的 体积 为 VY , 则 


V = Ve- pape + Ve- gapn ~ Vagoe = Ce Ol LA (Tt A 
设 六 面体 FHEA4CG 的 体积 为 严 , 则 


WV= Vroomt Va Vac = OITA A) rAdrA) 
当 8 ,FF 在 平面 EHG 的 同 侧 时 ,有 Verew = (V+ VW) 一 Weco ， 
当 C ,FF 在 平面 EHG 的 同 侧 时 ,有 Vepew = ac - (V+ 及 )， 
综合 ,得 rw = | Vgew - 《下 + 六)1. 即 证 ， 


注 由 此 性 质 可 得 E,F, G, 九 共 面 的 充 要 条 件 是 结局 :到 =1， 


【典型 例题 与 基本 方法 | 
已 知 三 楼 锥 $S - 4BC 的 底面 是 正三 角形 ,4 点 在 侧面 SBC 上 的 射影 号 是 


例 1 
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人 -号 = 癌 


Sep 一 SA AIA4 二 A4 十 ] 


了 -mc 9mpc .BE AzA3 +A2+1 


We BB CFRA CRA (TA 


Vom - Sam GD MMthtl 
Vos Sawnb CD (1+A1) (1+As)(1+Aa > 


= 44, 则 内 接 四 面体 EFCH 的 体积 与 四 面体 4BCD 的 体积 之 间 有 
IA1*A2"As"As—1l 


(CF CG 1 43 A 


AE* AH A 1 Al 


S aa (TA 
i (Te (TA 


A Pep 十 小 > 有 3 As 二 久 [Aa + A A3 AsAs + A» 二 由 权 1 


AAA3 十 IAA 十 人 IANA + AA 二 AAA 二 AI 二 AS 十 ] 


AE BF CC DH 


全 SBC 的 牌 心 , 二 面 角 吾 -4B- C 的 平面 角 等 于 30°, S4 = 2Vv3. 求 三 棱锥 5 - 4BC 的 
体积 . (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ” 如 图 22 - 2, 由 题 设 , 知 4 可 | 面 SBC, 作 本 | SC 于 E， 8 
则 由 三 垂 线 定理 知 SC_| 面 ABE. 

设 5 在 面 4BC 的 射影 为 0, 则 SO 二 面 4BC .由 三 垂 线 定 理 
的 逆 定 理 , 可 知 CO 48B 于 F. 同 理 , BO 4C. 故 0 为 人 ABC 本 
中 心 , 从 而 $4 = SB = SC=2V3. 

又 CF | 4B, CF 是 EF 在 面 4BC 上 的 射影 ,由 三 垂 线 定理 
知 EF | 48B, 所 以 人 EFC 是 二 面 角 已 ~ 4B -C 的 平面 角 , 故 
LEFC = 30°, OC = SC*cos60° =V3, SO = OC tan60° =3. OC = 
号 4B , 则 AB = 50C=3, 所 以 ,内 -uc = 记性 1 3, 32.3 = 了 3. 

例 2 证 明 : 任 意 一 个 四 面体 总 有 一 个 顶点 ,由 这 个 顶点 出 发 的 三 条 棱 可 以 构成 一 
个 三 角形 的 三 边 . (IMO - 10 试题 ) 

证 明 利用 反 证 法 来 证 . 设 四 面体 4BCD 中 4B 是 最 长 的 棱 , 如 果 任 意 一 个 顶点 出 
发 的 三 条 都 不 能 构成 一 个 三 角形 , 则 对 由 4 出 发 的 三 条 棱 , 有 4B>4C+ 4D. 叉 对 由 8 
出 发 的 三 条 楼 ,有 B4 = BC + BD .两 式 相 加 ,得 24B AC + AD + BC + BD. (* ) 

但 在 全 4BC 与 人 4BD 中 ,有 4B< AC+ BC,AB < AD+ BD. 此 两 式 相 加 ,有 24B < 
AC + AD + BC + BD., 

上 式 与 (* ) 式 矛盾 , 故 原 结论 获 证 ， 

注 “和 这 道 试 题 类 似 的 命题 还 有 

(任意 四 面体 的 三 组 对 楼 之 和 可 以 构成 一 个 三 角形 的 三 边 ; 

(2) 任 意 四 面体 的 三 组 对 楼 之 积 可 以 构成 一 个 三 角形 的 三 边 ，; 

(波兰 1975 ~ 1976 年 竞赛 题 ) 

(3) 任 意 四 面体 的 三 组 对 楼 的 平方 和 可 以 构成 一 个 三 角形 的 三 边 ， 


例 3 若 一 个 四 面体 从 有 一 棱 之 长 大 于 1, 求 证 这 四 面体 的 体积 V< 直 . (IMO -9) 
证 明 如 图 22 -3, 设 4B 是 这 个 四 面体 的 最 长 的 棱 , 则 和信 ACD ,从 BCD 的 边 长 不 
大 于 1. 作 公 BCD 的 高 BE 和 和 公 ACD 的 高 4F, 则 BE ,AF 不 大 于 1- 玫 a (其 中 csl 


表示 CD 的 长 度 ) ,四 面体 的 高 40 =h< AF < 1- 士 7, 所 以 


1 1 | | 1 | 1 
= 3h"Sapm 3 1 一 玫 & Fa l-a0 


侯 可 俐 吕 恰 吾 居 溢 沁 加 和 渤 奖 OO 


高 本 说 基 臣 攻 性 党 四 局 江油 D 


=0(4- 0)， 
而 a(4-a)=3-(1-a)-(2+a)(1-a) 大 3, 故 当 a = 
1 时 ,af(4- a ) 取 最 大 值 3, 故 7< 却 = 亏 . 


例 4 证 明 :在 四 面体 中 至 多 有 一 个 顶点 具有 如 下 性 质 : 
该 项 点 处 的 任何 两 个 平面 角 之 和 都 大 于 180?. 
(第 22 届 莫 斯 科 竞赛 题 ) 图 22-3 
证 明 假定 顶点 4 和 号 都 具备 所 述 的 性 质 , 则 有 一 C4B + 
DAB > 180 及 CBA + DBA > 180°, 但 是 作为 全 C4B 和 全 DAB 的 全 部 6 个 内 角 之 和 
也 只 有 180* + 180?, 此 为 矛盾 ,从 而 原 绪 论 获 证 . 
例 5 设 d 是 任意 四 面体 的 相对 楼 间距 离 的 最 小 值 ,h 是 四 面体 的 最 小 高 的 长 .证 
明 2d>h. (第 24 届 全 俄 竞赛 题 ) 
证 明 如 图 22 - 4, 为 确定 起 见 , 假 定 h 是 四 面体 4BCD 
中 由 顶点 4 所 引出 的 高 ,而 d 是 校 48 和 CD 之 间 的 距离 .经 1 
过 顶点 B 引 直线 1/ CD, 过 点 4 作 平 面 牌 直 于 楼 CD 交 CD 
于 F, 交 1 于 E, 于 是 全 AEF 的 高 AH 和 FG 就 分 别 等 于 h 和 4d. 
由 于 公 AEF 的 第 三 条 高 等 于 四 面体 4BCD 的 某 一 条 高 ， 


所 以 其 值 不 小 于 ,因此 4F < EF, 且 地 = 党 - 锡 -< 


外 二 全 2, 此 即 为 所 证 . ed 


例 6 试 证 :过 四 面体 相对 棱 的 中 点 的 任 一 截面 平分 四 面体 的 体积 ， 
(IMO - 29 预选 题 ) 

证 法 1 如 图 22-5, 设 和 P 分 别 是 四 面体 48BCD 的 棱 4C 和 BD 的 中 点 ,，MNPO 
是 四 面体 4BCD 的 一 个 包含 线段 MP 的 截面 .因为 P 为 BD 的 中 点 , 则 Sagcp = Seco, 即 有 
Vigep = Venr .因此 ,要 证 截面 MNP0Q 将 四 面体 4BCD 分 成 体积 相等 的 两 部 分 ,只 要 证 明 
up 与 Vewro 相 等 就 可 以 了 . 

由 NN 和 0 分 别 作 平面 4PC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 巨 ,下 ,如 图 22-5. 因 为 好 为 4C 的 
中 点 , 则 有 Sspw = So . 故 要 证 Tue = Vowro ;只 要 证 NE = FQ 即 可 . 

设 MP 与 No 交 于 点 0, 易 证 ,0,F 三 点 共 线 .要 证 NE = FO ,只 要 证 明 NO = 00 
就 可 以 了 (通过 Rt 全 NEO 号 Rt 全 OFO 得 到 ). 

为 此 ,考察 两 个 平行 平面 , 异 面 直线 4B 和 CD 分 别 在 这 两 个 平面 上 (如 图 22 - 6). 

因为 MP 是 连接 4C , BD 中 点 的 线段 ,所 以 它 在 与 上 述 两 平面 平行 的 平面 上 ,这 个 


图 22-5 团 2-6 

平面 到 两 已 知 平 面 的 距离 相等 .由 于 线段 NO 与 MP 相交 于 0, 所 以 0 等 分 线段 NO , 即 
有 NO = 00 . 故 结论 获 证 . z 

注 上 述 证 明 中 ,没有 对 截面 MNPQ 的 形状 进行 讨论 .车 对 其 形状 进行 讨论 , 则 有 
下 述 两 种 证 法 . : 

证 法 2 如 图 22-7, 设 以,P 分 别 是 四 面体 4BCD 的 
对 棱 4C , BD 的 中 点 . 

当 截 面 是 平行 四 边 形 或 特殊 三 角形 时 ,证 明 比 较 简 
单 ( 略 ). 

当 截 面 是 一 般 四 边 形 MNPQ 时 . 

由 AM = CM, 有 Vi_ jwpo = Ve mmo 

叉 在 全 ABC 中 ,对 截 线 We 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


六 马 言 近 蛋 所 性 东 汪 同 洗 粳 O 


同 理 , 在 人 BCD 和 0 1, 即 06* 夯 _] 


于 是 上 - 2 BN _ Do 
NA = 0C :得 ~ DC 
Ve spy BN* CD 
i = BA 0D = lB Ve- aew = Vo-ar- 


故 Ve _ ppo + Ve pow 三 Vi umpo 十 Vo_npo ,证 毕 ， 
证 法 3 前 面 同 证 法 2, 下 证 截面 为 一 般 四 边 形 MNPQ 时 的 情形 . 记 d, 表示 顶点 4 
到 截面 MNPQ 的 距离 (其 余 类 同 ), 设 NW 分 4B 的 比 为 m:n, 则 由 MM,P 分 别 是 AC, BD 


CG de _ di _AN_m 
的 中 点 ,可 知 0 点 分 CD 的 比 苇 = 于 = 全 = 第 = 也 


cs > 钢 仁 经 典 


由 d=dc; 有 Vi _ wnpo = Ve_ neo ， 


1 
网 -加 33m dm AB,OD_ m+tn, n 
Vm il MBCD nn m+n 
3 Sapy dc-4pp 


=1. 


BH Vo_ um = Vo_gpw- 故 Ve ypo + Ve gpy = Wh wro + Vo arp: 

例 7 如 图 22-8, 设 四 面体 4, 4,4;44 的 外 接 球 与 内 切 球 的 半径 分 别 为 R 与 r, 则 
R=3r. 

证 明 设 0 为 四 面体 的 外 心 ,4 所 对 的 面 的 面积 为 5 
(1 万? 万 4), 球 心 0 到 4 所 对 的 面 的 距离 为 d,(]1<<i<4), 四 
面体 体积 为 ,过 顶点 Al 的 高 AIH=h , 则 易 知 di + O04. = 


二 下 二 二 ,从 而 村 Si(d + R) > 二 Si V, 即 地 Si* dl 


请 百 言 关 要 匡 性 区 旺 同 入 焉 O 


本 SIR> V. 


3 


1 


Sy* di + 3 


同 理 地 5,* 四 + 本 3 有 > S,R>V, 


3 


本 84d + 本 34R> Y . 
以 上 四 式 相 加 ,并 注意 增 (3 ,di + 52* ds+ Sydy+ 3 由) = 


十 才 
有 V+3R* DS>4V, 0 R* > Ss,>9V. 


因 V= 专 r* 守 5;, 从 而 R* 光 S37' 光 5,, 即 R>37. 
例 8 在 四 面体 4,4:4; 4. 中 ,顶点 4 所 对 的 面 的 面积 为 Si(1<is<4) ,侧面 面积 
为 5 ,Si 的 两 侧面 所 夹 的 内 二 面 角 的 大 小 记 为 (Ek, 站 (lk <j 和 4) ,楼 44i 的 中 点 记 


为 jp , 含 点 Ms 与 男 两 硕 点 (不 含 硕 点 和 ,4;) 的 三 角形 称 为 四 面体 的 一 个 中 线 面 (或 一 
楼 与 对 棱 中 点 的 面 ) ,这 个 中 线 面 的 面积 记 为 8% (1<k<j<4), 则 


5 = 了 (SY + 3 +28 Sj"cos(k,j)), 其 中 ,j 满足 1<k<j<4. 
证 明 对 四 面体 41 4: 4; 44, 由 性 质 6, 有 
S3 + 3S41 =29j， 9 cos(3,4》 + 8 Ss*co8(l1,3) + S'S,*cos(l,4)+ 
3 $3* C082,3) + 9°* $4,* cos(2,4), 
及 Si1+ S82=2S,*S,'cos(l,2) + $1*S3*costl,3) + SS4*cos(l,4) + 


S: .Si cos42;3)》 + S$,* S$,*cos(2,4). 
亦 即 ”Si Si cos41,3》 + Si S14*cos(l1,4) + SS cos(2 3》 + S$,* S$,*cost2,4) 
= S1 + $2 -23i S,*cos(l1,2). 
对 四 面体 4, 4，4As Mi 和 四 面体 4, 4; 4, 1， 分别 运用 性 质 6, 有 


5 -2. 广 9 二 Suicos(3,4) - 


2 本 3: 52008(2,3) 2. 二 S45,+cos(2,4)， 


3 + 二 54+ $1 -2 地 5, 方 Si a 


简 盏 阁 己 必 捉 尾 光 灌区 水 屋 O 


So = 玫 


2: 广 $s Sieos(1,3)》 -2. 本 SSivcos(1,4)》， 
上 述 两 式 相 加 ,并 将 前 面 结果 代 人 ,有 
2 二 了 (3 + $4) + St + Si ~ 3 Ss*cos(1,3)— 8 -Si .cosf1 .4》- 
$2* 3S .cos42,3) - S,° Ss,*cos(2,4) — SS :cos(3,4) 
= 32 + 82 -二 SSivoos(1,3) -三 SS4ecos(1,4) - 


本 3， S$ .oos(2.3)》 ~- 荆 记 S: Scos(2,4) 


= S++ 92 方 (SY+ S52 - 2S| 8, .cos《1 ,2)) 
pe 
故 S%= 了 (5?+ 53+251*S,*cos(1,2)). 
同 理 ,得 S% = 地 (S% + 5? +2S,*S)*cos(k,j)). 
注 由 性 质 5, 有 2 > Si Scosl kj) = 5?, 
则 推 知 es 了 之 a StS) +2 SS;*cos(k,))] 
Pp 


例 9 设 G6 为 四 面体 4,4,4;4, 的 重心 , 则 
4GA! + A A3 + A A + A3A? =4GA2 + A A? + AiA? + AsA? 


c++ 用 =464+ 有 玫 + 有 大 + 人 可 = 开 辣 44 


各 a ead 

疾 证 明 如 图 22 -9, 连 41G 并 延长 交 面 4 4;44 于 点 

死生 c, , 则 C, 是 全 4,4344 的 重心 . 连 4 6 并 延长 交 444 

于 MH, 则 必 是 4,44 的 中 点 . 连 4 于, 对 人 44 开 及 点 Ci 

学 上 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ,有 

的 AGi- AM = AA2°: MG + A hCG -AM hCG A 

A MG . 

. 而 4sG1: GM=2:1, 则 4, 
hi = 二 向 慑 + 子 A1MP 一 各 ha (x) 图 22-9 


由 三 角形 中 线 公式 ,有 
在 扩 = 村 (性 + 丰 全) -于 年 必 ,和 且 = 二 (全 性 + 丰 司 ) -调包 ， 


并 将 其 代 人 (* ), 有 4 导 = 村 (4 他 + 4 42 + 4i44) 一 五 襄 (4 避 + 4 本 + hs 牛 )， 
从 而 C4? =( 计 41G1 = 话 ( 和 民 + 外 局 + 四 民 + 轴 忆 + 轴 忆 + 和 镶 )- 
方 (4 民 + 负 民 + hs 咎 )， 


故 4G4?+Ah24+ 负 外 +AsA2= 趣 区 入， 
4 ee 1° 


同 理 可 证 其 他 三 式 均等 于 子 ， 交 ,4147 


例 10 设 ,7r 分 别 为 四 面体 4,4;4;44 的 外 接 球 半径 与 内 切 球 半 径 ,h, 为 顶点 4 
到 所 对 面 的 距离 ,内 切 球 切 各 顶点 4 所 对 的 面 于 4',(i = 1,2,3,4) .求证 : 
( l ) Ad <16R; 


9 


a 

GT) Adj 9 > AA . 

证 明 (I) 设 0, 6G 分 别 为 四 面体 414,4;4 的 外 心 和 重心 ,延长 41.6 交 面 
4.4.4 于 G;, 则 G1 为 人 4,4;44 的 重心 . 连 AG1 交 444 于 玉 点 , 则 1 点 为 444 中 
点 ,如 图 22 -9. 


由 例 9 中 证 明 , 知 4 名 se + A1A3 + A1A3) — (A,Al + A,A: + A,A2Y)]. 
9 | 

同 理 , 在 四 面体 Od, A, 44 中 ,有 

0G? = 二 [3(04 + 043 + 042) — (A,A3 + 41 Ah2 + 442)] 


-= 有- 言 (4 性 + A, A? + A, A2). 


由 于 6 为 四 面体 重心 ,由 性 质 3, 知 全 = 字 . 于 是 ,在 人 4106, 中 ,对 点 C 应 用 斯 


062 rT + 04?) ~- 34, 67] 


疝 也 洁 己 怪 和 性 汉 进 巾 入 业 O 


= [16R? ~ (A A2 + 443+ A1A2) (AsA? + AsA? + A442)]. 
由 于 0G >0, 故 2 ,Adj < 16R’. 
(II) 显 然 4 ni 周二 二 [3(4， 42+4i43+44)-(4243+4242+A4 42)]. 
同 理 , 对 下 ,用 ,用 也 有 类 似 于 上 述 的 不 等 式 ， 
此 四 式 相 加 ,得 _ 写 4 > 生 立 居 
( 且 ) 由 V= 序 Sihi(i=1,2,3,4), 则 有 澡 光 = 3V 2 


4, 1 ] 4 
由 > hh ,有 hi hhs ha > (4r). 
改 hi+ ht+hi+hi>4(h)h,h, h,)2 >4[(4r)*]3 = (8r)’. 
(RN ) 四 面体 和,4'。4,4' 的 外 搂 球 半径 记 为 R, 则 R?>> 吉 > 4"4'. 


又 四 面体 4,4’,A' 4 4 的 外 接 球 半径 恰 是 四 面体 4, 4, 4; 4 的 内 切 球 半径 , 故 


2、 了 An 日 二 ;3 2 _ 4_ 9 a 
3 于 是 R >16. 岂 4 > > =9R > 16 p44 fh 


-et >9 Ad. 


1] 旺 直 所 j 丘 辣 


例 11 四 面体 414,4;44 中 ,外 接 球 半 径 为 R, 体 积 为 V, 过 顶点 4; ,4 的 中 线 面 


为 Sy(1<k<j<4. 试 证 ， 避 汪 <468. 


lk < jd Sp 


离 隔 言 过 司 所 并 潍 同和 淤 旺 O 


4; 4; 的 距离 与 夹 间 , 则 由 性质 15, 有 了 = 二 4 4 4; 4 sin9 di , 亦 即 


证 明 设 di,d;,d; 与 01,0,,9， ee A As, AsAs ;Al dA, A As; A A, 


6V 
dA A A A 
6V ovV 
网 更, 有 "PA 
1 
取 4344 的 中 点 型 , 则 Da NA, A, 三 S12 >7 A1A2" di. 


同 理 , 可 得 关于 本 的 不 等 式 , 从 而 


+ 1 
< 2(H A | 
二 3 
< 高 >A <IW6( DA 
] 2 _4Y6R 
<3p/6(16R = ay 
例 12 设 四 面体 Al A, 43 A, 的 内 心 为 1 ,i 人 AM; 的 面积 为 3S ;顶点 A 所 对 的 


面 的 面积 为 5.. 试 证 ， > ,9% <2 由 5. 

证 明 过 7/ 作 ,J 面 A,A,4s 于 4'1, 作 IN 4;A4 于 NWN, 车 记 面 积 为 5 ,Si 的 两 
侧面 夹 角 为 9;(1<h<j<4), 则 易 见 和 4', NI = 地 0w. 设 7 为 四 面体 414,4,44 的 内 切 
A "rr 
-全 全 一. 


球 半 径 , 则 在 RI MIN 中 ,有 的 = 一 了 一 , 则 S's = 


人 12 


由 性 质 8, 有 了 = 2 和 2 ee ,于 是 消去 hs44, 得 SeY= 李 SiS oos 广 gp: 注 


2ain 7 0 


意 到 V= 上 二》 Sr, 则 5 et co0s 3 0%. 


对 上 述 两 边 取 盖 ,并 用 canchy 不 等 式 ， 有 
S' 2 (V Si Si SE°* 3)"008 > Os) 


lj 村 SiS 1 起 > 


> $1° 5)) "(eS Sy" cos 95). 2 


EE 


注意 到 性 质 5, 有 5$| = Secosb + Seoosg + Seosg 
即 方 迪 5 = Ss eos? SE + 5,° ood TE + Su+cos OE, 

对 上 式 两 边 同 乘 以 5， A 5 = 也 SeeSom 宗 . 
又 由 对 称 平均 不 等 式 ,有 才 立 Si> (六 83) 


0 isiejad 


于 是 ,由 ( * ) 式 (将 上 述 结果 代 人 ( * ) 式 ) 即 有 二， Sy < 人 6 风 5， 


4 正二 二 


例 13 四 面体 4, 4: 444. 的 三 组 对 楼 乘积 的 平方 和 不 小 于 各 侧面 面积 平方 和 的 4 
倍 . 即 车 令 4 A, = 4:4i44 = a ,AA;,=b,A,A, = 6 ,A A = ce,A,A;=c' ,顶点 4; 所 对 
面 的 面积 为 S,(i = 1,2,3,4), 则 

a+b b+ cc 4(57 + 52+ 53+ 5?), 其 中 等 号 当 且 仅 当 各 对 楼 的 平方 和 
相等 . 

证 明 对 公 4,4,4 应 用 海伦 - 秦 九 刘 公 式 , 有 


9? = 主 ( i be raathb ?+2n? c+2b" ?et). 


赔本 全 富民 上 于 疏 潍 沁 癸 省 效 OO 


同 理 , $3 = jE(-a -be +20b +2a c2 二 282c2)， 
S53 = -ab e+2a bh? +2 0 +2be), 
S1= 6( -a -det +2a b+2ar 0 + 2007), 
以 上 四 式 相 加 并 整理 ,得 
Si1+ S23+ S33+5? = -[(e ta )- (B+6 PF-[(e+a?)- (e+ eo) 
-[(b +b)- (ce +e )] +4(a la? + hb? + co)) 
< 过 (of at + bb? + eo). 
例 14 四 面体 414,4;44 内 一 点 已 到 顶点 4 及 4 所 对 的 面 的 距离 分 别 为 1，d;， 
4 
顶点 4 到 所 对 的 面 的 距离 为 h(i = 1,2,3,4)， 5> 了 于 .求证 : Sr 人 >37. 
证 明 先 证 一 个 结论 : 设 %>0(i=1,2,3,4), 总 = a, 则 疡 (7 且 - > 乞 . 其 中 
等 号 当 且 仅 当 | 二 X= Xa = Xa 时 取得 ， 


部 隔音 疡 臣 - 匡 民 汪 墟 加 和 涉 恒 O 


人 
事实 上 ,由 3x(a 一 [23 一 (中 ) ,有 (本 -> 3 (到) 名 ,从 


而 (> 4 Es a ) 条 = 半 ， 
下 证 原 题 : 设 四 面体 4, 4; 4344 的 体积 为 『， 
10, 作 4 再 上面 44 4 于 总 , 作 PE A 于 EE, 作 PD 
j 面 A444 于 Di, 则 A1P=4,PD,=4ad,A1H,=h,. 
设 4, 所 对 面 的 面积 为 5;(i =1,2,3,4), 则 
Shi+Sidi>S(AE+d)= Sh,=3V, 
从 而 S133V -3Vm 4 : 
同 理 , $y*1, 3V -3Vm 4 53" b>3V -3Vm 4 
4 La3V -3Vm 4- 


从 而 


Sl + Sals + Sala >9V-3( Vp 4 4, 号 po 各 人 + Ym, nh, ) 


=6V+3Ve 44, = Si1(2h + di), 
Sl 
2h, 本 二 末 二 下 青天 
同 理 1, S, {» ls sal 
"Dh td S++ Sl 2h td St+ Sl+ Sl’ 


l Sl 
2hs+ d,s” Silit Sols + Sl 


令 =4" 尼 (i=1,2,3,4), 由 前 述 结论 ,得 守 ( 了 7 了)' 之 岂 (7 和 一 )' 之 每， 


| @— Xi a 
【 解 题 思维 策略 分 析 


1. 解 四 面体 的 有 关 问 题 时 ,要 善于 与 三 角形 类 比 
例 15 一 个 球 内 切 于 四 面体 ,将 每 个 切 点 与 该 点 所 在 面 的 三 顶点 连结 起 来 ,这 样 
形成 的 每 面 的 三 个 角 ( 以 切 点 为 顶点) 组 成 一 个 集合 . 试 证 这 四 个 集合 是 相等 的 . 
(第 16 届 普 特 南 竞赛 题 ) 

证 明 设 四 面体 的 顶点 为 Pi(i = 1,2,3,4), 又 设 0, 是 正 对 着 P; 的 面 与 球 相 切 的 
切 点 .用 i,j,k,1 表示 {1,2,3,4| 的 不 同 元 素 .由 于 P,Q 与 P.Q; 是 从 同一 顶点 向 球 所 


B= 


作 的 切线 , 故 Py, = P.Q,. 

同 理 , P,Q; = PQi, 从 而 全 PQPi 呈 全 POPi( 边 , 边 , 边 ). 于 是 PQ,P, = 
POP, ,并 用 外 表示 这 种 角 , 即 有 9, = 0 . 

由 于 以 0; 为 顶点 的 三 个 角 相 加 是 2x, 故 有 

Gn + Oa + Oe =27,04 + O40 + 0 =27,00 + 0 + 0 =27,0% + On +D = 2r， 

将 这 些 等 式 的 前 两 个 相 加 减 去 后 两 个 , 且 利用 6, = 9, 得 20, - 29,, =0, 即 9,, = 
0 . 

又 由 对 称 性 ,得 9, = 9,. 《# ) 

以 @, 为 硕 点 的 角 是 05 ,0 ,0 ,由 (* ) 式 ,它们 分 别 等 于 以 0, 为 顶点 的 三 个 角 ， 
即 Oa ” Ou ' Oa = 

由 对 称 性 ,在 所 有 四 个 面 上 的 中 心 角 都 有 同样 的 情形 .证 毕 . 

注 第 26 届 IMO 由 前 苏联 提供 的 预选 题 ; ”四 面体 4BCD 的 内 切 球 与 面 48D 和 
DBC 分 别 相 切 于 天 和 凡 点 ,证 明 :一 4KB = DMC." 显 然 ,这 道 试题 是 例 15 的 特殊 情 
形 ， 

例 16 已 知人 4BC 的 面积 为 S< ,外 接 圆 半径 为 只 ,过 4, B,C 作 平 面 4ABC 的 垂 
线 ,并 在 平面 48C 的 同一 侧 的 垂 线 分 别 取 4,,B,,C,, 使 A4, = hh, BB, = 有, CC = 大， 
这 里 hh ,hh ,大 分 别 表 示 边 BC, C4 ,4B 边 上 的 高 . i BC,B CA,CAB, 
ABC 所 围 成 的 四 面体 的 体积 ， 

解 求解 此 问题 的 关键 是 确定 这 个 四 面体 的 四 个 顶点 的 位 置 


设 平面 4, BC 与 直线 48 相交 于 KK 点 , 则 点 在 41B, 上 .由 441/ BBi 知 双 = 


铝 = 天 = 之 = 能 .因此 ,K 是 一 BC4 的 外 角 平 分 线 与 BA 的 交点 ,从 而 平面 4 BC 


与 4BC yg BC4 的 外 角 平 分 线 . 

同 理 , 类 似 可 得 :平面 B,C 4 与 4BC 的 交 线 是 C4B 的 外 角 平 分 线 . 

上 述 两 条 外 角 平 分 线 的 交点 是 人 4BC 的 旁 心 1; ,因此 万 就 是 平面 41 BC,B CI4 
与 ABC 的 公共 点 , 即 为 所 求 四 面体 的 一 个 顶点 . 

这 样 , 旁 心 有, 1s,1c 是 所 求 四 面体 的 三 个 顶点 . 设 第 四 个 顶点 为 P, 则 P 是 平面 
41B,C 和 B,Ci4 的 公共 点 ,因而 在 直线 B81 上 ,P 在 平面 48C 上 的 射影 在 BL, 上 ,也 
在 AL 上 ,因而 P 的 射影 就 是 人 ABC 的 内 心 7. 


由 相似 三 角形 , PIN 441, 且 41P 与 刀 相 交 于 ,可 得 者 = 实 = 学 = 全 ,其 中 


灌 隔 言 兰 导 玫 性 如 二 同 汶 闻 O 
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十 
设 和 站 ABC 的 周 长 为 21, 则 PE = hh i 


由 平面 几何 知识 , 易 证 全 1slc 的 面积 为 


SA b 
Sa = Sa+ 广 Car +t b+ or) = (+ tis ti s) 
Larse 
201- oa) bl-e) 
ee dl 2 Se 
故 所 求 体积 Ve 1 = 分 5's* PI= 亏 Ty 
1 ; 4,.., 
=3obc=38a"R 


例 17 在 四 面体 4, 4,4;4 中 ,顶点 4, 所 对 的 面 的 面积 记 为 Sl =1,2,3,4), Lk 
A,A; 为 楼 的 二 面 角 为 6, , 则 


(1) 忆 oogb> 子 ;(I) Ley < 


] i jj 


证 了 明 和 中 ,运用 三 ee 合 柯 西 不 等 式 , 有 cos 4 + 
cos B + cos’ C> 于 ,oos4， cosB* cosC < 广 ,于 是 有 下 述 证 法 ， 


( 工 ) 由 性 质 $, 有 5S) = 5S,*cos0y + Ss*cos0% + S4 "cosdy， 

由 Cauchy 不 等 式 , 有 5S? = (8 …cosb + Ss*cos0y + S4*cos0) 
<(S2 + 8S2 + S1)(oos20 + cos Oy + cos0o )， 

SU 

S + SI3+ Ss 

* 同 理 ， | 四 式 相 加 ,得 


> oy> > 5 中 > 8?). 


jj 二 站 


从 而 eos: 9% + cos 0% + cos 0» > 


震 记 大 -号 (i=12,.3,4), 有 Xi Na+ T+ Xa = 1, 则 


2 六 oosb > 之 $: 3 


4 各。 
Isicjsd i=1 一 9’ i=11— 人 4+ 名 (T+1 


人 —4+ (x) 十 党 ? 十 区] + Wa) 2T 


一 -4+ 访 [SC 一 xz)]'( 立 Tz) 


V 
让 
十 


故 ”> cosb > 二 


EE 
《 工 ) 由 Ss = SS, "cost + Si "cos0 + $4 * cos0 3 
与 7 六 1 SC0893 * COS 0 * CO8 0 ys . 


同 理 ,还 有 类 似 于 上 式 的 三 个 不 等 式 , 此 四 式 相 乘 , 化 简 即 得 
cos0, < 训 . 


II 县 
1 中 喇 荆 芝 了 本 机 


注 将 三 角形 与 四 面体 的 上 述 两 个 不 等 式 各 统一 为 (I) ,cos (i,j) > 


长 下班 十】 


nt, (了) 开 。 oos( 生 六 二 mior5 ,其 中 站 =2 为 三 角形 的 ,mn = 3 为 四 面体 的 ， 


] 妆 过 站 妆 正二 


2. 善于 将 有 关 问 题 进行 转化 
例 18 四 面体 4BCD 三 个 侧面 48D, ACD, BCD 上 ,由 顶点 D 引出 的 中 线 与 底面 
A4BC 对 应 边 所 成 的 角 相 等 .证 明 : 每 个 侧面 的 面积 小 于 另外 两 个 侧面 面积 之 和 
(1997 年 波兰 竞赛 题 ) 


证 明 设 E,F,G 分 别 是 边 4B, BC, C4 的 中 点 ,连结 DE, DF, DG 如 图 22 -11 
(a) . 设 DE 与 48B 所 成 角 为 8, 则 


ee = DE AB:sinO = DE: FC -sing, 


1 


Sa pge 三 7 DF* BC sing = DF: GE sin ， 


人 = 方 DC: CAsing = DG. EF sing. 
由 于 sing > 0, 所 要 证 明 的 命题 转化 为 证 明 ; 在 四 面体 DEFG 中 ,任意 一 组 对 楼 的 


乘积 小 于 另 两 组 对 棱 乘积 之 和 .为 此 ,我 们 来 证 明 : 
DE' FG < DF GE + DG' EF. 


离 隔 言 兰 下 -共性 泛 吉 加 当下 O 


将 四 面体 DEFC 的 面 人 DFG 绕 FG 翻转 到 底面 所 在 的 平面 上 ,得 公 D'FC 如 图 
22 _ 11(b) .在 四 边 形 D'FEG 中 ,显然 ,有 D'G = DG,D'F = DF .由 Ptolemy( 托 勒 迷 ) 不 等 
式 , 有 DE:GF<DF+ CE+D'G:EF=DF:GE+ DG'EF. 

设 DE 与 CF 交 于 点 0, 由 个 DFG 生 人 DFC, 得 DO = D0. 在 人 DOE 中 ,DE < 
DO+ OE= D0O+OE=D'E. 

故 ”DE CF < D'E' GF < DF' GE + DG: EF. 从 而 原 题 得 证 . 

例 19 ”给 出 三 个 四 面体 4,8.C,D,(i =1,2,3), 过 点 B,, Ci,D; 作 平 面 ai ,pi, Yi(i= 
1,2,3) 分 别 与 楼 4.B,, 4,C;, 4;D, 垂直 (i = 1,2,3) .如 果 九 个 平面 ai ,8,,Y;(i=1,2,3) 
相交 于 一 点 ,而 三 点 41, 4;,h; 在 同一 直线 ! 上 . 求 三 个 四 面体 的 外 接 球面 的 交集 
(形状 怎样 ? 位置 怎样 ?). (CMO - 3 试题 ) 
解 ” 由 于 几何 元 素 太 多 , 画 出 准确 的 全 图 几乎 不 可 能 .为 此 , 画 出 一 个 局 部 图 . 


庙 可 宣王 全 二 上 情 涟 江 癸 闵 活 OO 


图 22-12 

连 4,E 与 B,E 如 图 22-12(a), 可 知 A,B, 上 BE, 此 表明 以 41E 为 直径 的 球 过 
4,,B,,E 三 点 .同样 可 知 ,这 球 过 hi, Bi, Ci,Di, 正 五 点 .此 表明 中 心 在 41E 的 中 点 
0 ,直径 为 4,E 的 球 也 正好 是 四 面体 41B81C1D, 的 外 接 球 .类 似 地 可 定 出 四 面体 
A.B.C,D; 的 外 接 球 直径 和 中 心 (i = 1,2,3). 
于 是 问题 转化 为 到 直线 4, 4,4; 及 其 线 外 一 点 五 所 决定 的 平面 上 来 了 .这 个 平面 

与 三 个 球 的 交 线 是 三 个 圆 ,它们 有 一 个 公共 点 E, 从 EE 向 直线 4 4:43 作 垂 线 , 垂 足 为 
Fr ,显然 玉 是 下 关于 直线 0, 0; 0, 的 对 称 点 ,所 以 与 是 这 三 圆 的 公共 点 .由 此 知 
以 EE' 为 直径 且 垂 直 于 直线 4, 4,4; 的 圆 就 是 三 个 四 面体 的 外 接 球 的 交集 , 当 EE 在 直 
线 4,4,4; 上 时 ,此 圆 就 退化 为 一 个 点 .此 时 三 个 球面 相 切 于 EE 点. 
例 20 如 图 22-13， ee P4BC G 的 任 一 直线 ! 与 四 个 面 分 别 相交 于 


证 明 设 G, 为 和 4BC 的 重心 , 连 PG ,并 设 直线 ! 与 直线 PC, 确定 的 平面 与 侧 
面 4BC 的 交 线 分 别 与 人 4BC 的 三 边 交 于 4,, B,C,. 连 Ph ,PB, PC, 在 平面 内 , 直 


图 22-13 图 2-14 


离 阿 舍 汪 要 开心 入 滞 岂 江上 站 O 


因 C 是 四 面体 重心 , C 是 人 4BC 的 重心 ,由 重心 性 质 , 知 6 分 PG 所 成 的 比 为 
. l | Me 
3:1, 且 包子 re i rs 


以 G6, 为 原点 ,以 直线 G14, 为 x 轴 , 建 立 平面 直角 坐标 系 如 图 22 - 14. 设 41(a， 


1 1 1 
0),B1(5,0), Ci(e,0),P(m,n), 则 由 让 1 去 了 + C0 和 


由 两 点 式 得 直线 Ph4, , PB , PC, ,4, Bi 的 方程 分 别 为 
(sa),y= bp(”- b),y= (x-c),y=0. 


设 直线 1 的 参数 方程 为 


Eee 


了 一 六 


(a 为 倾斜 角 ,上 为 参数 ) 


y= n+t"sina. 


并 设 及 ,和 ,5S,T 对 应 的 参数 分 别 为 4 ,t,t3 ,4. 


将 直线 1 的 方程 分 别 代 人 直线 P41 , PB1 ,PC ,41B, 方程 ,得 


1 一 4m'sina —4n'cosa 4sina 
+ 一， 
t. 3na 3n 
1 —4m-'sina -4n‘cosa , 4sina 
ft 3mw 3n ” 

1 -4m'*sino—4n'cosa dsing 1 -4sina 
一 = 一 一 一 一 + 一 一 ,一 = 
ta 4ne 3n ta n 

业 二 ， 业 = 二 
由 0 et 


离 否 言 冯 属 匡 芽 水 证 则 江上 O 


3. 适当 构 作 辅助 体 
例 21 求证 : 若 四 面体 相对 楼 间 的 距离 分 别 为 由 ,d ,ds , 则 四 面体 的 体积 了 不 小 
于 didids. (第 48 届 莫 斯 科 竞赛 题 ) 


证 明 ”如 22 -15, 过 四 面体 4BCD 的 三 组 对 楼 4B 与 
CD ,AD 与 BC,AC 与 BD ,分 别 引 三 对 相互 平行 的 平面 ,得 平 
行 六 面体 (或 以 四 面体 4BCD 的 楼 为 侧面 对 角 线 构 作 平行 
六 面体 ) ,各 相对 面 的 距离 分 别 等 于 四 面体 三 组 对 楼 的 距 
离 .又 易 知 该 平行 六 面体 的 体积 正好 是 四 面体 4BCD 体积 
的 3 售 . 

在 底面 4, DB,C 中 , 作 EF | C4, 于 E, 则 EF | B.D. 
设 垂 足 为 , 则 EF 不 小 于 平面 4, AC1C 与 平面 DDBB 加 .4 
的 距离 , 即 EF > 四 .又 A1C> d; ,所 以 Soa pc 关中 "中 。 

又 平面 4 DB, C 与 平面 4D, BC, 的 距离 为 di ,因此 ， 


Vip sc -4 D8 c = Soa pac di > di' ds* d;. 


所 以 Woa 村 由 由 四. 
例 22 设 a,6 为 四 面体 4BCD 的 一 对 对 楼 AB 与 CD 的 长 ,r 为 四 面体 内 切 球 半 
径 .求证 :r<30 如 世 ) (第 22 届 全 苏 竞赛 题 ) 


证 明 如 图 22 - 16, 过 4B 与 CD 分别 作 误 4BEP 与 
记 CDGH ,使 得 AF/ CD, CH // 45 , 连 AC, BH, EG, FD ,得 
一 个 平行 六 面体 AFEB - CDGH( 或 以 四 面体 4BCD 的 三 楼 
C4 ,CB ,CD 为 共 顶 点 的 楼 构成 平行 六 面体 )， - 

设 4B 与 CD 之 间 的 距离 为 d ,它们 所 成 的 角 为 9， 则 由 
性 质 15, 知 Vw = tab* d'sing. . 

设 有 为 人 4BD 中 4B 边 上 的 高 ,显然 D 到 4B 的 距离 0 


大 于 DD 到 面 4FEB 的 距离 , 即 h > d, 而 SA = 方 a*h。 > 方 ad. 


304 


于 是 ,四 面体 48CD 的 表面 积 

9 表 = Sanpp + Sanpc + Sancp + Sagn > (a + b)d. 

注意 到 性 质 1, 即 y= 也 Sa "7 得 到 r= 了 =< 各 (< 对 

4. 注意 运用 向 量 知识 求解 

例 23 设 平面 a,B,7Y,5 与 四 面体 4BCD 的 外 接 球面 分 别 切 于 点 4,B,C,D. 证 
明 : 如 果 平 面 a 与 8 的 交 线 与 直线 CD 共 面 , 则 y 与 8 的 交 线 与 直线 4B 共 面 . 

(1981 年 保加利亚 竞赛 题 ) 

证 明 设 四 面体 4BCD 的 外 心 为 0, 半 径 为 R. 令 a=04,b=0B,c=0C,d= 
OP .对 空间 中 任意 一 点 针 , 令 x= 愤 , 则 @2=P=e=b=d=R. 

因为 a_ 04, 所 以 平面 a 上 的 点 满足 a:(x-a)=0, 即 a:x= RR. 

同 理 , 平 面 8,y,$ 上 的 点 钱 分 别 满足 Bp:x= Ri,c:x=R,d:+x=R. 

注意 到 ,对 任意 不 同时 为 零 的 数 4 ,py, 有 方程 (Aa + pb):x= (XA+ 4)R. 
给 出 了 一 个 过 平面 a 与 8 的 交 线 1 的 平面 ( 因 Xa + pb 六 0, 且 对 任意 XE1, 有 a-x= 
b*x= R). 另 外 ,对 空间 中 任意 一 点 X 也 存在 一 对 不 同时 为 零 的 数 4,y, 使 得 

Ala:x-R)+u(b'x-R)=0. 
即 运 当选 取 4 与 yy, 可 使 相应 的 平面 过 点 .因此 直线 CD 与 直线 1 共 面 的 充 雪 条 件 
是 :关于 未 知 数 4 与 的 方程 组 

A(aec—-R)+u(b'c- R)=0, 

pi R*) +u(b'd-R)=0. 
有 非 等 解 , 即 有 (a'ce-R)(b:e-R)=(ab- R)(b:e-R). 

同 理 可 证 ,平面 > 与 6 的 交 线 和 直线 4B 共 面 的 充 要 条 件 为 

(cra-R)(d*b-R)=(c:b-R)(d:a- RR). 

因为 上 面 得 到 的 两 个 条 件 是 等 价 的 ,所 以 题 中 结论 得 证 . 

例 24 设 四 面体 4BCD 对 应 于 各 顶点 的 高 分 别 为 hh, h,,h.,h,, 在 各 高 线 上 分 别 


取 A 及 区) ,使 4d44， = 丰 ,BB, 0 = 志 ,DD， = 大 为 任 一 实数 .求证 :四 面 


体 4 B, Pe DD 的 重心 合 于 四 面体 ABCD 的 重心 . 

证 明 令 2= 人 外 ,ec= 全 ,4d= 态 ,根据 向 量 矢量 积 的 意义 , 知 态 x 苞 的 方向 是 对 
应 4 点 高 线 的 方向 ,而 它 的 长 度 是 入 BCD 面积 的 2 倍 . 

设 4 点 对 应 高 线 的 单位 向 量 为 i, 则 


-加 x 避 而 Bx 了 = (d-b)x(c-b)=bxd+dxc+exb. 


册 五 说 之 车 芽 心 磷 省 回 涉 闻 0 


订 剖 便 忆 下- 五 闺 淡 沁 回 迁 千 OO 


故 1 bx*d+trdxct+exb 


2Saacp 


同 理 ,i 设 B,C， D 点 对 应 的 高 线 的 单位 向 量 分 别 为 j， 天 , 刚 


"dxb bxe 
SA 一 29， 


车 设 四 面体 4BCD 的 体积 为 ， 
因而 48; = 站 i= Fy(b x d+dxc+cxb). 


0 
同 理 , BB' = (cx d), CO = gp(dx b), DD = 矶 (6xe). 


因而 ,有 4 + BB + CC + DD; =0 
叉 设 0, 为 四 面体 41BiC1D' 的 重心 , 则 


410i = 艺 ( 丰 劝 + CI + 全 了 1 


《4， AA+B+BB +AA+A+tCC + AA+ AD+ DD) 
(B+cet+d+4Al AA+AA + BB + CC + DD DD') 
A(b+te+d)- AiA, 


而 40- = Mr +AO , 故 AOi = 了 (b+c+d)= 好 ,这 表示 0, 与 0 重合 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


jh 


, 在 三 棱锥 $ - 4BC 的 楼 S4 ,SB ,SC 上 分 别 取 点 4 ,Bi Ci ,使 得 S4. SA, = $B': $B, = 
SC- SC .证 明 : 点 4,8,C,41,B., Ci 在 同一 球面 上 . (第 15 届 全 俄 竞 赛 题 ) 

2. 在 四 面体 4BCD 内 求 作 一 后 P, 使 四 个 四 面体 的 体积 比 满足 Vp geo : Vp em: Vp_ mp : 
Vp_nac = a:B:Y:6, 其 中 a,B,Y,6 为 给 定 的 正 数 . 

, 设 P,0 ,RR 分 别 是 四 面体 4BCD 的 棱 4C ,4D ,4B 或 延长 线 上 的 点 ,下 ,下 在 BC 上 , 且 
BE = EF = FC ,AE ,AF 分 别 与 RP 交 于 点 CG,H. 记 四 面体 4PQR 与 4GHQ 的 体积 分 
别 为 V, Vi .求证 :V3V, 当 且 仅 当 RP/ BC 或 RP 与 BC 重合 时 等 号 取得 . 

. 四 面体 4BCD 内 接 于 半径 为 R 的 球 , 且 球 心 0 在 四 面体 内 部 .求证 :四 面体 4BCD 至 


LM 


心 


ww) 


Go 


少 有 一 条 楼 长 不 小 于 3V6R. 


. 在 四 面体 4BCD 中 ,P 为 各 楼 长 之 和 ,V 为 其 体积 ,用 Sew 表示 过 四 面体 楼 CD 及 相 


对 楼 4B 中 点 的 截面 ( 即 中 线 面 ) 面 积 ,其 余 中 线 面 表示 类 同 .求证 :一 ++ 


Sc} Seg) 


本 一 + 一 + 本 一 + 二 一 志 去 ,等 号 当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 取得 . 


+ . 
Sge) Sap) Stpp) Seac) 


. 四 面体 了 LMN 的 顶点 在 男 一 个 四 面体 4BCD 的 内 部 ,在 其 面 上 或 者 楼 上 .证 明 ; 四 面 


体 KLMN 各 棱 长 度 的 和 小 于 四 面体 4BCD 各 楼 长 度 和 的 了 (第 16 届 全 苏 竞赛 题 ) 


. 观察 一 切 外 切 于 已 知 球 的 四 面体 AXBY .证明 ; 当 确定 点 4,B 后 ,空间 四 边 形 的 角 之 


和 , 即 AXB + 人 XBY + BYA + YAX 不 依赖 于 点 卫 和 YY 的 选择 . 
(第 20 届 全 苏 竞赛 题 ) 


. 四 面体 4BCD 中 , 面 ABC 与 BCD 的 夹 角 为 30°, 全 ABC 的 面积 为 120, 和信 BCD 的 面积 


为 80, BC = 10. 求 此 四 面体 的 体积 . (1992 年 美国 竞赛 题 ) 


. 在 四 面体 4BCD 内 部 有 一 点 0 ,使 得 直线 40 ,BO ,C0, DO 与 四 面体 的 面 BCD , 4CD ， 


ABD , ABC 分 别 交 于 4, ,B,C » Dl 四 点 , 且 站 6 0 = 本 下 . 求 天 的 所 


有 可 能 的 值 . (1968 年 保加利亚 竞赛 题 ) 


10. 如 果 两 个 四 面体 的 四 个 面 的 面积 对 应 相等 , 则 它们 的 体积 也 一 定 相等 .对 否 ? 


ll. 


12. 


13; 


(1983 年 加 拿 大 竞赛 题 ) 

证 明 :连接 四 面体 的 顶点 与 顶点 与 相对 的 面 的 内 切 圆 贺 心 的 四 条 直线 交 于 一 点 的 

充 要 条 件 是 ,该 四 面体 三 组 对 棱 的 滋 积 彼此 相等 . (1979 年 波兰 竞赛 题 ) 

在 四 面体 4BCD 的 棱 4B,AC, 4D 上 ,对 每 个 nEN? ,分 别 取 点 扩 ,了 ,1 ,使 得 
48 = nAK,AC = (n+1)AL,,AD=(n+2)AM, .证 明 ; 所 有 的 平面 KLM_ 共 线 . 

(1966 年 保加利亚 竞赛 题 ) 

设 一 平面 与 四 面体 的 一 个 顶点 出 发 的 三 条 楼 相交 .证 明 ; 当 有 目 仅 当 这 个 平面 过 四 面 

体内 切 球 球 心 时 , 它 分 四 面体 表面 所 成 的 两 部 分 的 面积 与 其 相应 部 分 的 体积 成 比 

例 . (1976 年 保加利亚 竞赛 题 ) 


: 证 明 : 对 四 面体 内 部 的 任意 一 点 ,从 这 点 观察 它 的 各 条 楼 时 的 视角 之 和 大 于 540*. 


(1980 年 奥地利 - 波兰 竞赛 题 ) 


. 证 明 :对 任意 四 面体 的 高 h 和 旁 切 球 的 半径 n.(i=1,2,3,4), 有 2 风 荆 = 多 二. 


下 至】 


(1973 年 捷克 竞赛 题 ) 
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沿 盏 便 王 于 了 吾 情 淡 测 全 入 并 O 


1 . 


”PB , PC 中 可 以 找到 这 样 一 条 线段 , 它 的 长 度 小 于 线段 D4, DB 或 DC 中 某 一 条 线段 


bh 


Ly 


5: 
0. 


. 设 四 面体 4BCP 中 ,AB=41,AC =7,4D=18,BC=36,BD=27,CD=13, 设 d 为 AB 


= 设 acyd,e, 丰 是 一 个 给 定 四 面体 的 术 长 ,4 是 它 的 表面 积 .证 明 :S<E(a 十 


. 在 六 条 楼 长 分 别 为 2,3,3,4,5,5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 体积 是 多 少 ? 证 明 你 的 


. 试 证 :四 面体 的 重心 到 四 面体 各 面 的 距离 之 和 不 小 于 其 内 心 到 各 面 的 距离 之 和 . 
, 平面 截 四 面体 PABC 的 楼 PA, PB , PC 依次 于 A’,B',C' ,截面 48C 的 三 边 4B, AC， 


. 四 面体 Z4BC 的 体积 等 于 5, 过 棱 Z4 的 中 点 天 和 村 BC 的 中 点 P 作 平 面 交 楼 ZC 于 


. 四 面体 4BCD 中 ,4D | BC,S wy>Snsm ;楼 4D 上 有 E,F 两 点 , 面 BCE 平分 二 面 


. 一 球 与 四 面体 4BCD 的 楼 AB, BC, CD, D4 分 别 切 于 E,F,G,8H, 并 且 E,F,G, 上 是 


. 空间 有 4 个 球 ,它们 的 半径 分 别 为 2,2,3,3, 每 个 球 都 与 其 余 3 个 球 外 切 , 另 外 有 一 


. 设 "是 四 面体 4; 4:43: 44 的 内 切 球 半径 ,并 设 m ,7 ,rs ,rT4 分 别 是 顶点 4 4, 4s, Aa 


与 CD 两 楼 中 点 间 的 距离 . 求 & 的 值 . 
V3 


bo (1992 年 捷克 竞赛 题 ) 


结论 ， (1983 年 全 国联 赛 题 ) 


BC 的 延长 线 顺 次 于 L,N, 必 .求证 : Saw, Sanur ,Sapew 1]. 


Sa ma Sagcp S Arn 


M 点 , 且 ZM:MC =2:3. 若 顶点 4 到 所 作 的 截面 的 距离 等 于 1, 求 该 截面 的 面积 . 
角 4- BC -D, 线 段 AF = ED .求证 ; SZ per - S&pes = (Saspc - Sagcp). 
习题 B 
在 四 面体 48BCD 内 或 它 的 面 上 给 定 一 个 不 和 顶点 D 重合 的 点 了 .证 明 ; 在 线段 PA， 
的 长 ， (1964 年 匈牙利 竞赛 题 ) 


一 个 正方 形 的 顶点 ,如 果 这 球 与 楼 4C 相 切 ,证 明 它 必 与 BD 相 切 . 
(IMO - 22 预选 题 ) 


个 小 球 与 这 4 个 球 都 外 切 . 求 小 球 的 半径 ， (CMO - 10 试题 ) 


所 对 的 侧面 三 角形 的 内 切 加 半径 .证 明 : 垃 + 方 + 方 + 声 < 站， 

求证 :四 面体 存在 与 六 楼 相 切 的 棱 切 球 的 充 要 条 件 是 三 组 对 棱 之 和 相等 . 
设 四 面体 4BCD 的 体积 为 了 ,顶点 4, B,C,D 所 对 的 面 的 面积 分 别 为 $4 , Ss, Sc, So. 
令 BC=a,DA=a’,CA=6b,DB=b' ,AB=c,DC=c', 且 这 三 组 对 楼 所 成 的 角 分 别 
为 ay 月 ， y, 则 有 


(I)S + 二 83 = 才 [(aa' sina + (b'sinB) + (ce’ :siny)]; 


(H)S4+ SS+ S82+ $2 >=9(3V)3 , 

7. 设 四 面体 4BCD 的 体积 为 V, 三 组 对 楼 4B 与 CD ,BC 与 4D ,4C 与 BD 之 间距 离 分 别 
为 过 | ， d,， d:， 这 三 组 对 楼 中 点 连 线 长 分 别 为 FI Thy Ma, 则 di d, d; <3V < 
mi ma ma 。 

. 以 四 面体 的 任 一 顶点 为 顶点 , 任 一 中 点 三 角形 (三 角形 的 一 边 为 一 对 楼 中 点 连 线 , 另 
一 质点 为 校 的 中 点 ) 为 底面 的 所 有 三 校 锥 体积 相等 ,并 且 等 于 原 四 面体 体积 的 八 分 
有 

. 在 四 面体 PRBC 中 , 若 P 点 在 平面 48C 上 的 射影 0 为 人 ABC 的 外 心 .日 楼 PA , PB, 
PC 所 对 的 面 角 分 别 为 c,8,7， PO 与 PA 的 夹 角 为 op, 则 

了 2 a 


+ sim 方 -sim 9 i 


00 
入 卫 全 己 导 了 吾 改 洋 沁 加 诗 交 O 


‘DD 


a i 和 (其 余 类 同 ); 
2 2 
sin 7 sin 信 sin 方 


C=— 


(ZBAc PT sin7 ABC ™ sin7 ACB = Sn- 
10. 在 四 面体 PABC 中 , 若 已 点 在 平面 48C 上 的 射影 0 是 人 4BC 的 内 心 ,TT,,7, 分 
别 是 0 点 在 4B, BC, C4 上 的 射影 ,三 面 角 P - 4BC 的 三 个 面 角 分 别 为 a, 8,y, 又 


wn shy. “tan 2 + YB .an Sy-e 


nd B+7 
(1 )tan SE - TT -(a 为 楼 PA 所 对 的 面 角 ). 


11. 过 四 面体 4BCD 的 内 心 了 的 人 人 AC,AD 于 点 P,O, 尺 ,顶点 工 所 
对 的 侧面 的 面积 记 为 Sr , 则 Sp* AP 一 这 Sr* 是 AR 2 十 Sn + Se + Sp. 
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第 二 十 三 章 ”特殊 四 面体 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 ) 


特殊 四 面体 包括 垂 心 四 面体 (四 条 高 线 交 于 一 点 的 四 面体 ), 直角 四 面体 (有 一 个 
三 面 角 是 直 三 面 角 的 四 面体 ,或 过 同一 顶点 的 三 条 楼 互相 垂直 的 四 面体 ) , 拟 腰 四 面体 
(两 对 对 棱 相等 的 四 面体 ) ,等 面 四 面体 (三 对 对 棱 相 等 的 四 面体 ), 正 四 面体 (六 条 核 长 
相等 的 四 面体 ) 等 .特殊 四 面体 除了 具有 一 般 四 面体 的 性 质 外 ,还 具有 各 自 独特 的 性 
质 . 

1. 重心 四 面体 

性 质 1 垂 心 四 面体 的 对 楼 互相 垂直 .反之 亦 然 . 

事实 上 , 若 四 面体 4BCD 为 垂 心 四 面体 ,重心 为 玉 , 则 得 ,BH 均 与 CD 垂直 ,从 而 
AB CD. 

同 理 ,4C 58D,4D」 BC. 

反之 ,由 4BL CD, 过 4B 作 CD 的 垂 面 交 CD 于 E, 设 太 为 人 ABE 的 科 心 , 则 4H 上 
BE .4 CD, 所 以 48 是 面 BCD 的 垂 线 .同样 , BH 是 面 4CD 的 垂 线 ， 四 面体 4BCD 的 
每 两 条 高 交 于 一 点 ,每 三 条 高 不 共 面 ,所 以 四 条 高 必 交 于 同一 点 .于 是 有 8 为 四 面体 的 季 
心 , 即 四 面体 为 垂 心 四 面体 . 

性 质 2 垂 心 四 面体 的 高 过 底面 的 垂 心 . 反 之 亦 然 . 

事实 上 ,由 性 质 1, 设 顶点 4 在 底面 BCD 上 的 射影 为 ,由 于 4B.L CD ,所 以 48B 的 
射影 BF_L CD .同样 CF.]〗BD, 即 FF 为 人 BCD 的 垂 心 . 
”性 质 3 垂 心 四 面体 对 棱 的 平方 和 相等 .反之 亦 然 ， 

事实 上 ,由 性 质 2, 知 4 在 面 BCD 上 的 射影 严 为 人 BCD 的 重心 . 设 BF 交 CD 于 EE， 
则 4Cz - AD? = CP -~ DF’ = (CE - DE? = BC - BD’*, 即 有 AC? + BD’ = AD’ + BC . 

同 理 , 4C2 + BD = AB’ + CD’. 

性 质 4 垂 心 四 面体 连接 对 棱 中 点 的 线段 相等 .反之 亦 然 . 

事实 上 ,由 性 质 3, 设 已 ,下 分别 为 4B ,CD 的 中 点 , 则 4EF? =2(4F” + BF )-4B"= 


4C2+4DP -二 CD+ BC*+ BD -二 CD -AB* = AC’ + BD’(= BC? + AD? = AB? + CD?). 刀 
证 . 
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反之 ,考察 过 对 楼 的 相互 平行 的 六 个 平面 构成 的 平行 六 面体 ,六 面体 的 楼 长 恰好 
等 于 连结 四 面体 对 棱 中 点 的 线段 .因此 ,六 面体 的 楼 均 相等 ,各 面 为 菱形 , 凌 形 对 角 线 
《 即 四 面体 的 对 棱 ) 互 相 垂 直 . 

由 于 从 性 质 1 一 性 质 2 一 性 质 3 二 性质 4 一 性质 1, 从 而 性 质 2,3,4 的 反之 亦 然 . 

上 述 性 质 中 的 反之 亦 然 , 其 实 也 是 重心 四 面体 的 四 条 判定 定理 . 由 性 质 4 的 证 明 
中 可 知 有 

性 质 5 垂 心 四 面体 的 外 接 平行 六 面体 ( 四 面体 的 楼 为 平行 六 面体 的 侧面 对 角 线 ) 
各 面 是 萎 形 ， 

性 质 6 平行 于 四 面体 任 一 组 对 棱 的 平面 截 其 余 四 条 棱 的 截 口 面 为 矩形 . 

性 质 7 垂 心 四 面体 对 楼 之 公 垂 线 共 点 于 重心 ， 

性 质 8 ” 垂 心 四 面体 的 外 心 .重心 . 垂 心 共 线 , 且 外 心 到 重 ， 的 距离 等 于 重心 到 秋 
心 的 距离 . 

2. 直角 四 面体 

直角 四 面体 有 如 下 判定 定理 和 性 质 ; 

判定 定理 ”对 楼 都 垂直 且 有 一 个 面 角 为 直角 的 四 面体 是 直角 四 面体 ， 

事实 上 ,在 四 面体 4BCD 中 ,车 了 DA4C = 90?, 则 由 4D 1 BC, 知 4C | 面 ABC, 从 而 
AD 上 4B, 即 DAB =90°. 又 由 4BLCD, 知 48 | 面 ACD, 有 /BAC =90°. 即 证 . 

推论 1 两 组 对 楼 垂直 且 有 一 个 面 角 为 直角 的 四 面体 是 直角 四 面体 . 

推论 2 由 面体 一 顶点 到 对 面 的 射影 是 该 面 的 垂 心 , 且 该 顶点 的 三 面 角 的 面 角 中 
有 一 个 为 直角 ,那么 这 个 四 面体 是 直角 四 面体 . 

显然 ,上 述 判 定 定理 及 推论 的 逆 命 题 也 是 直角 四 面体 的 性 质 ， 

为 了 方便 讨论 直角 四 面体 的 一 系列 性 质 引 进 一 些 记号 ; 设 直 角 四 面体 P4BC 的 下 
三 面 角 是 三 面 角 忆 - 4BC ,其 体积 为 V, 楼 Ph = a,PB = 引 ,PC = c. 顶 点 x 所 对 的 面 的 
面积 记 为 S. ;以 棱 y 为 二 面 角 楼 的 二 面 角 大 小 记 为 9, ;四 面体 PABC 的 内 切 球 、 外 接 球 
的 半径 分 别 记 为 r、R; 分 别 与 顶点 x 所 对 的 面 外 切 , 又 与 其 他 侧面 的 延展 面相 切 的 旁 
切 球 半径 记 为 六. 

由 于 直角 四 面体 是 重心 四 面体 ,因此 ,可 得 

性 质 1 直角 四 面体 具有 垂 心 四 面体 的 所 有 人 性质. 

性 质 2 ”三 对 对 棱 中 点 的 连 线 共 点 ( 设 为 6, 且 此 点 称 为 四 面体 的 重心 ) 且 互相 平 


分 ;三 对 对 棱 中 点 的 连 线 长 相等 , 且 都 等 于 放 V + 了 F102. 


性 质 3 不 含 直角 的 侧面 三 角形 是 锐角 三 角形 , 且 这 每 一 个 面 角 的 正切 值 等 于 这 
个 面 的 面积 的 2 倍 与 该 面 角 所 对 的 棱 长 平方 之 比 ;这 每 一 面 角 的 余弦 值 等 于 与 此 面 共 
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顶点 的 另 两 个 面 角 余弦 值 之 积 . 
性 质 4 (1)Sp = Sivcosgpc + Se .cosgic + Se "costn ; 
(2)S,， = Sp'ocosgac , Sp = Sp* cosOr., Sc = Sp “Cost ; 


《3)cos Opc + COS “0 + COS bh 三 ] ; 


(A) < Opt Orr + Oe <T. 

下 面 只 给 出 (4) 式 的 证 明 思 路 : 

由 (3) 式 有 cos Bac = cos De — cos gp = 一 (cos0s — cosOsc )}* (cosOsp + cosgic) >0. 又 
cosOns - cosguc > 0, 则 cosgus + cosguc < 0, 故 本 < 6 + Bc . 同 理 还 有 两 式 , 相 加 即 证 (4) 
式 左 喘 . 叉 cos[ T+ (Op + uc ) ] 一 cos( Oi + 8 ) ,在 [0,r] 内 余 弱 函数 递减 ,有 cos| x — 
(Op +g)]=cos[(r- Op) — uc] < cos( Og — Oc), 即 有 cos:D > cos [zx 一 (On + 
gb)], 由 此 即 证 得 (4) 式 右 端 ， 

由 性 质 4(3) 及 圭 平 均 .算术 - 几何 平均 值 不 等 式 , 我 们 有 

推论 (〈1)ecosgs + cosgoc + cosDuc <vV3; 

(2)cos0 ,np * costper cosDc < ; 

(3)cosg， " CosOpe + CoSO pe “cos 有 + cos 由 cosOc 1; 
(4)sing， + sin0 + singic < 6; 

(5)sinOs singoc “singuc < 了 /6; 

(6)sinO ns “ Sina 十 sinG pe y sind ce + sint a "sintie 2， 

性 质 5 含 直角 的 侧面 面积 是 它 在 不 含 直角 的 侧面 上 的 射影 面积 与 这 不 含 直角 的 
侧面 面积 的 比例 中 项 . 

性 质 6 8S2 =S2+8S3+Sc. 

性 质 7 二 面 角 大 小 为 9(0 坟 90°) 的 两 侧面 中 , 含 直角 的 侧面 面积 $ 与 不 含 直角 
的 侧面 面积 5 之 比 为 cos0 .特别 地 ,9 =60? 时 , 5: Sp =1:2;0 =45° 时 , S: Sp =Y2:2;0 = 
30° 时 , S: Sp =v3:2;0 = arocos 3 时 ， S: Sp =VY3:V3. 


性 质 8 V S4 十 SB i _LYS4+Sc 


sing singac sing re 


性 质 9 y= 二 abe = Si Sp" Ser. 
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性 质 10 设 5 为 直角 四 面体 的 全 面积 ,为 6 条 楼 长 的 慰 积 , 则 
: S>3+3.736.Y FL2722V. 


性 质 11 直角 四 面体 的 四 顶点 与 其 所 对 侧面 重心 的 四 条 连 线 共 点 , 共 点 于 三 对 对 
校 中 点 连 线 的 交点 . 亦 即 七 线 共 点 于 直角 四 面体 重心 . 

性 质 12 直角 四 面体 的 四 顶点 与 其 所 对 的 侧面 垂 心 的 四 条 连 线 共 点 , 共 点 于 其 直 
三 面 角 顶 点 已 ,此 点 为 直角 四 面体 的 垂 心 . 由 此 也 可 知 直角 四 面体 是 垂 心 四 面体 . 

性 质 13 非 直 三 面 角 体 的 三 顶点 与 其 所 对 的 侧面 外 心 的 三 条 连 线 共 点 , 共 点 于 不 
含 直角 的 侧面 三 角形 的 重心 ， 

性 质 14 过 含 直 角 的 侧面 三 角形 的 外 心 , 且 与 该 侧面 垂直 的 三 直线 共 点 , 共 点 于 
直角 四 面体 的 外 心 ， 

性 质 15 设 Ma Mp Me ,Mp 分 别 为 直角 四 面体 四 顶点 与 所 对 面 的 重心 的 连 线 长 


(或 称 四 面体 的 4 条 中 线 长 ), 则 mh + my + ms+m= 久 (a + B+). 

分 析 如 图 23 -1, 设 Cl 为 侧面 人 4BC 的 重心 , 设 
人 PG1E= a. 由 三 角 线 中 线 长 公式 ,有 PE* = 地 (b+ | 
7),AB? = (4ar + +07). 2PE + Ph =21 (1 AEY + 
m? ~ 2° 3 AB. mp cosa] ~ [( 椰 4 本 7 + mz +2* 和 所 饮 : 
mp*cosa ] =3m% + 了 (4E)2 ,由 此 即 有 


my = 二 (+ b* + ce). 

类 似 可 求 m= 训 (9a + b+ 7), m= 计 (a2 +98 +4), m= 二 (g++ 
9c*), 由 此 即 获 结论 . 

性 质 16 R= 了 V oz+ 到 + 避 , 且 与 对 楼 中 点 的 连 线 长 相等 ;外 接 球 的 球 心 是 分 别 


过 下 三 面 角 的 三 条 棱 与 其 所 对 楼 中 点 的 三 个 平面 的 公共 点 . 
性 质 17 "= 区 87S2 38 = 人 10 于 ;内 切 球 的 球 心 是 其 楼 不 共 
顶点 的 三 个 二 面 角 平 分 面 的 公共 点 ， 
abc Sa 十 Sy + Se + Sp 
性 质 18 一 a+b+e ， 
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+ 
208S+S+Sp 一 Sr) at+c-b . 


旁 切 球 的 球 心 是 其 相 切 侧面 与 另 三 个 延展 切面 所 成 二 面 角 平 分 面 (其 中 只 须 其 楼 不 共 
顶点 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 即 可 ) 的 公共 后. 

证 明 思 路 ”只 推 证 ,其余 类 似 推 证 . 

作 外 切 于 侧面 PBC 的 旁 切 球 的 外 切 三 楼 台 B'C’P’ - BCP， 
得 新 四 面体 4B'C'P' ,如 图 23 - 2. 由 z 

S41 Ss Se Sp a” 


= 


Fr(SA+ Sa + Se+ Sp) 区 


EE EP 


并 注意 到 性 质 6 性质 17, 即 可 推 证 m 的 关系 式 ， 
推论 1 "最 小 ,rp 最 大 , 且 二 + 二 + 二 + 关 = 了 或 


re rp r 


ri*ra"re’rp 
[i 二 恒 面 三 哪 一 
rTe" Tie 十 Tai"Ta"Tp 十 To"re"Tp 十 站 ”me ”7p 三 二 


3y _ _ab 上 
推论 2 rrp= pre -aarpbre)r rr S'S Se 


推论 3 记 S'= 方 $= 广 (S4+ Ss + Sc + 5p), 则 


| 


Y= 子 Sr= 闻 (8 加 号 让 -三 (8 95 ) 7 =(5 we Se)*re=$(5 = Sa) is 
推论 4 记 四 顶点 到 所 对 面 的 距离 为 如、 和 hesho; 则 二 + 直 + 直 + 二 = 二， 
hs hs he hp 六 


二 
ek Te hp rr, CR 


还 有 类 似 ( * ) 式 的 三 式 .此 略 . 
推论 5 令 ! 为 四 面体 六 条 校 长 之 和 ,3' = 方 (S4 + Ss + Sc + 5p), 则 


/一 2(V3 +VG6) 尽 ;98/ 2 7 三 (9 + Sy3)r; /< R? . 
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性 质 19 设 SSw .S。 是 分 别 过 棱 EM 及 BC 的 中 点 ,过 楼 PB 及 4C 的 中 点 ,过 
楼 PC 及 4B 的 中 点 的 截面 面积 , 则 5 = 于 V 列 + 区 ,Su = V+55, 9, - 
FV 可 + 全 ,上 且 8, + 5 + 5 = 方 只 、 

性 质 20 设 SS。 、S' 是 分 别 过 棱 BC 及 PA 的 中 点 ,过 楼 4C 及 PB 的 中 点 ， 
过 棱 48 及 PC 的 中 点 的 截面 面积 , 则 S$, = FV BS + S58’, = 方 V3 别 + 全 ,4 
二 V3 吕 + 徐 , 且 5 482 +5 = 

性 质 21 设 5S、Sw、5w 分 别 为 过 楼 P4 与 BC 垂直 ,过 棱 PB 与 4C 垂直 、 过 楼 PC 
与 48 垂直 的 截面 面积 , 则 Su = Ss* Sec/Y S% + 8%, Sy = S4' Se/V S35 + 975,S,= 8,. 
Ss/V S35+ 3, 且 


1 1 1 1 1 
ST + Sa + 7 287 + gr + 7)- 


性 质 22 设 5,、S。、5, 分 别 为 过 棱 PA 及 人 BPC 的 平分 线 , 过 楼 PB 及 一 4Pc 的 


平分 线 ,过 楼 PC 与 人 4P8B 的 平分 线 的 截面 面积 , 则 5 = 号 2 和 ,5 = SS - 
2541*Ss 1 1 1 1 1 1 
+d Hs.+s+s = te 


性 质 23 在 直角 四 面体 中 ， 
(1) 斜 面 上 任 一 点 与 直角 顶点 的 连 线 和 三 条 直角 楼 所 成 角 的 余弦 的 平方 和 等 于 1; 
(2) 和 斜面 上 任 一 点 与 直角 顶点 的 连 线 和 三 个 直角 面 所 成 的 角 的 余弦 的 平方 和 等 于 


(3) 斜 面 上 每 一 条 棱 与 三 条 直角 楼 所 成 角 的 余弦 的 平方 和 等 于 1; 

《4) 斜 面 上 每 一 条 校 与 三 个 直角 面 所 成 的 角 的 余 弱 的 平方 和 等 于 2; 

(5) 三 条 直角 棱 与 斜面 所 成 角 的 余弦 的 平方 和 等 于 2; 

(6) 三 条 直角 棱 的 平方 的 倒数 和 等 于 直角 顶点 到 斜面 的 距离 的 平方 的 倒数 . 

性 质 24 直角 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 ， 

(1) 当 四 面体 的 六 条 楼 均 成 为 平行 六 面体 的 侧面 对 角 线 时 ,平行 六 面体 是 萎 形 六 
面体 ; 

(2) 当 四 面体 的 直 三 面 角 的 三 条 楼 成 为 平行 六 面体 的 楼 ,其 余 三 条 楼 成 为 平行 六 
面体 的 侧面 对 角 线 时 ,平行 六 面体 是 长 方 体 . 
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3. 直 棱 四 面体 

三 条 相连 楼 形成 三 边 直角 折线 ( 即 空间 直角 四 边 形 ) 的 四 面体 , 称 为 直 楼 四 面体 . 

显然 , 直 楼 四 面体 每 个 面 都 是 直角 三 角形 . 若 令 人 4DC = Bi ,和 人 4DB = Bb, 人 BDC = 
BB, 则 


(1)cosB! = cosp, cosps; 

(2)sinB = 二 元 = Pe， 
sinG ip 

(3)cospBs = ; 


Sin 
(4)tangp "tangco = secp ， 
直角 四 面体 和 直 棱 四 面体 ,都 可 以 看 作 从 长 方 体 上 截 下 的 一 部 分 .在 部 分 多 面体 

过 程 中 ,在 棱锥 、 台 的 计算 中 ,它们 经 常 出 现 .由 于 它 有 多 方面 的 垂直 关系 和 比较 多 的 

等 量 关系 ,有 人 称 之 为 基本 四 面体 .它们 可 以 看 作 直 角 三 角形 在 空间 的 自然 推广 ,是 工 

具 性 的 四 面体 . 

4. 等 腰 四 面体 
从 某 一 顶点 出 发 的 三 条 楼 ( 称 为 腰 ) 相 等 的 四 面体 称 为 等 腰 四 面体 .这 一 顶点 称 为 

采 顶 点 
性 质 1 等 腰 四 面体 的 腰 顶 点 在 所 对 的 面 的 射影 为 该 面 的 外 心 .反之 亦 然 . 
性 质 2 ”等 腰 四 面体 的 腰 顶 点 出 发 的 三 条 楼 与 该 点 所 对 的 面 成 等 角 , 反 之 亦 然 ， 
性 质 3 ”等 腰 四 面体 的 底面 为 正三 角形 时 , 则 该 四 面体 为 垂 心 四 面体 ， 

性 质 4 等 腰 四 面体 的 底面 为 正三 角形 , 且 其 边 长 为 腰 的 /2 时 , 则 该 四 面体 是 等 腰 

直角 四 面体 . 

5., 拟 采 四 面体 
两 组 对 楼 分 别 相等 的 四 面体 称 为 拟 腰 四 面体 ， 
性 质 1 两 对 对 棱 分 别 相 等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 它 的 楼 均 成 为 侧面 对 角 线 的 外 

接 平行 六 面体 为 直 平 行 六 面体 . 
证 明 设 四 面体 ABLD 的 外 接 平 行 六 面体 为 #4 CBID — AC1 BD', AD = BCL, AC = 

BD。 侧 面 4 DD, 4 与 侧面 CB, BC; 为 全 等 矩形 ,侧面 41CC14 与 侧面 DB, BD 为 全 等 

矩形 Ai CB1D - 4C, BD, 为 直 平 行 六 面体 . 
推论 1 两 对 对 楼 分 别 相等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 另 一 对 对 棱 中 点 的 连接 线段 牌 

直 于 此 二 棱 . 
推论 2 ”两 对 对 棱 分 别 相等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 这 两 对 对 棱 中 点 的 连接 线段 均 

与 第 三 对 对 楼 中 点 的 连接 线段 垂直 ， 
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推论 3 两 对 对 楼 分 别 相 等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 在 平行 于 这 两 对 对 棱 中 
的 每 一 对 对 楼 的 每 一 个 平面 上 的 射影 为 矩形 . 

性 质 2 两 对 对 楼 分 别 相等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 两 侧面 面积 相等 , 且 另 两 侧面 
面积 也 相等 ,或 四 侧面 分 成 等 面积 的 两 组 . 

证 明 此 定理 即 为 :在 四 面体 ABCD 中 , AD = BCU, AC = BD > Sa nc 3 Sa pep ; 
Sasge = Sa np . 

必要 性 (二 ): 显 然 ， 

充分 性 (=): 如 图 23 - 3, 作 四 面体 48CD 的 外 接 平行 六 
面体 Al CB1D - 4C BD, .此 时 A、B 到 底面 4, CB,D 的 距离 
AH', 、BH, 相等 . 作 AE | CD 于 E,BF| CD 于 FF, 连 HE， 
再 下. 则 由 Saxn = Sa 有 AE = BFE, 从 而 二 48 一 
一 BFP:, 即 二 面 角 4- CD - 4, 等 于 二 面 解 B- CD -也 ,此 
时 二 面 角 4 - CD - B 的 平分 面 a 垂直 于 底面 4, CB 刀 ,也 就 
垂直 于 面 4C, BD,, 且 面 a 交 48 于 其 中 点 0,. 

又 可 证 4.8B 两 点 到 此 平分 面 a 的 距离 相等 . 

设 此 平分 面 a 交 A4B 于 0 , 则 0, 为 上 底面 中 心 . 

同 理 , 由 Sac = 5axgo ,有 二 面 角 C - 4B -~ DD 的 平分 面 8 也 垂直 于 两 底面 ,也 交 
CD 于 其 中 点 0,. 此 时 a 站 8 = 010, 且 垂 直 于 两 底面 , 故 平行 六 面体 4, CB,D - 
AC1 BD, 为 直 平 面 六 面体 .由 性 质 1 即 证 得 了 充分 性 ， 

性 质 3 ”两 对 对 棱 分 别 相等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 另 一 对 对 楼 每 条 棱 所 张 的 一 个 
面 角 分 别 相等 ， 

证 明 此 性 质 即 为 :在 四 面体 4BCD 中 ,4D = BC, AC = BD CAD = CBD 
LACB = 一 4DB 

必要 性 ( 僵 ) :显然 . 

充分 性 (=): 如 图 23 -3, 作 四 面体 4BCD 的 外 接 平 行 六 面体 4, CB,D - 4C, BD 
由 题 设 人 C4D = 一 C8D ,又 4.B8、C、D 四 点 共 球 0, 则 入 4CD 和 和 全 BCD 所 在 的 平面 截 
球 0 的 截面 圆 是 等 圆 .而 4 .8B 两 点 到 面 4, CBD 的 距离 相等 , 则 过 CD 及 4B 中 点 0， 
的 截面 圆 必 是 球 0 的 大 圆 , 从 而 0,、0 及 CD 的 中 点 0, 在 过 CD 的 球 0 的 大 图 面 内 

同 理 , 0, ,0、0, 也 在 过 楼 4B 的 球 0 的 大 圆 面 内 . 故 0, .0、0, 三 点 共 线 于 这 两 
个 大 圆 面 的 交 线 上 .又 00, 上 4B,00:1CD, 则 00, 上 4 Bi ,00 CD ,从 而 0,0， 
垂直 于 平行 六 面体 的 两 底面 4, CB;D 、4C， BD, , 故 知 此 平行 六 面体 为 直 平 行 六 面体 . 由 
性 质 1 ,充分 性 获 证 . 


317 


税 珈 可 这 民 天 和 尾 潍 渤 问 渤 疾 0 


各 吾 仍 王 王 五 届 溢 涝 回迁 并 O 


此 性 质 的 充分 性 也 可 以 这 样 证 : 设 人 CAD = 人 CBD = a, 人 4CB = 人 4DB = p, 令 
AC =a,AD=4b,BC=c,BD=d,CD=x,4B=y. 对 个 ADC 和 公 BDC 应 用 余弦 定理 可 


得 z 
a+b-x c+d -ry 2 z 
2c0s0 = = i —{(ab— cd)x = (bc -ad)(ac - bd). QD 


同 理 , 得 (ad - be)y = (cd - ab)(ac - bd). 四 

由 四 .四 可 知 , 若 四 -dd=0, 则 aa- ze=0 一 ao=c,b= d .因此 论断 获 证 . 

其 四 -code0, 则 dl- pz0,ac- 好 z0, 于 是 由 个 .四 推 得 好 六 = (oc - bd) 一 
或 xy+ bd=ac, 或 xy + ac- by=0. @Y 

由 托 勒 迷 定 理 及 @ 式 ,可 知 4、.B、C、D 四 点 共 圆 ,与 题 设 矛盾 .因此 充分 性 获 证 . 
”性质 4 两 对 对 楼 分 别 相 等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 其 外 心 (外 接 球 球 心 ) 在 为 一 对 
对 楼 中 点 的 连 线 上 (重心 亦 在 此 连 线 上 ). 

必要 性 (二 ); 设 在 四 面体 4BCD 中 ,4D = BC ,AC = BD, 作 四 面体 4BCD 的 外 接 平 
行 六 面体 如 图 23 - 3. 由 性 质 1, 即 知 此 平行 六 面体 为 直 平 行 六 面体 ,从 而 上 .下 底面 中 
心 0，.O, 的 连 线 既是 4B .CD 中 点 的 连 线 , 又 是 4B 、CD 的 公 垂 线 , 亦 即 既 是 48 的 中 
垂 线 ,又 是 CD 的 中 垂 线 , 因 而 四 面体 48CD 的 外 心 在 0,0, 上. 

充分 性 (一 ) :由 题 设 ,四 面体 的 外 心 在 一 对 对 楼 4B、CD 的 中 点 0;、0'; 的 连 线 
上 , 则 0',0', 是 48、CD 的 中 垂 线 ,从 而 0',0', 垂直 于 四 面体 4BCD 的 外 接 平 行 六 面 
体 A, CB, DD - AC1 BD, 的 两 底面 ,故此 外 接 平行 六 面体 是 直 平 行 六 面体 .由 性 质 1, 充 分 
性 获 证 . 

性 质 5 两 对 对 楼 分 别 相 等 的 四 面体 的 充 要 条 件 是 其 内 心 (内 切 球 球 心 ) 在 男 一 对 
对 楼 中 点 的 连 线 上 (重心 亦 在 此 连 线 上 ). 

证 明 “必要 性 (一 ): 设 在 四 面体 4BCD 中 ,4D = BC ,4C = 有 怒 . 作 四 面体 48CD 的 
外 接 平行 六 面体 如 图 23 -3, 则 此 平行 六 面体 为 直 平行 六 面体 , 故 Sa4 pc = Seaicp :又 
Sa = Sagoe ; 则 二 面 角 4 - DC - 4, 等 于 二 面 角 中 - DC - 8. 而 上 、 下 底面 中 心 0O,、 
0, 所 在 直线 与 DC 两 相交 线 所 在 对 角 面 垂直 于 两 底面 , 即 知 此 对 角 面 平分 二 面 角 4 - 
DC - 8. 同 理 ,0,0, 与 4B 所 在 对 角 面 也 平分 二 面 角 C - 4B - DD. 故 四 面体 内 心 了 在 
0.0, 上 . 

充分 性 (一 ): 设 四 面体 4BCD 的 内 心 1 在 010, 上 , 则 0, 到 面 4CD 、BCD 的 距离 相 
等 ,从 而 4 到 面 BCD 的 距离 与 B 到 面 4CD 的 距离 相等 (都 等 于 点 0, 到 这 两 个 面 的 距 


离 的 两 倍 ) .由 了 = 二 吕 得 Seam = Shen . 同 理 Sun = Sawe -由 性 质 2 即 证 
性 质 6 四 面体 有 两 对 对 楼 相等 的 充 要 条 件 是 ,以 这 两 对 对 楼 为 楼 的 二 面 角 , 分 别 
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相等 . 

证 明 在 四 面体 48CD 中 ,4D = BC,4C= BD 的 充 要 条 件 是 二 面 角 B- 4D -Cc 等 
于 二 面 角 刀 - BC - 4, 二 面 角 B - AC -DD 等 于 二 面 角 4- BD-C. 

必要 性 (一 ): 设 0p 9a 分别 表示 二 面 角 B- AD -CcC、 
二 面 角 D - BC - 4 的 平面 角 的 太 小 .由 AD = BC、AC = 
BD, 有 全 DAC 旬 入 DBC ,个 ABC 呈 和信 BAD, 如 图 23 -4. 于 是 
DAC= /DBC, /BAC = /ABD,/ BAD = /ABC. 由 三 面 
角 余 弦 公 式 ( 如 cosbg = C00 os DAC) 
或 三 面 角 全 等 定理 ,有 0 = Ope , 即 二 面 和 角 B- 4D-C 等 于 
二 面 角 Dp- BC- 4. 

同 理 , 可 证 二 面 角 B - 4C - D 等 于 二 面 角 4- BD-C. 图 23-4 

充分 性 ( 生 ): 记 了 为 四 面体 4BCD 的 内 心 ,从 了 向 各 侧面 引 拭 线 , 生 足 为 EF、F、G、 
及 ,如 图 23 -4, 设 过 琅 、IF 的 平面 交 AC 于 MW, 过 IG 1H 的 平面 交 BD 于 N, 则 人 EMF， 
隆 CNH 分 别 为 二 面 角 B -AC -也 .二 面 角 4- 8D -CC 的 平面 角 . 由 题 设 有 /EMF = 
GNH. 


在 Rt 人 IMF 和 RtAING 中 ,IF = IG, 人 IMF = FLEMF = FLONH = ING, 从 而 


IM = IN . 故 [在 对 校 AC 、BD 的 公 垂 线段 的 中 垂 面 xc 内 . 

- 同 理 , 了 又 在 对 械 AD ,BC 的 公 垂 线段 的 中 垂 面 B 内 , 故 1 在 a 与 8 的 交 线 上 . 

作 四 面体 4BCD 的 外 接 平行 六 面体 如 图 23 -3, 知 a 与 8 的 交 线 就 是 平行 六 面体 
上 .下 底面 中 心 0 .0,; 的 连 线 .由 性 质 5 即 证 得 充分 性 ， 

性 质 7 两 对 对 楼 分 别 相等 , 则 四 面体 的 内 切 球 切 侧面 于 第 三 对 对 棱 的 中 系 线 上 ， 

证 明 此 性 质 即 为 :在 四 面体 48CD 中 , 若 4D = BC， 
4C= 8D, 则 四 面体 4BCD 的 内 切 球 了 切 人 4hCD 、 ABCD 
于 CD 的 中 垂 线 上 , 切 人 ACB . 公 4ADB 于 48B 的 中 垂 线 上 . 

如 图 23 -5, 由 性 质 6 的 充分 性 证 明 中 可 推 知 0,M = 
OA, 中 其 中 01、0, 为 球 了 切 侧 面 人 4CD 人 BCD 的 切 
点 ,及 .WN 为 了 在 棱 4C 、BD 上 的 射影 . 

设 过 I0, ,10, 的 平面 交 CD 于 E, 连 0,.E、0;E, 则 由 
球 的 切线 长 定理 , 知 O01E = 0,E. © 

义 由 从 A4CD 信 BDC 有 MCE = NDE, 而 OE 图 23-5 
CD,0,E]CD, 则 M、C、E、O, 共 圆 ,5、.D、N、0, 共 圆 ,故人 MOIE = 人 EO,N. 二 
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Rt 人 CO, EQRtA DO, Es CE = ED. 
故 0,E,0,E 均 是 CD 的 中 垂 线段 . 
同 理 , 球 了 切 侧 面 和 4CB ,和 4DB 于 4B 的 中 算 线 上 . 
6. 等 面 四 面体 
我 们 称 三 组 对 楼 分 别 相 等 的 四 面体 为 等 面 四 面体 . 
为 了 讨论 问题 的 方便 , 先 引 进 一 些 记号 :等 腰 四 面体 4BCD 中 , 设 BC = 4D = oa， 
AC=BD=6b,AB= CD=ci 设 p= 记 (e+b+c), 刀 = 本 (+ 刀 +c); 以 BC、BD、CD 


为 棱 的 两 侧面 所 成 二 面 角 的 大 小 依次 为 ce、 8.y; 四 面体 的 体积 记 为 Y, 其 内 切 .外 接 球 
半径 分 别 记 为 7 、R; 顶 点 x 所 对 的 面 的 面积 记 为 $5, ;外 切 于 顶点 x 所 对 的 面 , 旦 与 其 余 
侧面 的 延展 面相 切 的 旁 切 球 的 半径 记 为 "> 

性 质 1 等 面 四 面体 对 校 所 成 角 的 余弦 值 可 表示 为 
3 | ,cos( Bb)= | Sie 

性 质 2 等 面 四 面体 中 ,对 楼 中 点 的 连 线 共 点 (此 点 为 四 面体 的 重心 ), 且 互相 平 
分 ;连结 对 棱 中 点 的 每 一 线段 均 垂 直 于 此 二 楼 ,或 者 说 , 当 四 面体 绕 这 样 的 线段 旋转 
180°? 则 与 本 身 重 合 ;连结 对 楼 中 点 的 三 线段 彼此 互相 垂直 .和 且 后 两 个 结论 的 逆 命 题 也 是 
成 立 的 . 

推论 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 三 对 对 棱 的 公 垂 线 两 两 相互 垂直 . 

性 质 3 设 志 .dd 分 别 为 等 面 四 面体 对 楼 中 点 连 线 的 长 , 则 d =v ka ,d= 
V 有 -有 =V 玉 -人 

性 质 4 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 各 面 为 全 等 的 三 角形 . 

性 质 5 等 面 四 面体 所 有 的 面 角 均 为 锐角 ,或 者 说 各 侧面 是 锐角 三 角形 .( 见 本 章 


2 2 
a -bb 
时 


0 ,cos( Eye) = 


练习 题 A 第 7 题 ) 


性 质 6 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 过 四 面体 的 每 一 顶点 的 三 条 楼 长 的 m 
(mER 且 m 关 0) 次 方 之 和 相等 . 

分 析 ”只 证 充分 性 : 令 BC =a,AC=6b,AB=c,AD=x,BD=y,CD=z, 由 b+ 
C +x =e +a +YyY = a"+b"+2"=x"+y" + 2", 即 推 得 本 
推论 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 每 一 顶点 的 三 条 楼 长 之 和 相等 . 
性 质 7 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 各 侧面 三 角形 边 长 的 m(m 为 


非 零 实 数 ) 次 方 之 和 相等 . 

推论 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 各 侧面 三 角形 的 周 长 相等 . 

性 质 8 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 各 侧面 三 角形 的 三 条 中 线 长 的 
平方 和 相等 . 

性 质 9 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 每 一 顶点 处 的 三 个 面 角 之 和 为 
1807. 

性 质 10 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 过 每 对 对 楼 的 二 面 角 相等 ( 即 三 对 二 
面 角 分 别 相等 ) . 

性 质 11 cosa + cosB + cosy = 1. 


性 质 12 -2- = 6 -_2_ -25s( 其 中 可 表示 4A.B.C.D, 后 面 亦 同 ). 


sina sing sinyY 37 

a 2 2 也 2 2 2 和 2 
性 质 13 (kK -ao) bi(k- b)_e c(hk -ec)_sg. 
cos 7 cos 全 NE 4 


性 质 14 在 等 面 四 面体 4BCD 中 ,S,=Ss=Sc=Sp=Vp(p-aj(p-b)(p-ce). 

性 质 15 下 面体 为 等 面 四 面体 的 充分 必要 条 件 是 各 面 的 面积 相等 . 

分 析 ”四 面体 的 各 二 面 角 的 大 小 分 别 用 a、B8、Y、a'、 
8 、Y' 表 示 , 如 图 23-6. 由 So'cosa + Sc'cosB + Ss*cosy = 
$4 太 Sp = Sc=Ss= S$, 有 cosa + cosB + cosy =1. 

同 理 , 有 cosy + cos8' + cosa’ = 1,cosa + cosB + cosy’ = 
] ,cosf + cosa’ + cosy =1. 

由 上 推出 , cosa = cosa’ , cosB = cosB ,cosy = cosy ,而 | 
0<a,B,ya ,BY <TR 以 a=a’,B=pB,Y=Y ,由 此 
即 证 ， 

性 质 16 等 面 四 面体 的 体积 


= Vj()(F-0), 其 中 姑 = 二 (w+ 四 
bY 
分 析 作 四 面体 48CD 的 外 接 平行 六 面体 ,使 四 面体 的 楼 


成 为 平行 六 面体 的 侧面 对 角 线 ,如 图 23 - 7. 由 四 面体 对 棱 相 
等 ,可 证 得 平行 六 面体 侧面 均 为 矩形 , 即 为 长 方 体 , 于 是 列 方程 y 峰 


组 求 得 长 方 体 共 顶点 的 三 条 楼 长 分 别 为 V 记 -a:,v hk -六 ， 图 23-7 
vk 一 局 ,由 此 即 证 ， 


洋 生 全 己 民 了 届 潍 洒 同 讨 闭 0 


做 吾 含 叫 导 二 和 尾 洋 负 加 入 策 O 


性 质 17 记 等 面 四 面体 共 顶 点 的 三 个 面 角 分 别 为 和 ,9,、9,, 则 
一 ey cos0) * cos0, * cos0, . 


分 析 如 图 23 - 8, 设 和 BDC = 0,, 人 ADC = 0,， 
4DB = 9,. 又 设 4 点 在 面 BCD 内 的 射影 为 E, 作 4H 上 


CD 于 日, 连 E8, 则 AHE = Y. 由 5。 = 地 CD" 4 有 ,有 


4H = 三 5s, 则 hE = A 有 H'siny = 二 .Ssiny .注意 到 


cos0; 一 0s0 * cos0, 
COSY 三 一 — 


singi * sing, : 图 23 一 8 

有 V= 方 S41" 外 = 之 S41* Ss*V1- co8Y .再 注意 

Oi + 0,+ 0, 三 大 及 1 — cos 0 — cos 0, -cos 0, + 2c080 * C080, * cos0, 三 一 coa( 8 十 0,): 
cos(0, —0,)— cos 0 + [cos(O0l +0,)+ cos(0, - 8,)]:cos0, = 4c0s0, cos0 * cos0), $4 = 


7 be'sinO! , Ss -= 方 ac*sinb, ,由 此 即 证 . 
性 质 18 等 面 四 面体 的 体积 为 
V= 字 92 siny = 高 9"sinB = 地 .52*sina; 或 y= 和 Se7. 


性 质 19 R= FV2a + +e)=7k. 


1 [Fa )(k -bk 
性 质 20 r= 二 全 EY ee ) 

性 质 21 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 外 心 ( 外 接 球 球 心 ) 与 重心 
重合 ( 见 本 章 例 13 证 明 部 分 ) .或 者 ,四 面体 各 顶点 和 外 心 的 连 线 与 对 面 的 交点 为 该 面 
的 重心 . 

性 质 22 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 外 心 与 内 心 ( 内 切 球 球 心 ) 
重合 .( 见 本 章 例 12) 

性 质 23 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 内 心 与 重心 重合 -或 者 ,各 
顶点 和 内 心 的 连 线 与 对 面 的 交点 为 该 面 的 重心 . 

推论 ” 若 四 面体 的 外 心 .内 心 .重心 中 任意 两 个 相 重 合 , 则 第 三 个 也 必 和 它 们 重 


合 . 


/RD) 
性 质 24 在 等 面 四 面体 中 ,m= rm= r=rm= 2 ptp-o)(p- 6p-ey = 


2r. (提示 : 设 顶点 x 到 所 对 面 的 距离 为 h, 则 可 证 = = j 了 ,由 此 即 推 得 ) 


性 质 25 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 四 条 高 长 之 和 等 于 内 切 球 
半径 的 16 售 ( 即 'h + hs + hc+ hy=16r). 
| 1 


分 析 充分 性 :由 色 = 下 及 有 + 有 + 大 + 二 =16r 有 37.( 工 + 二 + 工 + 工 ) =- 
S, FR 


167 .注意 到 V4 (8, + Sp + Se + Sp)'r, 


1 l 1 1 
则 (S54+ Ss+ Sc+Sp)(S- + + +6)=16. 


而 (Si+ Sp+Se+ Sp) (3- + 要- + 总 + 之 16, 取 等 号 是 当 且 仅 当 S, = Sp= 


Sc = Sp .由 此 即 证 ， 

推论 hh, =4r=2r.. 

注 ”对 外 接 球 半 径 也 有 一 条 性 质 见 本 章 例 13. 

性 质 26 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 它 的 切 点 四 面体 (内 切 球 切 侧面 的 切 
点 ) 为 等 腰 四 面体 ， z 

分 析 ”充分 性 : 设 0 为 四 面体 4BCD 的 内 心 , 亦 即 它 是 切 点 四 面体 4'B8'C'D’' 的 外 
心 . 当 4’B8'C'D' 为 等 腰 四 面体 时 ,由 性 质 2 的 推论 推 之 ， 

性 质 27 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 内 切 球 与 各 侧面 的 切 点 为 
该 面 的 外 接 圆 圆心 . 

性 质 28 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 重心 (或 外 心 ) 在 各 侧面 内 
的 射影 为 该 面 的 外 接 圆 圆心 . 

性 质 29 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 各 侧面 都 具有 相等 外 接 圆 半径 的 锐 
角 三 角形 . 

性 质 30 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 各 侧面 外 接 圆 半径 与 内 切 圆 
半径 之 积 相等 . 

分 析 充分 性 ;在 四 面体 4BCD 中 , 设 BC = a,AC=6b,A4B=c,DA=a,,DB=b,,，, 


pC=c1,R',r 分 别 为 侧面 三 角形 外 接 、 内 切 圆 半径 , 则 一些 一 = 2R'r. 同 理 ， 


a+b+e 
abl ci I al be aibic =2R'rY 
a+blte di+ b+e 他 | 十 由 | 十 民 


由 此 得 ci(a+tec)(6-b)+b(b+a)(ce-e)=0, 
cle+rb)(a-a)+al(lb+a)(c-c)=0, 


效 西 音 关 车 - 攻 蛋 加 进 同和 并 净 O 


清醒 首 世相 下 上 贝克 油 四 水 将 O 


blb+eola-a)+a(la t+c)(b -6b)=0. 
将 上 述 三 式 看 作 以 a - a ,6 -b,c -ci 为 未 知 数 的 三 元 一 次 方程 组 , 它 只 有 唯一 的 一 
个 零 解 . 即 证 . 
性 质 31 四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 四 条 中 线 长 相等 (中 线 长 即 
为 四 面体 的 每 一 顶点 和 对 面 重心 的 连结 线段 长 ).， \ 
分 析 充分 性 :注意 到 中 线 长 相等 及 四 面体 重心 性 质 , 推 得 重心 与 外 心 重合 . 


性 质 32 等 面 四 面体 中 线 长 为 夺 2a + 也 + 7). 
性 质 33 由 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 四 条 中 线 长 的 平方 和 等 于 
R?. z 
分 析 由 性 质 31 及 25 推导. 
性 质 34 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 四 条 高 线 长 相等 ( 即 h, = 
hs = he = ho). 
性 质 35 ”等 面 四 面体 的 过 某 楼 及 所 对 楼 中 点 的 截面 ,就 是 过 此 楼 及 与 所 对 楼 垂直 


的 截面 ,也 就 是 过 此 棱 且 平分 此 棱 所 在 二 面 角 的 截面 . 

性 质 36 在 等 面 四 面体 4BCD 中 , 设 分 别 过 楼 BC 、BD 、CD 上 且 平 分 <c .8、y 的 截面 
面积 为 $,、Ss、S,, 则 3. = 5, * cos 7, 5 = S$,* cos ,5s, = S$, °cos 广 , 且 S。+ 96 + 3 = 
2 

性 质 37 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 其 棱 均 作为 外 接 平行 六 面体 的 侧面 
对 角 线 时 ,平行 六 面体 为 长 方 体 . 

性 质 38 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 在 平行 于 两 对 楼 的 每 一 个 平 
面 上 的 射影 为 矩形 . 

性 质 39 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 的 展开 图 是 一 个 引出 了 三 条 
中 位 线 的 锐角 三 角形 . 

性 质 40 ”四 面体 为 等 面 四 面体 的 充 要 条 件 是 四 面体 内 任意 一 点 到 各 侧面 的 距离 
之 和 为 定 值 . 

分 析 充分 性 ; 设 定 值 为 1, 取 点 为 内 心 时 有 1 =4r, 再 取 点 为 重心 时 有 hh + hs + 
hc + ho =47, 再 由 性 质 25 即 证 . 

7. 正四 面体 

六 条 楼 相等 的 四 面体 为 正四 面体 . 
性 质 1 正四 面体 的 每 个 面 是 正三 角形 .反之 亦 然 . 
性 质 2 正四 面体 是 三 组 对 棱 都 垂直 的 等 面 四 面体 . 
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推论 “正四 面体 是 两 组 对 核 垂直 的 等 面 四 面体 
性 质 3 正四 面体 的 对 棱 中 点 的 连 线 都 互相 垂直 且 相 等 ,等 于 楼 长 的 好 倍 .反之 亦 


真 . 
性 质 4 正四 面体 的 各 楼 的 中 点 是 正八 面体 的 六 顶点 . 
性 质 5 正四 面体 的 每 个 三 面 角 均 是 面 角 为 60* 的 三 面 角 , 因而 都 是 全 等 的 三 面 


角 , 且 每 个 三 面 角 的 特征 值 均 为 !2 , 即 


S(x)=~V 1- cos a — cob co y+20080° cosB" cos 
性 质 6 正四 面体 的 六 个 二 面 角 都 相等 . 若 记 其 大 小 为 9, 则 9 = arceos 于 或 


痪 要 说 己 相生 心 汪 油 合 涉 奖 O 


arcsin 242 .其 道 命题 亦 成 立 ， 
性 质 7 “正四 面体 的 全 面积 是 棱 长 平方 的 /3 借 ,体积 是 校长 立方 的 镑 到 倍 , 即 


Sa = 3a’, y= 

推论 设 $s 为 侧面 三 角形 面积 , 则 

0 = 8* 9 ,cos a= 卫 .学 :snbiy=36o se， 

性 质 8 正四 面体 的 内 切 球 与 其 外 接 球 是 同心 球 , 内 切 球 半径 ， = 4 (等 于 高 线 


的 十); 外 接 球 半径 情 =6a; 两 球面 面积 之 比 为 1:9. 


性 质 9 在 各 类 四 面体 的 比值 R:r 中 ， 以 正四 面体 的 比值 R:r = 3 为 最 小 . 
性 质 10 正四 面体 的 体积 与 其 内 切 球 的 内 接 正四 面体 的 体积 之 比 为 27. 且 若 内 切 


球 半径 为 ">, 则 其 体积 为 8V37. 
性 质 11 正四 面体 的 四 个 旁 切 球 半径 均 相等 ,等 于 内 切 球 半径 的 2 倍 , 即 = 6。 ,或 


等 于 正四 面体 高 线 的 一 半 . 

性 质 12 正四 面体 的 内 切 球 与 各 侧面 的 切 点 是 侧面 三 角形 的 外 心 或 内 心 ,或 重 
心 ,或 重心 .除外 心 外 ,其 逆 命 题 均 成 立 . 

性 质 13 正四 面体 的 外 接 球 球 心 到 四 面体 四 顶点 的 距离 之 和 ,小 于 空间 中 其 他 任 


计生 前 王 民 - 下 性 溢 汪 则 入 闫 O 


一 点 到 四 顶点 的 距离 之 和 . 

分 析 利用 正四 面体 的 外 接 球 球 心 0 是 过 四 面体 的 一 楼 48 与 对 棱 CD 中 后 NN 的 
平面 (共有 六 个 这 样 的 平面 ) 的 交点 的 特性 ,我 们 将 指出 ,如 果 点 P( 空 间 中 任 一 点 ) 不 
在 这 些 平面 之 一 上 即 如 果 它 不 是 0, 则 和 5 = PA + PB + PC + PD 不 是 最 小 .由 此 得 出 
结论 :使 $ 最 小 的 点 位 于 所 有 这 些 平面 上 ,因此 最 小 值 只 可 能 在 点 0 达到 . 

假定 PP 不 在 平面 4BN 上 , 设 1 为 过 PP 平行 于 CD 的 直线 ,因此 垂直 于 平面 ABN, 且 
设 PP 为 1! 和 ABN 的 交点 , 则 PC+ 上 > PC+PpD.D 事实 上 ,全 CPD 和 公 CP'D 有 
相同 的 底 和 高 ,但 后 者 是 等 腰 三 角形 , 它 有 较 小 的 周 长 ,又 

PA>P'A,PB>P'B. 加 
因为 PA 是 Rt 人 A APP' 的 斜 边 , PB 是 Rt 人 BPP' 的 斜 边 ,把 四 和 四 中 三 个 不 等 式 加 起 来 ， 
得 PA+ PB+ PC+ PD>PA+PB+PC+ PD, 这 就 是 我 们 要 证 的 . 

性 质 14 ”四 面体 为 正四 面体 的 充 要 条 件 是 ,存在 五 个 球 与 四 面体 的 六 条 楼 或 其 延 
长 线 相 切 . 

此 性 质 的 充分 性 证 明 见 本 章 例 14. 

性 质 15 ”正四 面体 内 任意 一 点 到 各 侧面 的 垂 线 长 的 和 等 于 这 四 面体 的 高 ， 

性 质 16 ”对 于 四 个 相 异 的 平行 平面 ,总 存在 一 个 正四 面体 ,其 顶点 分 别 在 这 四 个 
平面 上 . 

性 质 17 ”以 正四 面体 的 每 条 楼 为 直径 作 球 , 设 S 是 所 作 六 个 球 的 交集 , 则 $ 中 全 


有 两 点 ,它们 的 距离 为 (6 们 楼 长 . 


性 质 18 ”过 正四 面体 的 一 楼 及 所 对 的 棱 的 中 点 的 截面 面积 与 其 侧面 三 角形 面积 
之 比 为 56 
性 质 19 ”四 面体 为 正四 面体 的 充 要 条 件 是 ,其 棱 均 作为 外 接 平 行 六 面体 的 侧面 对 
角 线 时 ,平行 六 面体 为 正方 体 : 
性 质 20 ”四 面体 为 正四 面体 的 充 要 条 件 是 ,其 共 顶 点 三 楼 作为 外 接 平 行 六 面体 的 
楼 时 ,平行 六 面体 为 一 个 三 面 角 面 角 均 为 60° 的 菱形 六 面体 . 
性 质 21 ”四 面体 为 正四 面体 的 充 要 条 件 是 ,四 面体 在 平行 于 两 楼 的 每 一 个 平面 上 
的 射影 是 正方 形 . 
性 质 22 ”四 面体 为 正四 面体 的 充 要 条 件 是 ,四 面体 的 展开 图 是 一 个 引出 了 三 条 中 
位 线 的 正三 角形 . 
性 质 23 正四 面体 每 条 高 的 中 点 与 底面 三 角形 三 顶点 均 构 成 直角 四 面体 的 四 项 
点 , 且 高 的 中 点 为 直 三 面 角 顶 点 . 
性 质 24 正四 面体 是 垂 心 四 面体 (四 条 高 共 点 的 四 面体 ) , 且 四 面体 的 垂 心 .重心 、 


内 心 .外 心 这 四 心 合 
性 质 25 设 P 为 正四 面体 4 424344 的 外 接 球 面 上 任 一 点 ,R 为 该 球 的 半径 . 


(1)% pA? =8R; 
(IT) 著 另 | ， 开 2: Be 分 别 为 A As, A A,, A 4A,, dd AA, AlA, 的 中 点 ， 则 


> PB? = 8R’; 
( 亚 ) 若 0; 为 4 所 对 面 的 中 心 (i=1,2,3,4), 则 PO? = 合肥. 
证 明 《 工 ) 设 0 为 正四 面体 4,4,4;4 的 中 心 , 则 
0 =0, 于 是 PA = P= (0 -OF) 
= (04?+ OP’) -2 请. O08: =8R’. 
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(了 1) 由 名 O80=0, 及 10B,1*=100.1+410;B8.1?= 寺 恨 ， 
有 PB = PB = (OB -0F) =8R. 

(看 ) 由 半 其 =0 及 100 = 二 尼 ， 
有 » PO? = > Po? = S00 - 0B) = 0. 

性 质 26 设 0 为 正四 面体 4,4,4;4, 的 内 切 球面 上 任 一 点 ,r 为 内 切 球 半径. 

(1) S04? =407; 

(II) B, 同性 质 25 中 所 设 , 则 立 0B? = 247; 

( 且 )0, 同性 质 25 中 所 设 , 则 于 00; = 8 . 

证 明 (了 ) 由 岂 天 =0, 有 立 04 = 立 (08 - 欧 ) 即 证 ; 

(I) 由 立 0 了 =0, 及 0B;1?=377, 有 QB =- SOB - 06) 即 证 ; 

(型 ) 由 立 天 =0 及 1001= ,有 立 003 = 了 (55 - 欧 ) 即 证 ， 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 四 面体 4BCD 的 4 条 高 44,, BB,, CC, DD, 相交 于 百 点 (4 ,Bi ,CD 分 
别 为 垂 足 ) .三 条 高 上 的 内 点 4,, B,, C, 满足 A4,: 44 = 8B, : B,B,) = CC,: C,C, =2: 
1 .证 明 H, A,,B,,C,,D 在 同一 个 球面 上 . (第 21 届 全 俄 竞赛 题 ) 
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证 明 设 必 是 全 ABC 的 中 线 44;, CC; 的 交点 .下 证 ; 谣 , 4;,B,,Cs,Di 及 HH 这 6 
点 在 以 MH 为 直径 的 球面 上 .由 M4A:A4A = A,4:A414 =2:3, 以 及 人 人 M44, = 人 人 43A4， 
知 全 MA4; 中 会 A3Ah1, 所 以 M42 / 4h;h1. 因 为 44: | 面 BCD, 所 以 44 | 441, 从 而 
MA, | A 4, MA,H =90°. 同 理 ,MB,H = /MC,H = 0°. 

又 DD, 是 四 面体 的 高 ,所 以 DD, 」 MD,, 即 MD, 8H=90°. 因 此 M ,4,,B,,C,,D， 
万 在 以 WE 为 直径 的 球面 上 . 

例 2 设 E,F,G,H,1,J 分 别 是 四 面体 4BCD 的 三 对 对 楼 4B 和 CD,AC 和 BD, 4D 
和 BC 的 中 点 . 试 证 :这 六 个 中 点 在 同一 球面 上 的 充 要 条 件 是 这 三 组 对 校 互相 垂直 . 

证 明 如 图 23 -9, 易 见 四 边 形 ELFJ 是 平行 四 边 形 ， 
EF 与 万 互相 平分 , 即 过 EF 的 中 点 0. 同 理 , GH 也 过 
EF 的 中 点 , 故 EF, CGH, 了 1 共 点 于 0. 

必要 性 ; 设 这 六 个 中 点 在 同一 球面 x 上 .由 EFJ 是 平 
行 四 边 形 , 令 其 所 在 平面 为 a, 则 ELFJ 是 a 与 7 的 交 线 8 
( 圆 ) 的 内 接 平 行 四 边 形 ,从 而 是 矩形 ,于 是 到 上. 而 
EI// BD, IF// AC,M)] BD | AC. 

同 理 ,4D | BC,4B CD. 图 23-9 

充分 性 : 设 4B8_L CD,AC]BD,A4D | BC. 由 ACL BD, 可 知 JF | ,从 而 已 E1FJ 是 
矩形 ,BEF = 万 . 

又 0 是 EF, 林 的 中 点 , 则 0 = 0F = 01= 0J. 

同 理 , OE = OF = 06G = OH .故人 以 0 为 球 心 , OE 为 半径 的 球面 必 过 各 棱 中 点 . 

例 3 已 知 正三 棱锥 忆 - 4BC 的 各 条 棱 长 都 相等 ,过 它 的 高 DH 作 一 个 平面 ,与 三 
个 侧面 所 在 平面 都 相交 ,所 得 三 条 交 线 与 底面 的 夹 角 分 别 为 a,B,Y. 求 证 : tana + 
tan’ B+ tan 7y = 12. 

证 明 设 所 作 平 面 与 侧面 DBC, DC4 , D4B 的 交 线 
分 别 是 DM, DN, DP, 则 人 DMH = a, 人 DNH = 8， 
人 DPH = y, 如 图 23 -10. 

设 > 为 正人 4BC 的 内 切 圆 半径 , 则 

DH? = DA’ - AW? = 8r’. 

在 Rt 全 DMH ,Rt 人 DNH ,Rt 和信 DPH 中 ,有 

tana + tan’ B + tan: y - 2 + D+ 

8r” 8r 8 
ME NH PH 


在 全 ABC 所 在 平面 中 , 豆 为 其 入 4BC 的 中 心 , M,N,P 是 过 点 H 的 任 一 直线 与 直 
线 BC, C4 ,4B 的 交点 ,从 互 点 作 三 边 BC, C4 ,48B 的 垂 线段 HY, HY,H2, 则 HX = HY= 
HZ =r. 令 人 MHX = gg ,人 NHY= 9, 人 PHZ =4, 则 上 述 等 式 右边 可 化 为 


Cos P+ cos 0 + cos A =. 


而 人 XHY = 人 YHZ = 120°, 则 p+ 0=120°,6+ 和 +120?=180°, 于 是 


cos 9 + cos’ 0 + cos: A = (1+ cos29 +1+ cos20 + 1+ cos22) 


于 
林 
匹 
克 
娄 
学 
中 
的 
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= 了 3+ (cos2p + cos2A) + cos20 
= 与 +2.cos(180* ~ 20)+cos60° + cos20 = 六 . 

破 tan’o + tan’ P+ tan’ Y = 12. 

例 4 三 棱锥 万 - 4BC 中 ,AD=a,BD=b,4B= CD=e， 
用 DB + /BAC + /DAC = 180, 一 DB4 + /ABC + /DBC = 
180?. 求 异 面 直 线 4D 与 BC 所 成 的 角 . 

解 将 三 榨 锥 D - 4BC 侧面 沿 各 条 楼 前 开 后 展 在 底面 所 
在 平面 上 ,如 图 23 - 11. 

由 人 DAB + LBAC + LDAC = /DAB + /BAC + 用 一 站 
~ DAC= 180°, 知 DD, 用 ,DD, 三 点 共 线 . 同 理 ， D ya D, 三 点 共 
线 . 

由 4D, = 4D:,BD = BD,, 知 4B 是 人 Di D,D, 的 中 位 线 , 即 Dp,D, =24B =2c. 而 
CD, = CD; = c, 从 而 D, ,C,D 三 点 共 线 . 

从 而 人 4BD 多 入 BCD: 饶 人 4CD, , 即 三 棱锥 是 等 面 四 面体 .由 等 面 四 面体 性 质 1， 


于 是 异 面 直线 4D 与 BC 所 成 的 角 是 arceos el 


例 5 正四 面体 和 正四 棱锥 的 侧面 全 等 ,因此 它们 的 侧面 可 

以 彼此 重合 .试问 :拼合 成 的 多 面体 有 几 个 侧面 ? 
(第 19 届 全 俄 竞 赛 题 ) 

解 ” 如 图 23 - 12, 给 定 的 四 棱锥 为 P- 48CD ,i 是 面 PA4D 与 
面 PBC 的 交 线 ,点 在 1 上 ,使 得 EP = 4D = BC, 则 PABE 是 侧 pA 
面 与 四 棱锥 侧面 全 等 的 四 面体 ， 

事实 上 ,FEPABC 且 本 与 BC 相等 , 即 PEBC 是 平行 四 边 形 . 
义 PC = BC, 故 PEBC 是 菱形 . 同 理 , PE4D 也 是 菱形 ,因此 四 面体 PABE 的 所 有 楼 都 相 


图 23-11 
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等 .由 上 即 EPDABC 是 符合 题 设 条 件 的 多 面体 , 它 有 5 个 侧面 . 
例 6 四 面体 存在 楼 内 切 球 ( 与 六 条 楼 都 相 切 ) 的 充 要 条 件 是 该 四 面体 的 三 组 对 楼 


之 和 相等 . 

证 明 ”必要 性 :如 图 23 - 13, 设 四 点 ,FF,G,H, M,N 分 别 为 
四 面体 48CD 校内 切 球 与 各 楼 的 切 点 ,由 球 的 切线 长 性 质 ,从 每 个 
顶点 出 发 的 三 条 切线 长 相等 . 易 验证 ,有 

AB + CD= AC + BD= AD+ BC. 

充分 性 : 设 入 4CD 的 内 切 圆 为 @0,, 公 BCD 的 内 切 圆 为 @0,, 
且 ac,8 分 别 为 过 0, , 0; 与 两 面 垂 直 的 直线 .下 证 ac, 一定 区 于 一 
点 D, 为 此 只 需 证 明 加 0, 与 种 0, 切 于 CD 的 同一 点 . 

若 信 0 与 @@0, 分 别 切 CD 于 M,N 两 点 ,由 AD + BC= AC+ 
BD,€(AF + FD)+ (BH+ HC)=(AE + EC)+(BG+ GD),BN DF + HC = CE + DG,T 
DM + CN= CM+ DN, 所 以 (DM - DN)+ (CN CM)=0, 即 2MN =0, 亦 即 计 与 N 重 
合 . 故 a,b 交 于 一 点 0, 且 0 到 除 4B 外 的 各 楼 距离 均 相 等 . z 

同 理 可 证 , 任 两 面 的 过 内 心 的 垂 线 交 于 一 点 ,因此 它们 必 交 于 点 0 ,而 0 到 六 条 校 
的 距离 相等 ， z 

注 1. 类 似 于 例 6, 可 证 得 :四 面体 4BCD 存在 面 BCD 的 楼 旁 切 球 (与 人 BCD 的 三 
边 相 切 , 且 与 棱 4B,AC ,4D 的 延长 线 相 切 的 球 ) 的 充 要 条 件 是 ,从 顶点 4 引出 的 任 两 
棱 之 和 等 于 两 对 楼 之 和 , 即 有 4B + AC = CD + BD,AB+ AD= CD+ BC,AC+ AD= 


图 23-13 


| BD+ BC. 


2. 由 例 6 及 上 述 结论 ,我 们 有 结论 :四 面体 有 一 个 楼 内 切 球 和 一 个 楼 旁 切 球 的 充 
要 条 件 是 ,该 四 面体 为 正三 棱锥 (或 正 等 历 四 面体 ), 其 证 明 参 见习 题 A 第 1 题 ， 


【 解 题 思维 策略 分 析 ) 


1. 注意 立体 几何 中 几 个 基本 定理 诸如 三 垂 线 定理 .射影 定理 等 的 应 用 

例 7 在 四 面体 ABCD 中 ,一 5DC 是 直角 ,由 D 到 和 公 ABC 所 在 的 平面 的 垂 线 的 垂 
足 瑟 是 全 ABC 的 重心 .证 明 ;(4B + BC + C4) <6(AD? + BO + CD ) ,并 指出 对 于 哪 一 
种 四 面体 ,上 面 的 等 号 成 立 . (IMO - 12 试题 ) 

证 明 如 图 23 - 14, 分 别 连结 4H, CH ,延长 后 交 BC ,4B 于 E,F. 

因为 五 为 全 4BC 的 垂 心 ,所 以 4B_| CF. CH 是 CD 在 平面 4BC 内 的 射影 , CH Cc 
CF;, 故 由 三 垂 线 定理 知 4B_| CD. 

又 CD 有 D, 所 以 CD 面 4BD, 从 而 CD | 4D. 

再 由 BC 44, 及 三 垂 线 定 理 知 BC 上 4D, 则 4D 1 面 BCD ,从 而 又 有 AD_| BD. 
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因此 四 面体 48CD 是 直角 四 面体 ,于 是 有 AD? + BD* = 
AB’*, BD + CD = BC CD + AD: = C4? .三 式 相 加 ,有 

6( AD’* + BD + CD’)=3(AB’ + BC + CA’). 

但 3(AB? + BC2 + CCA?)>(AB+ BC+ CDY, (x*) 

故 (AB+ BC+ CA) <6(AD’ + BD + CD’). . 

由 于 ( * ) 式 中 等 号 当 且 仅 当 4B = BC = C4, 即 信 4BC 为 正 
三 角形 时 取得 , 故 所 证 不 等 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 和 4BC 为 正三 
角形 时 成 立 . 

例 8 (1) 证 明 : 如 果 给 定 四 面体 的 六 个 二 面 角 ( 即 两 面 之 
间 ) 相 等 ,那么 ,这 个 四 面体 一 定 是 正四 面体 ， 

(2) 如 果 五 个 二 面 角 相 等 ,这 个 四 面体 一 定 是 正四 面体 吗 ? 

(第 7 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

解 (1) 设 四 面体 4BCD 的 六 个 二 面 角 都 相等 , 易 知 各 二 
面 角 的 度数 小 于 9%0。, 因 此 ,四 面体 4BCD 的 每 个 顶点 在 对 面 
的 射影 应 在 对 面 的 三 角形 内 ,如 图 23 -15. 设 4 在 全 BCD 所 
在 平面 的 射影 为 0, 作 0E | BC 于 E, 作 OF | CD 于 下 , 连 
AE, AF ,WM AEO = / AFO. 

由 Rt 全 AE0 名 Rt 人 AFO0, 有 AE = AF. 

又 由 三 垂 线 定理 , 知 4E | BC,AF._| CD, 所 以 RtA4CE 呈 
RitA4CF, 故 一 4CB = 一 4CD . 图 23 - 15 

同 理 , BCD = 一 4CD .故人 4CB = 一 4CD = BCD . 即 过 顶点 C 的 三 个 面 角 均 相 
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等 . 

同 理 , 这 四 面体 4BCD 的 其 余 三 个 顶点 的 三 面 角 的 面 角 均 相等 , 设 顶点 4,B,C,D 
的 相等 的 各 面 角 记 为 ay8,7Y, 人 G. 由 a+B+7Y=180=a+t+p+ ,得 y= . 同 理 w= 有 = 
Y=6, 即 各 面 为 正三 角形 ,结论 获 证 . 

(2) 如 果 有 五 个 二 面 角 相等 ,还 不 一 定 是 正四 面体 .例如 , 作 四 面体 4BCD , 使 
LABC= /CBD= /DBA= /ACB=/ DCA=40°,7 BAD= /CAD=/ CDA= /BDA= 
70?, 了 BA4C = 一 BDC = 100?, 这 样 的 四 面体 显然 存在 , 且 除 二 面 角 B - 4D - C 外 ,其 他 
五 个 二 面 角 都 相等 ,但 不 是 正四 面体 . 

例 9 四 面体 的 内 切 球 与 三 个 界面 的 切 点 分 别 是 它们 的 内 心 .重心 和 重心 .证 明 ， 
该 四 面体 是 正四 面体 ， (第 23 届 全 俄 竞 赛 题 ) 

证 明 如 图 23-16, 设 0 是 内 切 球 心 , 0, 是 全 4BC 的 内 心 , 吾 是 AhCD 的 垂 心 ， 
M 是 从 4ABD 的 重心 , 0, ,日 ,MM 是 内 切 球 与 四 面体 的 切 点 ， 
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设 入 48BC 的 内 切 圆 0 切 三 角形 的 边 BC，, CA, 4B 
分 别 于 41,B, GC, 则 04 = 018 = O01C,. 因 此 ， 
Rt 和 004, 于 RitAO008 各 Rt 人 和信 001,0. 由 此 得 
040| = 一 08, 0 = 0C0, = 9. 同时 0,4 | BC， 
所 以 由 三 垂 线 定理 , 知 04, | BC, 即 面 BOC 与 面 BO,C 
的 夹 角 为 pg. 

另 一 方面 , 面 BOC 是 面 BDC 与 面 BC 所 成 的 二 面 
的 平分 面 (0 是 内 切 球 心 ), 所 以 面 BDC 与 面 MC 所 成 
的 二 面 角 为 29. 同 理 , 面 4DC , 面 4DB 分 别 与 底面 ABC 图 23 -16 
所 成 的 二 面 角 均 为 2p. 因 此 ,点 0 在 底面 4BC 的 射影 
0 与 边 4B, BC 和 C4 的 距离 分 别 相 等 ,又 点 0 ,C 在 4B 的 同 侧 ; 局 0',B 在 4C 同 侧 ; 
点 0' ,4 在 BC 同 侧 ,所 以 0' = 0, , 即 DO, 是 四 面体 的 高 . 

因为 4B8 | 0OC 和 451 DO, 所 以 48 面 DO,C; .过 0 点 分 别 向 DB 和 DC, 引 
牌 线 0H, 和 OHM ,那么 0H, | 面 4DC .因为 0H, | DB 及 08 | AC(AC| 面 DOBI )， 
即 是 说 = 五, 即 HE DB, . 同 理 , OM, | 面 4DB, 即 Mi = M, 亦 即 ME DC, ,于 是 直线 
DM 同时 是 全 4DB 的 中 线 和 高 ,因此 4D = DB ,进而 40, = B80,, 因 此 , 4C = BC, 于 是 
C, O01 ,Ci 在 一 直线 上 . 

由 三 垂 线 定理 , CO_| 4D(4B | 面 4DC,CH 4D), 此 外 ,CO 4B(4B 1 面 CDC,)， 
所 以 CO 面 4DB. 由 于 ONY | 面 4DB ,所 以 点 0 在 CM 上 ,由 此 得 点 型 是 人 4DB 的 内 
心 .考察 人 CDC ,DO 和 CM 分 别 是 它 的 高 , C,0 是 角 平 分 线 , 所 以 C10 = CC, 由 此 
得 C10.:0.C= CM: MD =1:2, 公 4BC 和 和 A4DB 的 内 心 分 别 是 它们 的 重心 ,所 以 
入 ABC 和 和 4DB 都 是 正三 角形 . : 

由 上 知 ,棱锥 的 高 过 底面 正和 4BC 的 中 心 ,所 以 四 面体 是 正 的 . 

2. 析 取 平面 图 形 , 突出 问题 的 平面 特征 

例 10 已 知 正 三 棱锥 5 - 4BC 的 高 SO =3, 底 面 边 长 为 6, 过 4 点 向 它 所 对 的 侧面 
SBC 作 垂 线 , 垂 足 为 0' ,在 40" 上 取 点 P, 使 4P: PO’ =8. 求 过 己 点 且 平 行 于 底面 的 截 
面 的 面积 . (1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 如 图 23-17, 取 BC 中 点 九 , 由 正三 棱锥 的 性 质 , 知 0' 在 SD 上 .0 为 人 4BC 的 
重心 , 故 0 在 4D 上 .可 以 析 取 公 SAD 进行 考察 , 设 过 P 平行 于 底面 的 截面 a 交 SD 于 


RR, 因 弄 因 2 的 面积 - 38 , 故 只 须 求 出 SR 与 SD 的 比 即 可 求 出 截面 c 的 面积 


而 SR: SD 可 通过 具体 计算 SD 与 RD 获得 .事实 上 , SD = SO02+0D2 =2V3， 
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又 入 =- 团 :0D= 贸 "如 =3V5, 从 而 RD=44/3,SR= SD - RD=2V3, 故 所 


AD SD 2 3 
求 截面 面积 为 /3. 
例 11 四 个 半径 为 1 的 球 彼此 相 切 ,三 个 在 地 板 上 ,第 四 个 在 它们 上 面 , 一 个 边 长 
为 5S 的 四 面体 的 面 与 这 些 球 都 相 切 , 求 $. (IMO - 29 预选 题 ) 


图 23-18 
解 ” 四 个 球 的 球 心 是 边 长 为 2 的 正四 面体 的 顶点 . 设 该 四 面体 为 4BCD ,过 4 的 高 
交底 面 BCD 于 C, 则 6 为 全 BCD 的 重心 . 取 BC 的 中 点 ,析出 平面 图 形 个 AEC ,如 图 
23— 18， 
与 球 都 外 切 的 四 面体 各 面 到 球 心 四 面体 4BCD 相应 各 面 的 距离 箔 为 1 ,仍然 是 一 
个 正四 面体 .于 是 ,将 人 和信 AEG 扩展 为 该 四 面体 中 相应 的 人 4, EG ,这 只 须 分 别 作 AE/ 
AE,El G1/ EC ,平行 线 间 距离 皆 为 1, 即 得 人 4 已 ci ,通过 和 456 求 出 和信 4, EiG, 的 
边 ,从 而 求 出 SS. | 
事实 上 , 易 见 AE -4c =YV3, EG = 志和 全 = 室 ， AG = AE’ - EC 


AM4 = =3,A1G1=A1A+AG+ CC, =4+ 6, 


中 
ds 
ch 

D> 


离 互 说 关东 姓 尾 江 证 同 并 沽 oO | 


心 ,Hr' 为 D 在 平面 4BC 上 的 射影 .求证 :4BCD 为 等 面 四 面体 , 且 O8 = OF . 


bt 
ky 


例 12 四 面体 4BCD 的 外 接 球 及 内 切 球 两 球 有 共同 的 中 心 0, H 为 全 4BC 的 垂 


(1985 年 英国 竞赛 题 ) 


23-19 

证 明 如 图 23 -19, 设 r,R 分 别 为 四 面体 4BCD 内 切 .外 接 球 半径 , 0' 为 内 切 球 与 

面 ABC 的 切 点 . 
在 Rt 全 00'4 中 ,04=v R -rr, 这 样 的 点 0' 与 面 4BC 的 各 顶点 等 距离 ,所 以 0 

点 即 为 全 4BC 的 外 心 ,由 此 即 知 四 面体 各 面 外 接 圆 半径 为 v Re -7 ,它们 的 圆心 宵 在 
ee 在 人 4BC 与 人 CBD 中 ,由 正弦 定理 ,有 


. BC 人 . 
BAC=— Eo—, BDC = 一 一 一 ,所 上 BAC = BDC, 
sin a Sin 所 以 sin 二 sin 


而 0< 一 B4C， LBDC < ,区 BAC = BDC = a. 同 理 , ABC = 人 ADC = 有 ， 


LACB = /ADB = 6,/ ABD a y, LBAD= LBCD=e,LCAD= /CBD= 9, 所 
以 w+pB+S=r8+7Y+OD=T, 从 而 e+28+ 人 +Y+Pp= 2 
又 y+G+e=mra+e+gp=Tr 从 而 w+G+YyY+26+9=2X， 
由 上 得 8=s, 故 ABC = 一 BCD ,所 以 锐角 个 4BC 和 锐角 和 公 DCB 全 等 . 
同 理 , 四 面体 4BCD 的 任 两 个 侧面 全 等 . 故 四 面体 4BCD 为 等 面 四 面体 . 
作 DE | AB 于 E,CF | A4B, 则 Rt 人 ADE Rt 人 BCF ,从 而 AE = BF 
析 取 底面 人 4BC, 设 HF 中 点 为 5, 作 ST 4B 于 T, 则 E87 = TF, 所 以 A4T = BT. 故 
5 在 AB 的 中 垂 线 上 . 
同 理 ,$ 在 4C, BC 的 中 垂 线 上 ,所 以 5 为 全 4BC 的 外 心 ,因此 $ 即 为 四 面体 ABCD 
的 外 接 球 球 心 0 在 面 4BC 上 的 射影 0'(0 也 是 四 面体 48CD 内 切 球 球 心 , 0' 也 是 此 内 
切 球 与 面 4BC 的 切 点 ). 
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因为 00' 上 面 4BC , 00 | WH, 所 以 08 = 05 

注 ”此 题 前 半 部 分 的 条 件 也 是 必要 的 ,由 此 即 证 等 面 四 面体 性 质 22. 

3. 运用 类 比 、 转 化 ,寻找 数量 关系 比较 集中 的 解剖 图 作为 突破 口 

例 13 四 面体 4BCD 的 三 组 对 楼 长 分 别 为 g 与 a',4b 与 8,c 与 c' ,其 外 接 球 半径 
为 民 . 试 证 ;16 开 =@+e2 十 切 二 六 2 二 ee 的 充 要 条 件 是 a = a',b= b,c= Ce” . 

证 明 如 图 23-20, 设 0,G 分 别 为 四 面体 4BCD 的 外 心 和 重 
心 ,延长 4 交 面 BCD 于 对 ,延长 BM 交 CD 于 已, 并 记 4B = c， 
[六 =a4C=bBD=1 4D=c,BC=o 在 Adcnpn 和 人 PFCD 中 


应 用 中 线 长 公式 ,在 人 4BE 中 由 斯 特 瓦尔 特定 理 ,有 4E? = 二 


[+ 07) -a9], BE? = [20 + eo?) - oa] 2 = 4 


[3(24E* + a?) -2BE?], 得 AM* = 计 [3(a2 + bt) - (ao2 1 
5 + ce)]. 

又 OUW2 =[9R - (a+b +07)]. 

在 全 40M 中 ,由 斯 特 瓦尔 特定 理 有 

0G’ = 让 [4(30M + R*) — 3AM?] = ie[16R* - (CatalT+t+ +B +co+e}]. 

因此 0 与 G 重合 16RR=04o +b +b i++e. 

车 0 与 6 重合 ,有 AG: CM =3:1,4AG? =( 守 AM》 = 让 [3(a ta +b +b +c + 
c…) -4(a”+ b+c )]. 同 理 , 有 

BC = 区 [3(o ta +h +b +c +t+c)-4(a + b+c)], 


CC- = 让 [3(o: +G@ +b +b re +c)-4(o0 +b"? + c€)]，, 

DC = je[3(o2+ a +b +b te +c)_ 4Ca +b+ da 

注意 到 4G = BG = CG = DC = RR, 得 bec:=b + Ca +e =a +e,a t+ 
5 = 时 + 天 故 有 ec= ca=0 ,b=b. 

反之 ,把 你 三 a ,b= b' ,c= e 代 入 [ 其 ) 式 , 即 证 . 

例 14 设 一 个 四 面体 S4BC 具有 如 下 性 质 :存在 五 个 球 和 它 的 棱 SA, SB, SC, AB, 


BC, C4 或 其 延长 线 相 切 .求证 ;:( 工 ) S4BC 是 正四 面体 ;( 卫 ) 反 之 ,对 每 一 个 正四 面体 
都 有 这 样 的 五 个 球 存在 . (IMO -7 试题 ) 


内 互 洁 定 要 后 恬 溉 二 则 入 汪 Oo 


磨 剖 仿 喧 避 忆 改 潍 测 问 条 奖 0 


证 明 ”如 图 23 - 21, 设 球 避 和 四 面体 $4BC 的 六 条 楼 或 其 延长 线 相 切 , 则 之 和 四 
面体 SABC 各 侧面 各 截 成 一 个 圆 , 这 贺 是 对 应 面 上 三 角形 的 内 切 圆 或 旁 切 圆 , 而且 与 茶 
一 楼 相 邻 的 两 个 面 上 的 圆 切 于 该 枝 上 同一 点 . 


图 23-21 

( 工 ) 考 虑 以 下 两 种 可 能 情况 ; 

(a) 球 和 六 条 楼 所 在 线 的 切 点 都 在 楼 上 .这 时 球面 沁 必 过 某 一 面 如 公 ABC 内 切 贺 
与 三 边 的 切 点 P,0,R, 而 且 还 通过 人 S48B 内 切 贺 与 $4 的 切 点 了 .由 于 P,Q,R,T 不 在 
同一 直线 上 , 故 T 与 P,0,R 不 共 面 ,过 D,0,R,T 可 确定 一 个 唯一 的 外 接 球 ,所 以 在 
这 一 情况 下 , 球 是 唯一 的 . 

(b) 车 球 与 一 边 的 切 点 在 四 面体 外 ,可 证 明 这 样 的 球 不 超过 四 个 , 且 每 一 面 对 应 一 
球 . 

设 S44=a’,SB=4b',SC=e',BC=a,AC=b,4B=c, 并 设 7 ,M,N,P,0,R 是 在 
情况 (a) 下 球 和 这 六 条 楼 的 切 点 , 则 ST = SM = SN, AT = 40Q = AR, BM = BP = BR, 
CN= CP= CO.X AT+ TS= AS,BP+ PC= BC, ,Ma ta=b +b=e +e. 

现在 考察 在 情况 (b) 下 对 应 于 公 S48B 那 一 面 的 球 .这 时 , ST - AT = SA, SM - BM = 
SB, AR+ RB = AB, 而 HB SN - CN = SC, BP + PC= BC,AQ+ QC= AC, 从 而 a -a= 
-b=c-c', 于 是 得 a =b =ece,a=b=e',， 

再 考察 对 应 于 全 ABC 那 一 面 的 球 , 可 得 a =68=c, 所 以 a’=b=c =a=65=c, 即 
SABC 是 一 个 正四 面体 . 

(IT) 设 s4BC 是 正四 面体 , C 是 它 的 重心 (车 E,F 分 别 是 AS 和 BC 的 中 点 , 则 C 
是 EF 的 中 点 ),G 点 和 各 条 楼 等 距离 , 故 可 作 一 内 切 球 . 

如 果 以 5G 为 轴 , 把 S4BC 旋转 120?, 则 5,G 两 点 不 变 ,4 移 至 B,B 移 至 C,C 移 
至 4, 故 原 四 面体 和 经 过 这 样 变换 的 四 面体 是 一 样 的 .由 此 知 以 SG 上 任意 一 点 为 中 心 
的 球 车 与 $4 相 切 , 亦 必 与 5B, SC 的 延长 线 相 切 ;车 与 4B 相 切 , 亦 必 与 4C, BC 相 切 . 

在 对 应 于 全 S48B 的 平面 上 , 作 一 S4B 的 外 角 平 分 线 ,过 此 线 作 平面 使 垂直 于 合 
人 AS4B 的 平面 . 若 蕊 是 所 作 平面 和 36 的 交点 , 则 区 和 S4, 4B 等 距离 ,以 下 为 球 心 可 
作 一 个 适合 情况 (b) 的 球 . 另 三 个 适合 情况 (b) 的 球 可 以 同样 作出 . 


例 15 设 A,4,4;A44 是 一 四 面体 ,$ ,SS: ,，S; ,3 分 别 是 以 4 ,4;,4;,44 为 球 心 的 
球 ,它们 两 两 相 切 .如 果 存 在 一 点 0 ,以 这 点 为 球 心 可 以 作 一 个 半径 为 r 的 球 与 $S, , 5,， 
$; , $4 都 相 切 ,还 可 以 作 一 个 半径 为 R 的 球 与 四 面体 的 各 校 都 相 切 .求证 :这 个 四 面体 
是 正四 面体 . (CMO -2 试题 ) 

证 法 1 把 问题 类 比 到 平面 上 来 考虑 ;:“ 人 和 公 414,4; 中 , 5， 
5, ,5; 分 别 是 以 4 ,4; ,4; 为 圆心 的 圆 ,它们 两 两 相 切 .如 果 存 
在 一 点 0 ,以 这 点 为 圆心 可 以 作 一 个 半径 为 r 的 圆 与 9 , 5,， 
S$; 都 相 切 ,还 可 以 作 一 个 半径 为 R 的 图 与 人 A 4; 4 的 各 边 相 
切 , 则 全 4)4,4; 是 正三 角形 .” 

考察 这 个 命题 , 先 设 $ ,5,, 5S; 两 两 外 切 .(i) 着 @O(r) 与 
Si ,5S, 93 均 外 切 , 如 图 23 -22, 设 OO(R) 为 全 4 4,4; 的 内 切 
圆 ,与 4,4; 切 于 也. 令 $ ,5S,, 5S; 的 半径 分 别 为 7 ,7r,, rn, 若 
A.D > 7;,Bly (r+ r2)” -RR > r=AD < ,BV (r+r) -Re < cd 和 < 症 
Ss (rE r ,于 盾 . 同 样 4,D < 不 成 立 . 故 V(r+ 疡 大- 到 = 妃 , 即 
rfr+2r)= 民 . 同 理 r(r+2r)=r(r+2r)= 开 一 r=m=m 从 而 A44,4; 为 正三 
角形 《ii 若 牟 0(r) 与 $ ,3 ,3 均 内 切 ,类 似 于 (i) 仍 可 证 明和 他 4, 4;4; 为 正三 角形 .如 
果 5S,, 5,,S; 中 有 一 对 外 切 ,两 对 内 切 , 则 易 证 点 0 必 在 人 4,4;4; 外 ,过 0 不 能 作 它 
的 内 切 圆 ,因而 命题 的 条 件 不 成 立 . 

现在 考虑 原 命题 . 9, , 9 , S; ,Ss 两 两 外 切 时 ,用 完全 类 似 的 方法 可 推 得 人 4, 4, 4;， 
… ,人 4,4;4。 缘 为 正三 角形 , 故 四 面体 4, 4,4, 4 为 正四 面体 . 若 $  ,$。, 8$, , 8, 不 两 两 
外 切 ,类 似 于 上 面 的 讨论 地 可 知 不 能 作出 球 0( 员 ) 与 六 条 楼 相 切 

证 法 2 先 考 虑 以 0 为 球 心 ,半径 为 + 的 球面 P 与 5S,, 5S;,5, 5 都 外 切 的 情形 . 


设 球面 3 5 的 半径 分 别 为 7 2 34 ra; 球面 SI Nr 两 两 外 切 的 切 点 为 B, . 


C,D, 则 8,C,D 必 分 别 在 A414,, 4,4,, A3A! 上 ,和 且 有 A1,B= AD=r,A,B= A,C= 
rz ,43 = AD= r ,如 图 23 -~ 23， 

而 面 4, 424: 蕉 以 点 0 为 球 心 且 半 径 为 R 的 球面 0 所 得 的 截面 圆 BP CD' 是 
公 4,4,4; 的 内 切 圆 , 它 在 4, 4,, 4,4;,4;4! 上 的 切 点 分 别 为 B,C',D’', 从 而 41B” = 
A1D’,A,B’ = A,C’ ,A3D' = AsC' .因为 A414, = A1B+ BA4A,= A,B' + B'A,, 

AsAys = AC+ CAs= AsC’ + CA,,AsA = AD+ DA, = A,D’ + D’'A,, 


所 以 A1B= 方 (Ai4; + AlA, —- A,A,), A B' = 六 (4 人 + 有 44 一 A, A, ). 
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图 23 -23 

又 B 和 B’ 都 是 414, 的 内 后, 所 以 B=B. 
同 理 C= C',D = 及 .这 表明 ,球面 51,5,,5;,54 两 两 外 切 的 切 点 与 球面 Q_ 和 各 

楼 的 切 点 分 别 重合 . 
下 面 通过 计算 来 证 明 四 面体 各 面 均 为 正三 角形 .过 点 4 , 4, 和 0 作 截 面 如 图 . 0B 

是 球面 5, 和 5, 的 公 切 线 , 且 0B = RR, 则 由 切割 线 定理 ,有 R=r(r+2r)=r(r+ 
27,), 则 z=. 同 理 划 =r=7r=r. 从 而 414, = A1A3= AlAs = 4243 = A,As = 4344. 
即 四 面体 4, 4; 4 44 是 正四 面体 ,至 于 球 P 与 球面 51, 5,, 53,54 都 内 切 的 情形 ,证 明 
是 类 似 的 , 故 原 题 得 证 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 试 证 : A 
锥 (或 正 等 腰 四 面体 ) . 
2. 已 知 三 棱锥 5 - 4BC 的 底面 是 以 4B 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 ,34 = SB = SC=2， 
AB =2, 设 $5,4,8B,C 四 点 均 在 以 0 为 球 心 的 某 个 球面 上 , 则 点 0 到 平面 4BC 的 距 
离 为 ， (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
一 个 球 与 正四 面体 的 六 条 楼 都 相 切 , 若 正四 面体 的 校长 为 a, 则 这 个 球 的 体积 是 _ 
(2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
4. 已 知 将 给 定 的 两 个 全 等 的 正三 楼 锥 的 底面 粘 在 一 起 ， 恰 得 到 一 个 所 有 二 面 角 都 相等 
的 六 面体 ,并 且 该 六 面体 的 最 短 棱 长 为 2, 则 最 远 的 两 顶点 间 的 距离 是 .. 
(1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


5. 正四 面体 4BCD 中 ,已 在 棱 4B8 上 ,下 在 棱 CD 上， 使 得 全 = 和 =A(0<A< + mm), 


UY 


记 A(4)=a+h ,其 中 a, 表示 EF 与 4C 所 成 的 角 , B, 表示 EF 与 BD 所 成 的 角 , 则 
2 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
A.f(4) 在 (0, + w ) 单 调 增 加 
B.f(4) 在 (0, + om) 单调 减少 
C.f(4) 在 (0,1) 单 调 增 加 ,在 (1, + o ) 单 调 减少 
D.f(4) 在 (1, + om) 为 常数 
. 设 点 ,下 ,6G 分 别 是 正四 面体 4BCD 的 棱 4B , BC, CD 的 中 点 , 则 二 面 角 C- FC-E 
， 的 大 小 是 ( 起 
A. arcsin #6 B. 2 — arctany 2 


C. 至 +arccos3 D.x- arccot 2 
. 一 个 给 定 的 四 面体 是 等 面 的 , 即 48 = CD,4C = BD ,AD = BC .证 明 ; 这 个 四 面体 的 
各 面 都 是 锐角 三 角形 .( 见 本 章 等 面 四 面体 性 质 5) 
8. 设 直 角 四 面体 PtBC( 即 一 4PB = 人 BPC = 人 CPA = 9%0) 的 六 条 楼 长 之 和 为 $5, 试 求 
(并 证 明 ) 其 最 大 体积 . (第 5 届 美 国 奥 林 匹 克 题 ) 
9. 在 楼 长 都 相等 的 四 面体 4BCD 中 ,E,F 分别 为 4D,BC 的 中 点 , 连 4F, CE.( 了) 求 异 
面 直线 4F 与 CE 所 成 的 角 ;(I) 求 CD 与 面 BCD 所 成 的 角 . 
10. 正四 面体 48CD 的 四 顶点 在 同一 球面 上 , CC' 和 pp' 是 该 球 的 直径 , 求 平面 ABC 与 
平面 4C'D’' 所 成 的 角 . 
11. 甲烷 分 子 (CH, ) 的 空间 结构 为 一 正四 面体 , 碳 原 子 位 于 该 四 面体 的 中 心 , 四 个 氧 原 
子 分 别 位 于 该 四 面体 的 四 个 顶点 上 .车 碳 原子 和 氨 原 子 间 的 距离 都 是 a, 则 以 四 个 
氢 原 子 为 顶点 的 这 个 正四 面体 的 体积 是 多 少 ? 
12. 将 正四 面体 的 每 一 条 棱 都 三 等 分 ,过 每 一 个 分 点 作 两 个 平面 ,分 别 平 行 于 四 面体 中 
不 过 这 个 分 点 的 两 个 侧面 .试问 ,这 些 平面 将 四 面体 分 成 多 少 部 分 ? 
(第 26 届 英 斯 科 竞 赛 题 ) 
13. 在 正四 面体 中 ,过 每 条 楼 及 其 对 楼 的 中 点 作 六 个 平面 . 试 确定 这 些 平面 将 四 面体 分 
成 几 个 部 分 ? 并 且 当 四 面体 体积 为 1 时 , 求 每 个 部 分 的 体积 . 
(1974 年 民主 德国 竞赛 题 ) 
14. 在 四 面体 4BCD 中 , 棱 4D , BD 和 CD 互相 垂直 ,它们 的 长 分 别 为 a,5,c. 证 明 : 对 
全 ABC 的 一 条 边 上 的 任意 一 点 六 ,从 顶点 4, B8,C 到 直线 DM 的 距离 之 和 5 满足 


S<v2(o + 她 + cc) ,并 确定 等 式 何 时 成 立 . (1983 年 民主 德国 竞赛 题 ) 
15. 能 否 在 棱 长 为 1 的 正方 体形 状 的 盒子 里 放 人 三 个 互 不 相交 的 楼 长 为 1 的 正四 面体 ? 


i 


wl 


笠 可 全 品 陡 于 屡 潍 电 同 计 奖 OO 


习题 B 


1. 一 个 正四 面体 的 楼 长 为 1, 用 它 的 每 条 楼 为 直径 作 球 , 设 $ 是 所 作 的 六 个 球 的 交集 
证 明 : $ 中 含有 两 个 点 ,它们 的 距离 为 vG (IMO - 26 预选 题 ) 


2. 设 0 为 正四 面体 4BCD 的 中 心 ,点 在 面 4BC 上 , 吾 在 其 他 三 个 面 上 的 射影 分 别 为 
大.G、 厂 .证 明 : OF 通过 公 FGH 的 重心 0， 
3, 证 明 :一 个 正四 面体 的 外 接 球 中 心 到 四 个 顶点 的 距离 之 和 ,小 于 空间 中 其 他 任意 一 
点 到 这 四 个 顶点 的 距离 之 和 . (IMO - 8 试题 ) 
4. 点 G 是 正四 面体 4BCD 的 内 切 球 球 心 ,点 0 是 四 面体 内 部 一 点 ,直线 06 与 四 面体 


各 侧面 所 在 的 平面 分 别 相交 于 4', B', C',D' .证 明 : 千 2 + 区 6 + 8 + 六 =4. 
5. 证 明 :空间 中 一 点 到 楼 长 为 2 的 正四 面体 四 个 顶点 的 距离 都 是 整数 的 必要 且 充 分 条 
件 是 ,该 点 是 这 个 四 面体 的 一 个 顶点 ， 
6. 在 正四 面体 4BCD 的 底面 4BC 中 取 一 点 MM, 使 得 外 接 于 四 面体 ABMD, BCMD , CAMD 


的 球 的 半径 相等 .证 明 ; DM 是 四 面体 4BCD 的 高 ， 
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第 二 十 四 章 三面 角 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 


我 们 称 有 公共 端点 $ 并 且 不 在 同一 平面 内 的 n 条 射线 $4, SB ,SC,…, SK, 以 及 相 
邻 两 条 射线 间 的 平面 部 分 组 成 的 图 形 ,叫做 以 5 为 顶点 的 多 面 角 ; 记 作 SS - 4BC… 天 ， 
射线 34 ,…,SK 叫做 多 面 角 的 棱 , 相 邻 两 楼 间 的 角 叫 做 多 面 角 的 面 角 , 相 邻 的 两 个 面 
组 成 的 二 面 角 叫 做 多 面 角 的 二 面 角 . 

将 多 面 角 的 任何 一 个 面 伸展 为 平面 ,如 果 其 他 各 面 都 在 这 个 平面 的 同 侧 ,这 样 的 
多 面 角 叫 做 凸 多 面 角 . 

最 简单 的 多 面 角 是 三 面 角 . 显 然 三 面 角 总 是 凸 的 .下面 介绍 三 面 角 8 - 4BC 的 一 
系列 有 趣 的 性 质 ， 

性 质 1 用 三 个 小 于 «的 正 角 作为 面 角 ,构成 一 个 三 面 角 的 充 要 条 件 是 :这 三 个 面 
角 的 和 小 于 2x, 并 且 其 中 一 个 面 角 小 于 其 他 两 面 角 的 和 ， 大 于 其 他 两 面 角 的 差 . 

推论 ” 凸 多 面 角 的 所 有 面 角 和 小 于 2x. 

性 质 2 若 0< Qa,B,7Y<T 昌 a+B+Y<2x, 那 么 以 ap8,7 为 面 角 构成 一 个 三 面 
角 的 充 要 条 件 是 cos(& + 8) < cosy < cos(a - B)， 

证 明 必要 性 :在 三 面 角 S$- 4BC 中 ,一 4S8 = ,一 4SC = 8, 人 人 BSC=Yy, 在 SA 上 
取 SP=1, 过 P 作 S54 的 垂 面 与 38, SC 分 别 交 于 0, 昌 , 连 PO, PH, 0H. 令 人 0PH = ?， 
则 PC = tana, PH =tan8, SO = seca, SH = sec8. 由 OF = tan’ a + tan’ 8 — 2tanag * tang 
cosg 与 QOH’ = sec’ a + sec PP 一 2seca*secB*cosy 相 减 ,整理 得 

COsY = cosa " cosp + sina * sinB' cosw. 

由 题 设 各 角 的 取 值 范围 ,从 而 有 cos(a + B) < cosy < cos(a - 8). 

充分 性 :不 妨 设 e>B8, 则 0<a - 8<r. 当 w+Bzr 时 ,7y,a- BE[O0,r), fH cosy < 
costa—B), 则 yY>a ~ Bb. 

故 a-B<7y<w+B. 

当 0<a+pB<r 时 ,y,a-8,a+pE[0,x). 由 条 件 即 有 a-B<7y<a+B. 

由 性 质 1 知 ,以 e,8,7 为 面 角 可 构成 三 面 角 . 

性 质 3 三 面 角 的 三 个 面 角 分 别 记 为 xp8,7 ,它们 所 对 的 二 面 角 分 别 记 为 六 goss 
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0( 以 下 均 同 ) . 则 有 cos4. = _ cosa 一 cos 有 cosy 


sin 请 "siny 

还 有 两 式 略 (以 下 对 称 式 均 略 ) . 

证 明 如 图 24-1, 设 三 面 角 P- EFH 中 ,一 EPE=a， 
EPF=B,FPH=Y, 取 PA= PB=1, 作 4AC_L PF( 或 反 
向 延长 线 ) 于 C, 作 BD PF( 或 反 向 延长 线 )D, 则 4C 与 
BD 所 成 的 角 就 是 面 角 为 a 所 对 二 面 角 的 大 小 入 , 且 PC = 
cosB, AC = sinB, PD = cosy, BD = siny, CD = | PD - PC| = 
lcosy - cosB1 .由 异 面 直线 上 两 点 间距 离 公 式 , 有 

4B2 = AC’* + BD’ + CD’ -2AC* BD':cosd, 

=2-2cosg.cosy — 2sinB siny cost,. 图 24-1 

KX AB: = p4 + PB’ -2PA: PB'cosa =2— 2c0s0. 

由 此 两 式 , 即 有 co80, = < 一 S936'c087 ， 


sinB* siny 


效 瑟 说 疡 要挟 性 攀 二 个 尝 效 O 


推论 1 8 = Fcosa = co0s 有 cosy - 

推论 2 tm 7 = eB 

推论 3 三 面 角 的 两 个 面 角 相 等 es 这 两 个 面 角 所 对 的 两 个 二 面 角 相 等 

”三 个 面 角 相 等 人 三 个 二 面 角 相 等 . 

推论 4 三 面 角 的 两 个 面 角 相 等 es 这 两 个 面 角 的 公共 楼 在 第 三 个 面 角 所 在 平面 内 
的 射影 必 平 分 第 三 个 面 角 . 

推论 5 论 SCP)=1- cos: a — cos:8 — cos y + 2cosa * cosB* cosy , 则 SCP)>0. 
(S(tP) 叫 二 面 角 的 特征 值 ) 

略 证 由 cosy = cosa * co88 + sina *sinB' cosy ,及 sina >0,smn8>0, -1<cosy <1， 
有 cosa cosB - sina -sin8 < cosy < cosa cosB + sina'sin8, 即 cosy — cos(a ~ 8B) < 0,cosy 
-cos(a + 8) >0. 此 两 不 等 式 相 乘 , 有 cos 7 -cosyY[cos(a - B) + cos(w + 有 )] +cos(a + 
B)'cos(a -有 B)<0. 从 而 SCP) >0. 

性 质 4 设 三 面 角 的 三 个 面 角 a ,8,7 与 所 对 楼 的 夹 角 分 别 为 <, r,t,, 则 


S(P)= sinm a:sin rt, = sin B'sin re = Sin y'sin zy ， 

性 质 5 设 三 面 角 的 三 个 面 角 ec ,8,7 所 对 楼 为 楼 的 二 面 角 分 别 为 6. ,6 ,0 , 则 
sina _ sing _ siny 

sin0, sinGs sin@,. 


_ Sina* sing* amy 人 等 即 证 . 
TS oo VS(P) 
推论 1 RE 
对 的 二 面 角 也 相等 或 相 补 . 
推论 2 sing'sinp8.siny = sinOs * siny * sina = sinO, * sina "sinB. 
m3 


请 芋 言 蕊 于 和 性交 二 由 委 汐 D 


推论 3 “= 一 一 
5 B 2 Os 
推论 4 sing' siny _ Sin * siny _ sinw 。 sing 
sinT, sin7e sinty 


性 质 6 x<6,+0,+0,<3r. 

事实 上 ,可 从 三 面 角 内 一 点 向 各 面 引 垂 线 段 , 并 运用 性 质 及 平面 凸 四 边 形 内 角 和 
定理 即 证 . 

推论 凸 m 面 角 的 mn 个 二 面 角 之 和 大 于 (= ~- 2)r, 而 小 于 nr， 

性 质 7 三 面 角 的 两 个 二 面 角 不 等 时 , 较 大 的 二 面 角 所 对 的 面 角 也 较 大 .反之 亦 真 . 

性 质 8 在 三 面 角 $S - 4,B,C, 中 ,三 个 面 角 一 C, SB = c, 4 SC = 8,A4 SB =Y， 
且 校 S4, 和 平面 CSB, 所 成 棱 面 角 为 0, , 棱 SB, 和 平面 4 So 所 成 楼 面 角 为 0, ,楼 
SC 和 平面 4 SB 所 成 棱 面 角 为 9, , 则 


cost, = COB B+ cos y -2c0sa'cosB' cosy ， 
COS0, = cos 7 + cosza — 2co0sa cos 有 cos7 ， 


p 
“VY cos a + cos’ BP — 2c0sa cosB' cosy. 


cos0 = iy 

证 明 如 图 24-2, 在 S4, 上 取 一 点 P, 作 PO | 平面 B, SC 
于 0. 当 点 0 在 人 BiSC, 内 部 时 (点 0 在 一 B, SC 外 部 时 类 
同 ), 连 SO 并 延长 至 0, 则 一 PSO = 0.. 作 OK SB, 于 kK, 作 
OR_L SC, 于 .R, 连 PK, PR, 则 PK | SB ,PR | SC.,. 

连 斌 , 设 SP = a, 则 SK = a'cosy, SR = a:cosB. 在 人 SKR 
中 ,由 余弦 定理 得 

KR = a V cos' B+ eos y -2cosa* cosP" cosy. 

又 OKL SK, OR_L SR, 则 S$,KK,0,R 四 点 共 圆 ,有 SO 为 其 
直径 , 即 SO 为 ASKR 的 外 接 圆 直 径 . 


竹 囊 全 寥 迁 豆 帐 淡 届 回放 壬 O 
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在 公 SKR 中 ,由 正弦 定理 得 


SQ = = 0 Cod B+ eos y - 2c080 * 区 首届 COSY ， 


SINe 


在 RtA PSO 中 ， 


cos01 = 6 = “~ eos B+ cos Y -2c0sa*cosp'cosy. 


sinw 

同 理 , 可 得 其 余 两 式 . 

注 此 结论 也 可 不 运用 正 、 余 弦 定 理 来 证 . 当 0 点 落 在 一 及 SC 内 部 时 , 令 
0SB = p, 则 二 0SC = au- 9, 于 是 有 eosb cos(a - 9)= cos8,cosg cosp = cosy. 叉 
en cos(a - 8) + sina'sin(a - 9) 从 而 cosy = cosa* cosB + 


av cos 0) -cos 8， 人 Vcos 8 + cos 7 一 2cosa*cosB'cosy . 同 理 得 其 余 


SINA 

两 式 ， 

当 0 点 在 人 BSC, 外 部 时 ,注意 cos(a -pp) = cos(P -a),sin(gp -a)= -sinta - gq)， 
即 可 证 ， 

性 质 9 三 面 角 的 各 楼 与 对 面 所 成 的 三 角 之 和 上 比 三 个 三 面 角 之 和 小 , 比 三 个 面 角 
之 和 之 半 大 . 

性 质 10 由 三 面 角 顶点 出 发 且 在 三 面 角 内 部 的 一 条 射线 和 三 条 楼 所 夹 的 三 角 之 
和 ,小 于 三 个 面 角 之 和 ,而 大 于 三 个 面 角 之 和 之 半 . 

性 质 1! 三 面 角 中 的 下 列 面 共 线 : 

( 工 ) 过 三 面 角 各 面 角 的 平分 线 且 垂直 于 该 平面 的 三 个 平面 共 线 ; 

(I) 三 面 角 的 各 棱 与 它 所 对 的 面 角 的 平分 线 所 确定 的 三 个 平面 共 线 ; 

( 亚 ) 过 三 面 角 的 各 棱 并 且 和 它 所 对 的 面 垂直 的 三 个 平面 共 线 ; 

(区 ) 三 面 角 各 二 面 角 的 平分 面 ,或 一 个 二 面 角 的 平分 面 与 另外 两 个 二 面 角 的 补 二 
面 角 的 平分 面 共 线 . 

事实 上 ,如 图 24 -1, 取 P4 = PB = PC .在 人 ABC 中 ,利用 其 外 心 、 重 心 、 内 心 及 旁 
心性 质 , 即 证 得 (IT),(I),(K), 题 设 中 的 平面 就 共 线 于 三 面 角 顶点 和 这 些 心 的 连 线 . 
对 于 ( 焉 ) 注 意 作 某 棱 的 垂 面 分 情况 讨论 即 可 证 . 

性 质 12 三 面 角 中 的 下 列 线 共 面 : 

( 工 ) 通 过 顶点 在 每 一 面 所 在 平面 上 引 直 线 垂 直 于 对 棱 ,这 样 的 三 条 直线 共 面 ; 

(I) 在 每 个 二 面 角 的 补 二 面 角 的 平分 面 上 ,通过 顶点 且 垂 直 于 这 二 面 角 的 棱 引 直 
线 , 则 此 三 条 直线 共 面 ,这 个 平面 与 三 面 角 的 三 面 成 等 二 面 角 . 

(五 ) 各 面 角 的 补 角 的 平分 线 共 面 ;两 个 面 角 的 平分 线 和 第 三 个 面 角 的 补 角 的 平分 
线 也 共 面 ,这 样 得 到 的 每 个 平面 与 三 面 角 的 三 棱 成 等 角 . 


344 


事实 上 ,上 述 性 质 运用 性 质 11 即 可 推 证 . 

性 质 13 在 两 个 三 面 角 中 ， 

( 工 ) 三 个 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相 等 ; 

( 卫 ) 两 个 二 面 角 及 其 所 夹 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相等 ; 

(有 ) 三 个 二 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相 等 ; 

(人 VY) 两 个 面 角 及 其 所 夹 二 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相 等 ; 

(VV ) 两 个 面 角 对 应 相等 ,而 它们 所 夹 二 面 角 不 等 , 则 第 三 个 面 角 也 不 等 ,大 的 二 面 
角 所 对 的 面 角 也 较 大 ， 

三 面 角 中 ,也 有 如 下 的 一 些 特殊 名 称 : 

定义 1 有 两 个 面 角 相等 的 三 面 角 , 称 为 等 腰 三 面 角 ; 三 个 面 角 丝 相等 的 三 面 角 ， 
称 为 等 面 三 面 角 或 正三 面 角 . 

定义 2 三 个 面 角 都 是 直角 的 三 面 角 , 称 为 直 三 面 角 . 

定义 3 依次 规定 三 面 角 的 棱 的 绕 向 顺序 的 三 面 角 称 为 有 向 三 面 角 . 截 口 三 角形 
是 逆 时 针 绕 向 时 , 称 为 正 向 三 面 角 , 否 则 称 为 负 向 三 面 角 . 

定义 4 延长 三 面 角 的 三 楼 得 一 新 三 面 角 , 称 为 原 三 面 角 的 对 顶 三 面 角 . 

显然 ,三 面 角 与 其 对 顶 三 面 角 的 面 角 、 二 面 角 均 对 应 相等 ,但 它们 的 转向 相反 . 

定义 5 两 个 三 面 角 的 对 应 面 角 相 等 ,对 应 二 面 角 相 等 时 , 称 它们 相等 ;两 个 相等 
的 三 面 角 同 向 时 , 称 两 个 三 面 角 全 相等 或 全 等 . 

定义 6 设 给 定 三面 角 $ - 4BC, 从 顶点 5 出 发 作 射线 54', SB" , SC" 分 别 垂直 于 平面 
BSC ,CS4 ,45B 并 与 射线 $4 ,SB ,SC 分 别 在 这 各 平面 的 同 侧 ,那么 三 面 角 8 - 4'B'C' 称 为 
三 面 角 $ - 4BC 的 补 三 面 角 

性 质 14 者 三 面 角 5- 4’B'C' 是 三 面 角 S - 4BC 的 补 三 角 , 则 5- 4BC 也 是 S - 

4'B'C' 的 补 三 面 角 . 

性 质 15 两 个 互补 三 面 角 中 ,就 度量 来 说 ,一 个 的 面 角 跟 另 一 个 相应 的 二 面 角 互 
补 . 

推论 ”如 果 任 意 三 面 角 的 面 角 ( 或 二 面 角 ) 具 有 某 种 性 质 P, 则 其 面 角 (或 二 面 角 ) 
所 对 二 面 角 ( 或 面 角 ) 之 补 角 亦 有 这 种 性 质 P， 

性 质 16 设 9. ,09,,9, 分 别 为 三 面 角 的 面 角 a,B,y 所 对 的 二 面 角 的 大 小 , 且 满 足 

fl(a,B,Y,0, ,05,0,) =0,g(a,8, Vo st td) > 0 
则 Ar-4,r-bpr-or-ar-Br-7y)=0， 

Sr- 总 ,r-br-br-ar-pr-7y)>0. 
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【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 三 面 角 V- 4BC 中 ,VD 是 面 角 BYC 的 平分 线 .车 人 AVD 请 , 则 有 
(LAVB + LAVC)LAVD. (1957 年 上 海 市 先 赛 题 ) 


证 明 当 一 4VD < 时 ,扩展 面 AVD 如 图 24 - 3, 在 


这 个 平面 内 作 VDA’ = DAY, 则 AVA’ <r. 

在 三 面 角 VV - A4BD 和 三 面 角 了 -42CD 中 , 面 角 
降 4VD = 面 角 人 4'YD, 面 角 作 BVD = 面 角 人 人 CVD ,二 面 角 
4- 几 -8B= 二 面 角 4:- VD-C, 由 性 质 12 或 性 质 3, 有 
面 角 了 AVB = 面 角 作 A'VC .在 三 面 角 WV- 44'C 中 .由 性 质 
1 , 面 盘 4YC + 面 角 A'TVC > 面 角 一 4 网 = 2 x 面 角 


LA4JD, 即 广 ( 忆 4 + LAVC) > LAVD. 


车 人 AVD = 了 ,扩展 面 4VD .在 这 平面 内 作 人 DM’, 使 和 DWM' = 人 4VD , 则 4M’ = 
此 时 4 成 一 直线 . 仿 上 可 证 得 三 面 角 了 - ABD 与 三 面 角 V- 4'CD 相等 ,用 AVB = 
LAVC, LAVC+ LCVA' =m Ch4VC+LA4IB=mr 即 有 方 (Ch4VB+4YC) = 于 = 
LAWD. . 

车 AVD > 却 , 扩 展 面 AVD ,在 这 平面 内 作 WW', 使 人 4'VD = 人 DVA, 则 和 AVD + 


全 DVA’ > .由 性 质 12, 得 人 A4VB = 人 4'VC ,在 三 面 角 V- 4C4' 中 , 面 角 和 AVA = 2r - 
2LAVD, LAVC+ 人 AVC+ 人 AVA' <2x( 性 质 2), .人 人 AVC + 人 人 AVB +2x-2ZLAVD < 


2 即 有 方 ( 乙 4 凤 + LAVC) < LAVD. 


例 2 设 一 个 凸 多 面 角 的 各 平面 角 之 和 等 于 它 的 各 二 面 角 之 和 .证 明 : 这 个 多 面 角 
是 三 面 角 . (1981 年 美国 奥林匹克 题 ) 

证 法 1 由 于 以 5 为 顶 的 同 n 面前 S- 4 4 …4 的 各 面 角 之 和 小 于 2x, 任 取 xn 面 
角 的 一 个 内 点 0 作 平 面 $4.,5;, | 的 重 线 OH.(i=1,2,…,n, 且 记 4,,1 = 4:), 所 得 到 的 
以 0 为 项 点, OH, 为 楼 的 n 面 角 是 凸 的 .其 原因 是 ,每 个 面 , 它 的 每 条 核 连同 点 $ 都 在 
同一 半空 间 内 , 它 的 每 一 个 平面 盘 咖 08_( 瑟 = 吧 ) 与 关于 楼 04; 的 二 面 角 的 平面 
角 之 和 为 180? .因为 n 面 角 的 各 平面 角 之 和 小 于 360?, 所 以 原 n 面 角 的 二 面 角 之 和 大 


于 rn-2r. 当 m24 时 , 它 不 可 能 小 于 2r, 因 此 题 中 条 件 只 有 三 面 角 才能 满足 . 

证 法 2 设 多 面 角 的 面 数 为 n ,由 题 设 有 当面 角 = 六 二 面 角 . 

由 性 质 6 的 推论 ,有 (n -2)x< 之 二 面 角 . 

又 由 性 质 1, 有 沁 面 角 <2x. 从 而 (nn -2)x<2x, 即 n<4. 又 n=3, 故 n=3. 

这 就 证 明了 此 多 面 角 是 一 个 三 面 角 . 

例 3 设 P,4,B,C 和 DD 是 空间 中 不 同 的 五 个 点 ,使 得 人 APB = /BPC = /CPD = 
一 DP4 = 9, 这 里 9 是 一 个 给 定 的 锐角 . 试 确定 出 APC + BPD 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(第 13 届 美 国 奥林匹克 题 ) 
解 ” 如 图 24 -4,APB + /BPC + CPD + /DP4 = P 
40. 设 了 4APC =20, ,BPD = 260,, PO 为 PB 在 面 APC 内 的 
射影 .由 性 质 3 的 推论 4, 知 一 4Po = OPC = 0,, 且 平面 
0PB | 平面 4PC .由 此 又 有 一 DPo = AO0PB = 9,. 叉 由 性 质 
3 的 推论 1, 知 cosg "cosg = cos9, 日 0< 9,4+0,<20<XT, 故 

cos( 01 + 0,) = cos0 "cos0, -sing'sin0, 

=2c080 — cos( 0 - 8,). (¥) 

对 于 (* ) 式 , 当 = 2 时 取 极 小 值 2c0s0 -1, 此 时 9, + 9 
有 极 大 值 arccos(2cos6 - 1) ,从 而 一 4PC + 一 BPP 的 极 大 值 为 2arccos(2cos0 - 1), 易 知 它 
即 为 最 大 值 . 

由 性 质 1,0, + 9, > 9, 从 而 了 APC + 了 BPD > 26. 由 (x* ) 式 知 此 值 可 与 29 任意 接 
近 , 当 98=0 时 ,APC + BPD 有 最 小 值 0. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 善于 运用 三 面 角 性 质 处 理 多 面 角 问题 

例 4 在 一 个 直 圆 柱 体 的 底面 圆 圆 上 取 对 径 点 4 与 五 ,在 另 一 底面 圆周 上 取 一 点 
C ,使 得 C 不 在 平面 480 上 ,其 中 点 0 是 圆柱 体 的 轴 的 中 点 .证 明 ; 以 0 为 顶点 ,0O4， 
08 , OC 为 楼 的 三 面 角 中 , 诸 二 面 角 之 和 为 360?. (IMO - 23 试题 ) 

证 明 设 点 C' 与 C 关于 圆柱 体 的 中 心 0 是 对 称 的 .如 果 三 面 角 04BC 关于 楼 04， 
0B ,0C 的 二 面 角 依 次 为 a,B,Y, 则 三 面 角 04BC' 关 于 楼 04, 08B, 0C' 的 二 面 角 依次 为 
180° -a,180°- 8,Y. 设 D 是 以 4B 为 直径 的 圆 的 圆心 ,因为 棱锥 04DC' 关 于 楼 0D 的 
二 面 角 的 平分 平面 对 称 , 所 以 ,棱锥 04DC' 中 关于 棱 04 与 0C" 的 二 面 角 相等 

同 理 , 在 杰 锥 08DC’ 中 ,关于 楼 0B 与 0C 的 二 面 角 也 相等 . 

因此 ,(180? -a)+ (180° -8B)=7r, 故 a+B+ Y=360°. 

例 5 用 平面 去 截 三 面 角 的 三 条 棱 , 若 截 下 的 三 段 棱 长 之 积 为 常数 天 , 则 所 得 到 的 
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曾 林 言 蕊 要- 禾 尾 本 二 医 和 水 王 O 


四 面体 体积 了 也 是 个 定 值 . 

证 明 如 图 24 - 5, 三 面 角 P - 4BC 被 平面 时 截 于 
入 A'B'C', 朋 PA4’'* PPB' PC' = 民 , 设 4A’'PB' = aa, PC' 与 平面 
ABP 的 夹 角 为 , 则 点 C' 到 平面 4BP 的 距离 为 PC…'sinr。， 


一 6 sno "SINT, . 


由 性 质 4 及 性 质 3 的 推论 5, 知 sina sint, 为 定 值 . 故 了 也 是 定 值 . 

2. 善于 运用 三 面 角 性 质 解答 四 面体 问题 

例 6 已 知 四 面体 的 对 楼 均 相 等 .证 明 它 的 四 个 面 都 是 锐角 三 角形 . 

(第 1 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

证 明 ”如 图 24-6, 设 4D = BC,AC = BD,4B = CD. 显 然 ,这 
个 四 面体 的 四 个 表面 均 是 全 等 的 三 角形 , 则 BAC = 一 BDC， 
LABC = LADC,/ ACB = /ADB. 

在 三 面 角 D - 4BC 中 ,由 性 质 1 有 LADC + 人 4DB>“ 
< BDC . 设 /ADC + /ADB = /7 BDC + 0(0 >0). 

又 在 人 4BC 中 ,BAC + /ABC + 4CB = 180?, 从 而 一 EC + 
ADC+/ADB = /BAC+ LBDC +0=2/BAC + 0 = 180°,PT 


LBAC =90° -5 <90. 


同 理 , 一 48C ,一 4CB 均 小 于 90°. 

同 理 ,四 面体 的 另 三 个 面 也 是 锐角 三 角形 . 

例 7 如 果 四 面体 的 六 个 二 面 角 相等 , 则 这 四 面体 必 是 正四 面体 ， 

(第 7 届 美 国 奥林匹克 题 ) 

证 明 如 图 2-5, 由 性 质 3 的 推论 3, 有 一 4DC = 人 BDC, ACD = 一 BCD. 在 
ACD 和 和 BCD 中 ,C4D = 180° -ACD -一 4DC, DBC=180- 一 BCD -一 DC， 
从 而 二 p4C = DBC .再 由 性 质 3 的 推论 3, 有 BA4C = DA4AC, 4BC = /DBC. 故 
LBAC= /ABC. 

同 理 ,4BC = 4CB . 即 从 4BC 为 正三 角形 . 

同 理 可 证 另 三 个 侧面 也 为 正三 角形 . 故 四 面体 必 为 正四 面体 . 


专 


例 8 求证 :四 面体 的 一 个 面 的 面积 的 平方 ,等 于 其 他 各 面 面 积 的 平方 和 减 去 每 两 
个 面 的 面积 与 这 两 个 面 夹 角 余 弦 匀 积 的 两 倍 ， 

证 明 如 图 24 -7, 在 四 面体 4BCD 中 , 设 AD = a, BD = 5b, 
DC=c,LBDC=a,LADC=B, 人 人 ADB=7Y, 顶 点 4、.B.C.D 所 
对 面 的 面积 为 5,、Ss、Sc .So , 面 角 w、 8、y 所 对 的 二 面 角 分 别 记 
为 6, 、0,、0,. 

由 海伦 公式 及 余 荡 定理 ,有 


5 = 二 [(BC+ CD) - 8D?] .本 [BD? - (BC- CD) | 


麻 吾 便 王 导 - 甘 届 浴 时 同和 讲 奖 O 


= 二 a bsin y+a’ csin 有 + bic :sin a 十 2a’ be {cosp* 
cosy ~ cosa ) + 2ab’ c(cosy cosa - cosB) + 2abc’ (cosa' cosB — cosy)]. 
注意 到 性 质 3, 故 
S4 = Sb+ SL+ 8 -25,.S0'cos0, 一 28p Sp*cos0s — 2Sc: Ss cos0,. 
还 有 三 式 可 同样 证 得 . 
例 9 在 四 面体 中 ,所 设 同 例 7 证 明 设 的 , 令 w= 方 (a +8+7), 则 四 面体 的 体积 


下 为 y= aoc sinw*sin(w — a)*sin(w — B)'sin(w - 7). 


3 
了 略 证 如 图 24-6, 设 4 点 在 面 BCD 内 的 射影 为 E, 作 4H.L CD 于 瑟 , 连 三 , 则 
LAHE = 0,. 


由 Sa = 方 CD 旭 , 有 AH= 53. AE = AHsing, = 二. So singy， 
注意 到 性 质 3,V = 于 Se4 = 了 SSs sing， = csina sinBy 1 ~ cos’ 0, 
i 

1 — cos a 一 cos P — cos Y + 2cosa "Cos 有 cosy 


6 
abe 
3 


sinw "sin(w — a) sin(w — B)*sin(w — 7), 


ss 
Te 


其 中 w= 六 (a + 有 +7). 
3. 善于 运用 三 面 角 性 质 解答 其 他 立体 几何 问题 
例 10 由 平面 外 一 点 4 向 平面 MM 引 斜 线 4B、4C, 使 人 BAC = wu .又 AB、AC 与 平 
面 M 的 交角 分 别 为 8.y, 求 4B 4C 在 平面 对 上 的 射影 所 成 的 角 . 
(1962 年 福建 省 竞赛 题 ) 


洁 可 全 导 吾 惧 溢 许 加 各 冯 0 | 


解 ”如 图 24-8 作 4Dl| 面 M 于 D, 连 BD、DC, 则 4BD = 
8,A4CD = 7Y, 人 BDC = 0 为 4B、AC 在 面 M 内 的 射影 所 成 的 角 ， 
亦 为 二 面 角 B - 4D -CC 的 平面 角 . 

在 三 面 角 4 - BCD 中 ,由 性 质 3, 则 

cosg = (cosa ~ cos/ BAD'cos” CAD)/ sin BAD'sin CAD) 


= secB*secy cosa ~ tanf tany. 
故 0 = arccos(secB'secy "cosa ~ tanp* tany ). 
类 似 于 上 例 , 运 用 性 质 3 及 推论 ,还 可 解答 一 系列 竞赛 题 ( 参 见习 题 Al ~ 5). 
例 11 若 两 条 异 面 直线 a、6 所 成 角 ( 规 定 两 异 面 直线 正方 向 间 的 夹 角 ) 为 9(0< 
9 < 7x) ,在 直线 we .5 上 分 别 取 点 4' 、E,A、 下 .车 A'E、AF 的 正方 向 与 ae, 的 正方 向 相 
同 , 且 一 4 =a, 人 A'AF = PB,A'4=m, 则 a、b 间 的 距离 为 


~ sing 
证 明 ”如 图 24 -9, 过 4 作 4E’/ 4'E, 则 在 三 面 角 4-  ，。 4 
FE'4A' 中 ,FPAF =0,A'AE' =Tr-a. 由 性 质 5,44 与 面 EAF 


的 夹 角 zw, 有 sinrw4 =w S(A)/sin9, 而 4' 到 面 E'AF 的 距离 就 


1 ~ cos 0 - cos: a -cos B — 2cosa* cosP' cos0 . 


EE” 
是 a 与 5 间 的 距离 d, 故 
d = mm * sInTHea 
= V1 co 0 -coda 一 cog ~ 2oosa cos cosg. de 


例 12 在 空间 中 有 nn 个 点 ,其 中 任何 三 个 点 都 是 一 个 内 角 大 于 120* 的 三 角形 的 顶 
点 ,证 明 ; 可 以 把 这 些 点 用 字母 4 ,4,,…, 4 表示 , 角 4,4j44( 这 里 1<i<j<k<<n) 中 
的 任何 一 个 都 大 于 120*?. (第 3 届 全 俄 奥林匹克 是 ) 

证 明 ”在 已 知 点 中 取 两 个 距离 最 大 的 点 ,例如 4 和 8B. 我 们 征明, 人 X4Y 和 和 XBY 
(这 里 对 和 是 某 些 已 知 点 ) 中 的 每 一 个 都 小 于 120°. 

事实 上 ,因为 人 AXB 和 公 4YB 的 边 4B 最 长 ,所 以 ,AXB > 120, 并 且 人 AYB > 1207. 于 
是 XA4B <60P, 并 且 YAB <6P. 而 由 性 质 1 知人 XA4Y < 人 XM4B + < 人 YB < 120， 

这 样 ,应 从 4 点 开始 编号 ,直到 8 .我 们 指出 ,从 已 知 点 到 点 4 的 所 有 距离 都 不 相 
等 ,事实 上 , 若 4X = 4Y, 公 AXY 是 等 腰 三 角形 , 则 X44Y > 120?. 正 如 我 们 在 上 面 看 到 
的 ,这 是 不 可 能 的 .我 们 给 已 知 点 编 上 号 , 设 4 = 4, 4， 是 离 点 4 最 近 的 点 , A; 是 其 余 
的 点 中 距离 点 4 最 近 的 点 ,…, 4, 是 其 余 还 没 编 号 的 距离 4 最 近 的 点 ,…,4, = B. 下 
证 这 样 编号 能 满足 条 件 . 

由 于 当 1<i<k<n 时 ,人 A414;44 > 120, 可 证 当 1<i<j<k<n 时 ,人 人 AAA: > 1207. 


因为 在 点 系 4 4, 机 中 ,点 4 和 4。 是 距离 最 远 的 点 ,所 以 AA < 120*， 


正如 开始 时 所 证 . 


下 面 证 明 一 44;4i < 120?. 事 实 上 ,因为 了 4, 44 > 120?, 并 且 一 4,4.4, > 120?, 那 么 


不 等 式 人 hi4;4) 120? 成 立 ,因为 以 4; 为 顶点 的 三 面 角 的 面 角 之 和 不 能 大 于 3607. 


这 样 ,对 任何 1<i<j< 上 <n, 都 有 人 4.4,4; > 120?. 结 论 得 证 . 


【模拟 实战 】 


[Li 


kw 


(wh 


Pt 


习题 A 


.已 知 二 面 角 导 - 4B -WN 是 直 二 面 角 ,PP 为 楼 4B 上 的 一 点 , PX .PY 分 别 在 MN 内 ， 


了 XPB = 人 YPB = 45°. 求 人 XPY 的 大 小 . (1964 年 北京 市 竞赛 题 ) 


. 校长 为 12 的 正方 体 4BCD - 4'B'C'D' 被 过 4、E( 在 BB' 上 )、F( 在 DD 上 ) 三 点 的 平 


面 a 所 截 . 若 DE = DF =9, 试 求 正 方 体 被 平面 a 所 截 的 截面 面积 . 
(1979 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 


.已 知 正 四 棱锥 P - 4BCD 的 侧面 与 底面 的 夹 角 为 , 相 邻 两 侧面 的 夹 角 为 8. 求 证 : 


cosB = - cos a . (1981 年 上 海 市 竞赛 题 ) 


.已 知 四 面体 5 - 4BC 中 ,人 人 45B = 字 , 人 ASC =a(0<a <3),LBSC= 8(0<B< 


廊 ), 以 SC 为 棱 的 二 面 角 的 平面 角 为 8. 求证 :0 =r- arccos(cota ,cot8). 
(1982 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


. 在 正方 体 ABCD - 4 Bi CD 中 ,E 是 BC 中 点 ,下 在 44 上 , 且 4,F: F4 =1:2. 求 平 


面 Bi EF 与 底面 4, Bi CD 所 成 的 二 面 角 . (1985 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


习题 B 


. 者 三 面 角 已 - 4BC 的 三 个 面 角 中 有 一 个 是 锐角 , 则 存在 平面 4, B, C, 截 三 面 角 所 得 


的 全 41B,C) 是 锐角 三 角形 . 


. 车 三 面 角 P- 4BC 的 三 个 面 角 中 有 一 个 是 锐角 , 则 存在 平面 4, BC 截 三 面 角 所 得 


的 会 41B,C, 是 钝 角 三 角形 . 
告 三 面 角 P - 4BC 的 三 个 面 角 中 有 一 个 是 锐角 , 则 存在 平面 4, B,C, 截 三 面 角 所 得 
的 人 41B1Cl 是 直角 三 角形 . 


汉 酝 说 二 茹 于 性 溺 直 由 入 关 O 


位 可 全 己 各 也 性 涟 没 回 注 奖 O 
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第 二 十 五 童 ”一 般 圆 锥 曲线 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 


对 于 一 般 圆 锥 曲线 f(x,y) = Ax* + Bxy + Cy’ + Dxt+ Ey+ F=0, 令 A=B -4AC. 
若 A<0, 则 f(x,y)=0 为 椭圆 型 ; 若 A=0, 则 f(x,y) =0 为 抛物 线 型 ; 若 A>0, 则 f(x， 
y) = 0 为 双 曲 线 型 ， 

对 于 一 般 圆锥 曲线 ,有 如 下 一 系列 有 趣 性 质 : 

性 质 1 直线 y= t+ m 与 圆锥 曲线 f(x,y) =0 若 交 于 两 个 不 同 的 点 4,8B, 则 称 
线段 48B 为 该 曲线 的 一 条 艾 , 弦 长 由 下 列 公式 给 出 : 


1481= TEIV (1+ (BF - ac ) . 


其 中 a,b,e 为 y= kx+m 代 入 f(x,y)=0 中 消去 y 所 得 二 次 方程 ax? + bx + c=0 的 各 
次 项 系数 . 

性 质 2 设 48B 是 圆锥 曲线 过 焦点 让 的 弦 , 其 长 度 记 作 1,4B 相对 于 焦点 所 在 对 称 
轴 的 倾角 为 8(9 才 90°) ,tan9 = k,e og 为 焦点 到 相应 准 线 的 距离 , 则 有 ! 与 到 


2 (+ ) 有, 
的 关系 式 ;1 = 人 ,或 大 = 25 一 1， 


证 明 由 圆锥 曲线 统一 的 极 坐标 方程 p= 了 256, 得 14F1 = 了 一 5,1PF| = 


_ __ 2m _ 
Tg 从 而 1=14F1+1FB| i 
再 注意 到 co 0 = 775 1 ,代入 即 证 得 . 


+tanzg 1+ 好， 

注 ()0= 9 时 ,1= 各; =2ep{( 通 径 长 ); 
一 契 CO8 

(i) 对 于 椭 加 和 双 曲 线 p=19 -cl = 妇 . 


性 质 3 设 王 为 圆锥 曲线 焦点 ,其 相应 准 线 为 工 , 作 一 直线 交 图 
锥 曲线 于 4, 有 ,交工 于 1, 则 FM 平分 人 4FB 的 人 AFB 的 外 角 ( 即 4% Re 
BF ,4 与 直线 MF 成 等 角 ). 

证 明 如 图 25 -1, 从 4,8 分 别 向 L 作 垂 线 A4’ 与 8B' , 垂 足 为 


A,B", 由 圆锥 曲线 定义 ,有 他 1 =e = 1 


人 ， 144 1 |AMI 

XAMMPA BPM, 则 EET = TH 图 25-1 
[IAF] | AMI| | 

从 而 TBEF| = TB . 故 FM 平分 全 4FB 的 人 AFB 的 外 角 . 


推论 1 设 过 圆锥 曲线 焦点 FF 作 一 直线 与 圆锥 曲线 相交 于 PP， 0 两 点 ,4 为 圆锥 曲 
线 上 除 P,Q 外 任 一 点 , 连 4P 和 4Q 分 别 交 相应 焦点 严 的 准 线 于 M,N, 则 MFN = 
90° 


车 运用 同一 法 则 可 证 明 性 质 3 的 逆 命 题 也 是 正确 的 , 即 有 :“ 从 圆锥 曲线 的 一 个 焦 
点 出 发 的 两 条 不 等 长 且 不 共 线 的 焦 半 径 FA, FB, 若 与 过 焦点 的 直线 1 所 夹 的 锐角 相 
等 , 则 连结 4,8 的 直线 必 过 定点 (焦点 严 所 对 应 的 准 线 和 直线 ! 的 交点 ).” 

如 果 性 质 3 及 其 逆 命 题 中 的 4,8 重合 时 , 则 可 有 如 下 推论 . 

推论 2 过 圆锥 曲线 的 准 线 L 上 的 一 点 作 圆 锥 曲线 的 两 条 切线 M4, MB , 则 切 
点 纺 4B 必 过 焦点 已 且 与 MF 垂直 ; 且 当 朵 为 准 线 与 焦点 轴 交 点 时 , 则 到 = e. 

推论 3 连结 圆锥 曲线 的 准 线 工 与 直线 1( 过 准 线 1 所 对 应 的 焦点 的 直线 ) 的 交 
凡 M 和 垂直 于 直线 1 的 焦点 4FB 的 端点 的 直线 是 圆锥 曲线 的 切线 

性 质 4 设 48, CD 是 圆锥 曲线 过 焦点 下 的 两 动 弱 , 弦 端点 连 线 4C, BD 交 于 点 
于 , 则 动 点 M 的 轨迹 是 圆锥 曲线 的 相应 准 线 . 


证 朋 如 图 25 - 2, 设 圆锥 曲线 为 p = 一 很 ,点 A(lp,0),B(p',, 0 +x), 
C(pzs,0,),D(po',, 0, + 7). 


设 直线 4C 上 的 动 点 P(o， 9), 则 由 平面 几何 中 的 张 角 公 式 ,有 (名) a 


请 下 全 忆 个 所 性 洛 油 司 并 将 O 


沿 盏 仿 呈 导 卫 适 淡 沁 半生 粳 O 


sin( 0, — 8) 和 sin(0 — 0,) 


02 A z | 
整理 得 直线 4C 的 方程 : F 
pleos( 9 + 0 -8) ero0n 3 2 ee 出 
同 理 ,有 直线 BD 的 方程 : z 图 25-2 
ploos( G+ +O + 0) ero00 3 cos0 |] = ep* ee 


上 述 两 式 相 加 ,整理 得 pcos9 = - p, 此 为 圆锥 曲线 的 准 线 方程 ,所 以 点 M 的 轨迹 
是 圆锥 曲线 的 准 线 ， 

注 直线 4D, BC 的 交点 的 轨迹 仍 是 圆锥 曲线 的 准 线 . 当 焦点 弦 4B, CD 重合 时 ， 
直线 4C , BD 退化 为 圆锥 曲线 的 两 条 切线 . 

推论 设 48 是 圆锥 曲线 的 动 焦点 蓄 , 过 弦 端 所 4,B 分 别 作 圈 锥 曲线 的 切线 , 则 
两 切线 交点 的 轨迹 是 圆锥 曲线 的 准 线 . 

性 质 5 若 严 是 圆锥 曲线 的 焦点 , 巨 是 与 焦点 下 相对 应 的 准 线 工 和 圆锥 曲线 对 称 
轴 的 交点 ,43 是 过 焦点 已 的 弦 , 点 C 在 LL 上, 则 直线 4C 平分 线段 EF 的 充 要 条 件 是 
BC/ FE. 

证 阴 ”充分 性 ;如 图 25 - 3, 设 直线 4C 与 EF 交 于 N, 过 4 作 


1AF| _ 1BF| 
ADLL 于 DD. 由 圆锥 曲线 定义 ,有 T1457 = TBCT =。' 由 AD/ FE/ 


INE! _ICN| _IBF| IFNI _1AF| 
BC, 从 而 TAp1 = TCA1 = 1T4B1’TBC1 = 14B1' 由 有 


[NEI -LADI*IBF| _ .14DI*1BC! _1AFI'IBC| . 
”14B| 了 本 


所 以 直线 4C 平分 线段 EF .( 同 样 有 BD 平分 EF) 
必要 性 :由 4D/ FE 及 1 FN| = 1NE1, 连 BD, 则 
INEI| IEC| WII _ 1FBI 


一 Cd 


1ADI IDCI’1ADI 1ABI 


所 上 1 = ,从 而 BC/ FE. 


推论 1 若是 圆锥 曲线 的 焦点 ,E 是 与 焦点 相对 应 的 准 线 L 和 圆锥 曲线 对 称 
轴 的 交点 ,4B 是 过 焦点 已 的 蓄 , BC FE ,N 是 线段 EF 的 中 点 , 则 BC 与 4N 的 交友 C 
在 准 线 L 上 . 

推论 2 若是 圆锥 曲线 的 焦点 ,E 是 与 焦点 相对 应 的 准 线 L 和 圆锥 曲线 对 称 轴 
的 交点 ,点 B 在 圆锥 曲线 上 ,点 C 在 LL 上 , BC/ EF ,NN 是 线段 EF 的 中 点 , 则 直线 BF 


与 CN 的 交点 4 恰 在 圆锥 曲线 上 . 

性 质 6 设 圆 锥 曲线 的 焦点 为 ,过 曲线 上 一 点 P 的 切线 与 相应 于 焦点 的 准 线 
L 相交 于 0, 则 PFQ = 9%0*， 

证 明 取 焦 点 下 为 原点 ,e 为 离心 率 , 圆 锥 曲线 的 直角 坐标 方程 为 (1 - e?)x? + 
》 -2epx =p". 

设 P(xo,yo), 则 过 已 的 切线 方程 为 ( 见 性 质 7) 

(1—e’)xoxt+ yoy— ep(xo+ x%) 和 


又 相应 于 焦点 不 的 准 线 工 的 方程 为 x = -二 
联 立 上 述 两 方程 求 得 @ 点 坐标 ( - 三 ,es), 从 而 有 kr = 如 = - 凶 , 而 kos = 多 ， 
eyYo Xo yo Xo 
Bh kor kp = -1, 故 PFQ = 90°. 
性 质 7 设 P(x ,yo) 为 圆锥 曲线 Ax? + Bxy + C2 + Dx + 局 + 玉 =0 上 一 点 , 则 过 


2 2 2 


(2 Axo + Byo + D)x+ ( Bxo 十 迷人 yo 十 E)y+ Dxo + Eyo +2F =0. 


= go 0 
证 明 设 过 点 P(x。,y。) 的 直线 参数 方程 为 {””“ ，， (+ 为 参数 ), 代 入 团 角 


曲线 ,化 简 得 (4eos*g + Bsing :cos8 + Csin0) 2 + [(2Ax, + Byo + 万)cosb + { Bxo + 
2Cyo + E)sinO |i + Axo + Bxoyo + Cyt + Dro + Eyo + F =0. 

注意 到 f(xo ,yo) =0, 直 线 与 曲线 f(x,y) =0 相 切 , 有 入 =0, 即 (24xzo + By + DD): 
cos0 + ( Bxo + 2Cyo + E)*sing =0, 亦 即 (2Ax, + Byo + D)(x— x0) + (Bxo +2Cyo + E): 


YY 三 Xo + tsin 


(y- yo) =0. 由 上 式 即 有 Axox + (xoy+ yo%) 十 Choy + F(x + xo) + 了 (7 + yo)+ 
F=0. 
注 此 性 质 结论 ,也 可 看 作 是 用 x04, yoy ,3 了， 加 宇和 9 之 分 别 代替 字 ， 


y ,xy,%，y 即 得 . 
推论 点 (xo,yo) 关 于 圆锥 曲线 Ax? + Bry + Cy? + Dx + Ey + 所 =0 切 点 弦 方 程 为 


Xo 二 + 


Axox + BY + Oyoy+D: + EJ 7+F=0. 


注 点 (2o yo ) 关 于 此 圆锥 曲线 的 极 线 方程 与 上 述 方程 形式 相同 
性 质 8 设 定点 Q(xo, Yo) 不 在 圆锥 曲线 C;4x2 + Bry+C +Dr+Eyt+F=0 上 , 


座 析 要 喇 要 开 虱 潍 寺 同和 并 症 O 


山下 说 兰 要 生性 涟 二 同 洪 蛋 O 


过 0 作 直线 交 曲线 C 于 4,8 两 点 ,P 为 动 直线 48 上 不 同 于 0 的 另 一 点 , 且 满足 5 = 


T+ Xo 


T9087; 则 P 点 的 轨迹 是 直线 Axox + B.S + Croy + D: 


0 本 身 或 它 的 局 部 . 
证 了 明 设 4,B,P 的 坐标 分 别 为 (xi ,YY,), (x ,Ys),(%x,Y), 则 有 
Ax? + Bxiy, + Cy? + Drl+ 西 + 下 =0,4x2+Bxsya + Cy2+ Drxs+ Eys + F =0. 


+ E72+F= 


PE 和 Xl. 一 AXa 
今 | -| 从 -| 1+A 人 1-A ” 
1PBI1 1081 “， Yi + Ay, _ 1 ~ Ay, 
J TA 
于 是 ”hrxoz+ 且 :20Y ya< Cyy+D' +E +F 
_ 4- Bry ~ MBrays CO- 入 CO Dr-A Dr Ey-A Ey, ,下 -和 下 
1-A’ 1-4° 1- 4° 1-2° 1 一 和 1 一 入 
= [A + Bryy + Of + Dr + Eyy + F) -A (A + Besys + OF + Des + Bys + F)] 
= (0 -X00) =0. 


注 车 点 0 在 圆锥 曲线 内 部 , 则 P 点 轨迹 实际 上 就 是 性 质 7 推论 后 说 明 中 的 极 
线 方程 . 若 0 点 在 圆锥 曲线 外 部 , 则 P 点 轨迹 是 被 截 在 圆锥 曲线 内 的 线段 (不 包括 站 
点 ) ,此 时 即 为 过 9 所 作 圆锥 曲线 切线 切 点 间 连 结 线 段 (不 包含 切 点 ). 

性 质 9 设 曲 线 C :f(x,y) =1, 曲 线 C,:g(x,y)=1,P 是 C, 上 一 点 ,0 为 坐标 
系 原点 ,射线 OP 交 C 于 上 R. 叉 点 0 在 OP 上 , 且 满 足 1001'10PI= ElORI1 (Ek>0)， 
当 点 P 在 曲线 C, 上 移动 时 ,车 对 任意 实数 1 都 有 f(tx ,ty)=2f(x 7) ,g(t ,ty)=t: 
g(x%;,7); 则 点 0 的 轨迹 方程 是 f(x,y)= 让 (x,Y) >0. 

证 明 设 点 PP 的 坐标 为 (xp, yp), 设 点 RR 的 坐标 为 (xg ,yr), 点 0 的 坐标 为 (x， 
y), 则 由 1001:10P1 = k10RI?,R 在 Ci:f(x,yY)=1 上 ,而 用 x,Y) 满 足 f(t, 久 ) = 上 
f(x,y), 知 R 不 是 原点 , 即 10R1z0, 有 1001 才 0, 1 0Pl| 0. 


2 


wy [OP| _ loP| 10P 七 
又 设 10RT= 纪 则 上 >0, 且 1001=1ORE= 天 >0， 


IOR| IOP| 上 a _ 
即 1001 -EIORI 一 大 , 且 0,P,0 均 在 射线 OP 上 ,于 是 ,xp = Er EXR 一 


下 RE 


又 已 在 C 上 ,RR 在 C, 上 ,分 别 代 人 曲线 方程 ,得 


太 
g(xp, yp)= g( FX, EY) = FB(%,Y) 二 


所 以 fxns yn) = f(s Ey) = f(x,y) = 1 


从 而 g(x,y)= 坟 >0,f(x,y) -与 >0, 


故 点 8 的 轨迹 方程 为 f(x,y)= kg(x,y), 且 g(x,y)>0. 

性 质 10 设 P(xo, yo) 是 圆锥 曲线 C;f(x,y) =0 的 一 条 攻 4B 的 中 点 ,C' 是 C 关 
于 点 了 对称 的 曲线 , 则 曲线 C' 的 方程 为 1/(2xo - x,2yo - y) =0, 而 纺 4B 就 是 曲线 C 
C 的 公共 欧 , 且 公共 弦 所 在 的 直线 方程 为 f(x,y)--/(2xo -x,2y0 -7Y)=0. 

性 质 11 已 知 圆锥 曲线 :f(x,y)= Ax*+Cy+Dr+Ey+F=0 上 一 点 P(x,， 
yo) ,过 P 作 倾 斜 角 互 补 的 两 条 直线 PMY, PN 分 别 与 开交 于 异 于 已 的 两 点 虹 ,W, 则 直线 
MN 的 倾斜 角 为 定 值 . 

证 明 当 点 PP 在 曲线 的 对 称 轴 上 时 ,直线 MN 的 倾斜 角 为 0? 或 90° ,结论 显然 成 
YY. 

当 点 已 不 在 曲线 的 对 称 轴 上 时 ,直线 PM, PN, MN 的 斜率 km, kr , km 均 存 在 
且 都 不 为 0, 此 时 由 条 件 可 设 kw = ,kpy = -大 ,并 设 对,N 的 坐标 分 别 为 M(x ,yi)， 
N(x2,72), 则 flxo,y0) =0, xyi)=0,Fxayya)=0. 

由 f(x yi) 一 了 xo,Yo) =0, 两 边 同 除 以 x, - xo ,得 

[Cy +yo) + Elk+D+A(x +x0)=0. 

同 理 ,由 f(x;,y,) -大 xzoyyo)=0 得 [C(Y + yo0)+ El(-k)+D+A(x,+ xo) =0. 

由 上 述 两 式 分 别 相 加 、 相 减 , 得 

CC —y2) + A(xi + x2) +2D +2Axo=0, 

A(xi — x2) + Ck(Yy + Y2) +2Ek+2Ckyo =0. 

又 由 yl 一 oo= k(x x0) 与 yz 一 yo = 一 上 (x2 -so) 相 减 , 相 加 ,得 


1 
Xl] + NX = 天 (yi — y2) 十 之 X0 Yi + Y2 = k(x — X2) + 2y0. 


并 将 其 代入 前 两 式 ,得 (Ck + 全)(y, -72) = - (2D +4Awo)， 


位 百人 总 己 导 乒 尾 溢 沁 同 渤 奖 O 


De -v2) = - (2E +4Cy0). 


此 两 式 相 除 ,得 he = 并 二 全 = 启 +349( 定 什 ). 


离 酉 言 忆 车 丘 心 沟 雇 同和 芝 光 0O 


所 以 直线 MN 的 倾斜 角 为 定 值 . 


注 jy 


bx 
ozy 当 /f(x,y) - 手 - 1 =0 时 ， ‘him = ~ gay 


Es 1 设 P(xwo， yo) 为 圆锥 曲线 IT: Ax: + Cy + + Eyt+ 下 =0 上 一 点 ,i 为 过 扩 
P 的 切线 , PM, PN 为 倾斜 角 互 补 的 动 弦 , 则 (IT) 直线 MN 与 1 的 倾斜 角 也 互补 ; 
( 工 ) 线 段 MN 中 点 的 轨迹 是 与 原 曲 线 具 有 相同 离心 率 的 圆锥 曲线 . (证 明 赂 ,可 参见 
《数学 通报 》2002 年 第 4 期 ) 
推论 2 已 知 点 P(xoy,yo) 不 在 圆锥 曲线 P:4 + Cr+Dr+Ey+F=0 上 ,过 P 
作 倾斜 角 互 补 的 两 条 直线 分 别 交 卫 与 S,M 和 了 ,WwW, 则 直线 MN 与 ST 的 倾斜 角 互 补 或 
同 为 零 . 
证 明 不 妨 设 P 的 坐标 为 (0,48)( 因 本 的 方程 缺 xy 项 ) 及 直线 的 倾斜 角 经 平移 后 
保持 不 变 , 再 由 SM 与 TN 的 倾斜 角 互 补 可 设 其 方程 分 别 为 
y=hkx+b,y=— hx+b. 
将 其 代 人 芽 , 有 (A+ Ch)x*+(D+ Ek+2Ckb)x+ Cb +Ebt+F=0, 
(A+Ck)x +(D- Ek-2Ckb)x+ Ch +Eb+F=0. (*#* ) 
设 5, 用, T,N 的 坐标 分 别 为 (xi ,yy;) ,i =1,2,3,4, ST 与 MN 的 倾斜 角 分 别 为 0, ,9。 
(0,,0,E€[0,x)), 则 
9 + 全 = 或 09,=0,=0cytan0, +tang =0 
Se a dt a 
XI 一 3 Re Xa XI 一 Ky — Xa 


因 #4, 与 ,x 分 别 是 ( * ) 式 两 方程 的 根 ,有 mm 和 = 和 xu = 凶 寺 好 总 ,从 而 
0 与 0. 互补 或 同时 为 零 . 

性 质 12 若 直线 1:ax + by = cf(czF0) 与 圆锥 曲线 Ph + Bxy + Cy + Dx+ Ey+ 
F=0 的 两 交点 为 P(x,, Yi), QO(x, ,yz ) , 则 P(x yl) Oo yy) 满足 齐 次 方程 

Ax’ + Bxy + CF + (Det By) et F(t+Y) 0 

性 质 13 过 圆锥 曲线 上 的 一 个 定点 戏 任 作 两 条 互相 垂直 的 弦 MP ,MO ,车 曲线 为 


非 等 轴 双 曲线 , 则 直线 PQ 必 过 征 操 ;者 曲线 为 等 轴 双 曲线 , 则 直线 PQ 必 有 定 问 ， 
注 ” 当 定点 So y ~ hs A +2p, — 的 ee 


圆 殷 + 瑟 =1(a >5b>0) 上 时 ,过 定点 (与 二 与， -~ 本 二 与 yo);(3) 双 曲线 殷 - 


= 0c>xi3xa = %3X4 - 


- | 


a Di 


(a >0,8>0) 上 时 , a5, 过 定点 ( 伺 寺 与 40，- 与 二 与 %,),a= 5 则 PQ 有 定向 ,平行 于 


定 和 直线 y= - = .《 见 《数学 通报 》2001 第 9 期 ) 


性 质 14 ”圆锥 曲线 (包括 圆 ) 的 半 曲 线 上 的 周 角 ( 或 直径 所 张 角 ?两 边 斜 率 ( 斜 率 存 
在 ) 之 积 为 定 值 . 


注 对 于 圆 必 + 7 = 疡 ,直径 所 张 角 的 两 边 斜 率 乘积 为 - 1 对 于 机 图 乞 + _1 
(a > 5 >0) ,直径 所 张 角 的 两 边 斜率 乘积 为 - 与; 对 于 双 曲 线 帮 -= as 0 bs 0 


谨 径 所 张 角 的 两 边 斜 率 乘积 为 与 ;对 于 扼 物 线 = 2px，, 直 径 所 张 角 的 两 边 斜 率 乘积 为 


0.( 见 《数学 通报 》2000 年 第 11 期 ) 
性 质 15 过 圆锥 曲线 上 一 点 作 90* 的 张 第 所 对 的 动 弦 必 过 定点 . 


ee + 后 =1(a > b>0), 动 纺 过 定点 


和 2 2 袜 
(Fa ,了 二 %); 对 于 双 曲 线 与 - 妇 ), l(a >0, >0)， 动 弦 过 定点 (7 7 :了 < Fel "yo)s 


对 于 抛物 线 y* =2px(p >0), 动 弦 过 定点 (xo + 2p, 一 yo). 

性 质 16” 若 直线 48 的 方程 为 F(x,y) =0, 直 线 BC 的 方程 为 F,(x,y) =0, 直 线 
CD 的 方程 为 (x,y), 直线 D4 的 方程 为 (x,y) =0, 则 方程 而 (xy) F(x,y)+ 
AF,(x,yY)* F(x,y) =0 表示 过 4,B,C,D 四 点 的 二 次 曲线 方程 (其 中 4 为 参数 ). 

性 质 17 圆锥 曲线 的 内 接 三 角形 面积 与 对 应 的 切线 三 角形 面积 之 比 记 为 8 , 则 

( 工 ) 椭 圆 型 圆锥 曲线 0< 8 <2; 

(CI ) 抛 物 线 型 圆锥 曲线 6 =2:; 

( 卫 ) 双 曲线 型 圆锥 曲线 6 >2. 

注 ”其 证 明 见 4 数学 通报 3》1999 年 第 7 期 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 设 抛物 线 的 顶点 在 原点 0 ,下 为 焦点 , PQ 为 过 五 的 纺 ,10F1=a,1POI= 
5 , 求 Soro . (1991 人 


解 e=l,p=210F1=2a,1=1PO1= 


Wk PO ed 即 jx 一 y- ak=0. 由 性 质 2, 知 太 = 2 


一 上 = 


O 
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匹 
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伪 盏 便 王 层 五 尾 潍 灌 则 计 效 OO 


0 


,于 是 Saom = 亡 太 =aV 三 ， 


ak 
Vt 
例 2 给 定 曲线 族 2(2sing - e080)w? 一 本 + cos0 + 1)y =0,9 为 参数 , 求 该 曲线 
族 在 直线 y = 2x 上 所 截 得 的 弦 长 的 最 大 值 ， (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 ”显然 曲线 族 及 直线 y =2x 都 过 原点 ,将 y =2x 代入 曲线 族 得 (2sin6 - cos8 + 


3)x* - (8sin0 - cos0 + 1)x =0, 注 意 到 2sing - cosg + 3=V5sin(0 - arctan 方 ) +3 关 0, 方 


_ _ Bsind — cos0 + 1 
程 的 根 为 x) = 0,%, = 2sin6 一 cosg +3: 


设 所 截 弦 长 为 1, 则 l=vV +2|ix, 一 xi|=Y5|lx,]. 
设 x,， = [1, 则 (8 -21) sin0 + (1 + ti)eoosg = 3t+1, 即 sin(0+ mp) = 


2 
(B— 22) + (1+ 8) 2 C2 rte 人 


:<2(:z0). 故 1#1<8, 等 号 成 立 当 目 仅 当 := -8, 即 osp = 其,sinp = 去 时 ,sin(6+ 9) = 
-1, 故 当 本 -= 8V5, 即 纺 长 最 大 值 为 8V5. 


例 3 设 曲线 C, := 本 ,曲线 C,:x+y=1,P 是 C, 上 一 点 ,射线 OP 交 C, 于 


尺 . 又 点 OO = 10RT, 当 PP 在 曲线 C, 上 移动 时 , 求 0 点 的 
轨迹 方程 . 


解 记 f(x,y)= = 与 -8(xsy)= =x+y. 


= Ce) + 《2 = 已 ( 乞 + 委 ) = f(x,y), g(r, ty)= 
坟 + 雪 =t*g(x;Y), 从 而 点 0 的 轨迹 方程 为 的 + 入 = x+ y(x+y>0), 即 


(x -3 (re 2 
> = 1( 除 去 原点 ) , 


4 
注 此 例 的 类 似 题 可 参见 1995 年 全 国 高 考题 第 26 题 . 


例 4 已 知 椭圆 C:(x -2)*+ 算 =1, 直 线 1:x-y+1=0 和 点 R(1,4). 
( 工 ) 在 椭圆 C 的 内 部 寻求 一 点 对, 要 求 满足 以 下 条 件 : 过 M 的 直线 若 与 直线 1 交 


于 点 Q, 与 椭圆 C 交 于 两 点 4, 有 , 则 必 有 Ti8| = | 人 1 .试问 这 样 的 点 M 是 否 存在 ? 


(D0) 过 点 R 引 直 线 交 椭圆 于 EF 两 点 , 若 | RE1 = | EF|, 求 直线 EF 的 方程 . 
解 ( 工 ) 设 点 8 的 坐标 为 (a ,a + 1)(a 为 参数 ) ,椭圆 C 的 方程 可 以 化 为 4x? + 


y 一 16x + 12 = 0, 运 用 性 质 8 ,在 此 方程 中 ,以 ax 代 x?,(a+ Di 人 代 x , 则 得 


4ax+(a+ 1)y - 16 +12=0, 可 化 为 y -8x+12+ a(4x+y-8) =0, 它 表示 经 过 
直线 y -8x + 12= 0 和 直线 4x +y-8=0 的 交点 ( 子 , 千 ) 的 直线 系 方程 
点 ( 子 , 气 ) 在 椭圆 C 内 , 它 就 是 所 求 的 点 MM. 


| EPI [TERI| 
(1) 设 P 是 线段 EF 上 的 点 , 且 满足 | = |， 


在 椭圆 C 的 方程 4x* + yy 到 16x” +12=0 中 ,运用 性 质 8, 以 x 代 x ,4y 代 和 ,于 


代 *, 便 有 4x+47-16'z 二 +12=0, 即 zx-y-1=0， 


由 于 己 点 满足 125| = | ,所 以 它 一 定 在 直线 x - y - 1 =0 上 , 故 设 其 坐标 为 
(8,6— D. 
IERI 1 


| EP | 
又 R 是 酉 回 C 外 的 点 , 己 是 精 贺 C 内 的 点 , 且 1EP1 -12R1 - 二, 所 以 点 是 有 
向 线段 艳 的 内 分 点 ,并 可 求 得 gp =3. 


设 点 马 的 坐标 为 (z,7), 则 xz = 2 = 28 二 y = 和 +3(6 1) = 3+1 将 其 代入 


C 的 方程 (% - 2) + 委 = 1 并 整理 ,得 458 -1625 + 133=0, 由 此 求 得 b= 专 或 b= 3， 


所 以 P 点 举 标 为 ( 子 , 仿 ) 或 (于 ,入 ). 


由 R,P pi EF 的 方程 为 2x* +y-6=0 或 14xs+y-18=0. 

例 5 过 抛物 线 丁 ; y? = 2px 的 顶点 0 作 两 条 互相 牌 直 的 芒 04 ,0B8.( 工 ) 求 证 : 直 
线 4B 恒 过 定点 Wo ,并 求 出 其 坐标 ;( 开 ) 求 顶点 0 在 4B 上 的 射影 的 轨迹 方程 ， 

证 明 (了 ) 设 4B:ax + by =1(a,&b 不 同时 为 零 ), 由 性 质 12, 得 齐 次 方程 ; 


2 px ( ax + by). 令 := 二 ,得 一 了 Di -2ap =0, 从 而 由 题 设 il "iy=— 1 ,得 外 一 = 去 ， 即 
AB 的 方程 为 7x + 好 =1, 此 直线 过 定点 Mu(2p ,0). 
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元 瑟 言 所 垩 开心 沼 油 岂 商业 O 


( 卫 ) 设 天 zxo,yo) ,代入 元 I+ y= 1 ,得 xo + 2pbyo =2 


又 O844B, 则 ( 轩 )"( 一 证)= -1, 得 oo = bxo(xo#0). 


由 “= 二 代 人 ,得 yo = 2pbxo . 


此 方程 与 xo + 2pbyo = 2p 联 立 消去 4b ,得 所 求 轨 迹 方 程 : 

x +Yy -2px=0(x0). 

例 6 一 直线 的 斜率 等 于 椭圆 的 离心 率 , 且 过 此 椭圆 的 准 线 与 焦点 轴 的 交点 . 求 
证 :这 条 直线 与 椭圆 相 切 . 


证 明 ” 设 机 图 方 程 为 妃 + 怒 = 1(a > b> 0), 准 线 与 焦点 轴 的 交点 K( -所 0) , 则 
过 K 且 斜 率 等 于 上 的 直线 方程 为 y= 一 (% + 二) . 当 xx 一 -ee 时 ， 


这 就 是 说 直线 与 椭圆 有 公共 点 P( - c, 女 ) ,而 P 是 过 椭圆 焦点 的 通 径 ,由 性 质 13 


的 推论 2, 知 这 条 直线 与 椭圆 相 切 . 
例 7 求证 :抛物 线 上 任 取 四 点 所 组 成 的 四 边 形 不 可 能 是 平行 四 边 形 . 
证 明 ”证 其 等 价 命题 :过 平行 四 边 形 四 个 顶点 的 二 次 曲线 不 是 抛物 线 . 
设 Ax+ By+ C=0(i=1,2),A'’x+B'y+C, =00i =1,2) 分 别 为 一 平行 四 边 形 的 
两 组 对 边 , 则 过 其 四 个 顶点 的 二 次 曲线 系 为 
(Ax+By+C)(Ar+By+C)+A(Ax+By+C)(Axr+BYy+C',)= 0, 其 中 x 
的 系数 为 4 + A4 ,y 的 系数 为 户 + 4B”,xy 的 系数 为 2( AB + A4'B' ). 
而 A=4(AB + A4'B'): -4(A: + 44")(B: +AB’) 
= -44(4B’ - A'B). 


又 4#0, 各 zz 多, 故 Az0, 故 二 次 曲线 系 方程 不 表示 抛物 线 .命题 获 证 . 


例 8 在 抛物 线 的 准 线 上 任 取 一 点 C1 ,使 Ci 不 在 抛物 线 的 对 称 轴 上 ,过 C, 作 抛 
物 线 的 切线 , 设 切 点 为 A ,BI ,直线 Al 已 | 交 淮 线 于 0; .又 过 CG» 作 抛 物 线 的 切线 , 设 切 
点 为 出 ， 本 B, ,直线 4, B, 交 准 线 于 CG .如 此 继续 ,得 到 一 个 点 列 Ga 时 CG» 和 LC , 试 求 此 点 列 
的 特性 . 


解 设 抛物 线 为 庆 = 2px, 则 FC 如 ,0), Ci( 一 旦 ,1) ,C2( 一 二 py2); 


由 性 质 3 的 推论 2, 知 4 8 过 焦点 ,是 4 有 上 CFRP, 即 


C2 FL CF. 则 — 2 = -1, 即 yy,=-p. 
2 ”2 “2 72 

同 理 , A, B, 过 焦点 F, 且 4, 8B, 即 C;F | C,F. 这 样 ,直线 
C1F,C3F 同 过 焦点 有 旦 都 与 C,F 垂直 , 故 C;F 与 C.F 重合 ， 
于 是 C, 与 C 重合 . 

如 此 类 推 ,于 是 可 知 点 列 Ci, GC,, C;,-… 具 有 以 下 性 质 ; 
(1)} Ca = 0, Ca = Cn 是 下 整数 );(2) yy， 二 一 忆 . 

例 9 已 知 过 点 (0,1) 的 直线 ! 与 曲线 C:y = x+ 二 (xy> 图 25-4 
0) 交 于 两 个 不 同 的 点 M 和 NNN. 求 曲线 C 在 点 MN 处 的 切线 的 交点 轨迹 . 

(2007 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ” 设 点 用 、N 的 坐标 分 别 为 (x ,y) 和 (x,,y;) ,曲线 C 在 点 用 .NN 处 的 切线 分 
别 为 、4 ,其 交点 P 的 坐标 为 (xp ,yp ). 

| 则 ;的 方程 为 y= hx + 1. 


效 天 半 之 要 乓 性 区 二 同 并 泪 O 


YY 三 ++ 一 


* ,消去 y 得 (k-1)x*+x-1=0. 
y= kx+l1 


由 题 意 知 ,该 方程 在 (0, + x ) 内 有 两 个 相 异 的 实 根 x1,%2, 鼓 有关 1, 且 


A=1+4(k-1)>0,% + x =T E>0, mx = 7 >0. CF) 


由 方程 组 | 


解 得 于 < 上 <1， 

对 7= x+ 求 导 , 得 了 =1- 方 , 则 世 1.-。 =1- 直 ,Ya =1- 古 .于 是 ,直线 
1 的 方程 为 7 二)(x 一 和), 亦 县 

y=(1- 训 )*+ 之 ， 

同 理 可 求 得 直线 1, 的 方程 为 y= (1 有 


由 同上 述 两 方程 相 减 ,有 (二 一 评 )xp+ 沁 - 之 =0. 因 x 六 ,内 
2 ] 


库 生 前 叫 辟 卫 和 届 涟 沿 同 入 闭 O 


2k -1, 即 得 2yp = (3 一 2k)xp +2. 而 xp =2, 得 yp =4—2k, 


【模拟 实战 ) 


P= 


kw 


Ca 


I 


.已 知 中 心 在 原点 , 实 轴 在 轴 的 双 曲 线 的 渐 近 线 方程 为 y= +\x, 直 线 y =2x + 


. 过 双 曲 线 16x2 -9y? = 144 的 焦点 且 斜 率 为 车 V 五 的 直线 被 双 曲线 所 截 , 求 蕉 得 的 下 


, 设 过 4(2,1) 的 直线 1 与 双 曲 线 -分 =1 交 于 P,P, 两 点 , 求 线段 P,P 的 中 点 的 


* 已 知 直线 :x-2y-1=0 和 hb:2xX—-y-2=0, 过 点 0(2, -1) 作 直线 交 Li 于 有 4, 交 


. 设 动 直线 | 与 定 椭圆 卫 :一 + 入 =1 相 交 于 4， B 两 点 . 若 04 | 08 ,求证 直线 1 恒 与 


x1 %2 
Xp = x + wi 由 # ) 式 知 xp =2. 


由 前 述 两 方程 相 加 ,有 2y。 = [2- (5 + 页] +2( + 记 ) 


RE 4 2 2(1 -kk)-= 


= 2 
计 ] Xo | 证 2 x? 1 先 ] 各 了 多 1 一 多 


3 5 
又 二 <x<1, 得 2< yp< 广 . 


即 点 P 的 轨迹 为 (2,2),(2, 之 ) 两 点 之 间 的 线段 (不 含 端 点 ). 


习题 A 


210 与 双 上 曲线 相交 且 所 得 弦 长 为 4, 求 双 曲 线 方程 


re 


轨迹 方程 ， 

设 曲 线 Cl:x?:+ y=1, 曲 线 C,:x+y=1,P 是 C, 上 一 点 ,射线 OP 交 C 于 员 . 又 点 
0 在 OP 上 ,和 且 满 足 |1001:10P1=10RI?. 当 PP 在 曲线 C, 上 移动 时 , 求 9 点 的 轨迹 
方程 . 


4 于 8B， a 的 一 点 , 且 T25T = 7081 - 求 点 了 的 轨迹 ， 


定 回 相 切 ,并 求 上 的 方程 
364 


“< 


Do 


= 


ho 


tL 


> 


CA 


站 


- 设 己 为 过 椭 贺 的 一 个 焦点 且 垂直 于 焦点 轴 的 弦 的 一 个 端点 , 若 点 P 的 法 线 怡 好 过 


短 轴 的 一 个 端点 , 求 椭圆 的 离心 率 . 


-已 知 二 次 曲线 切 直 线 x - 2y + 3=0 于 点 P( -1,1), 切 直线 5x +2y -6= 0 于 点 


Q(2, -2), 且 经 过 点 R(1,0) . 求 此 二 次 曲线 的 方程 . 


习题 也 


. 设 圆锥 曲线 的 焦点 为 了 了, 若 4 , 4,,…, 4, 是 圆锥 曲线 上 的 几 个 点 ,上 且 有 4, F4, = 


es 中 一 一 一 十 一 一 一 十 硬 阳 于 + 一 


: 设 人 ABC 的 三 个 顶点 在 圆锥 曲线 下 上 , 则 其 两 边 48 和 4C 与 的 一 条 对 称 轴 夹 角 


相等 的 充 要 条 件 是 : 边 BC 和 切 下 于 点 4 的 直线 1 与 的 一 条 对 称 轴 的 夹 角 相 等 . 


. 设 圆 与 某 一 圆锥 曲线 有 四 个 交点 ,依次 为 4,8,C,D, 则 公共 弦 4C, BD 与 焦点 轴 的 


倾角 互补 . 


. 过 任意 圆锥 曲线 的 弦 PO 的 中 点 0, 作 两 弦 48B, GD .如 过 4,8,C,D 的 圆锥 曲线 ( 包 


括 退 化 圆锥 曲线 ) 与 直线 Po 交 于 RR,5 两 点 ,求证 ;10R| = 1051. 


.已 各 下 是 焦点 ,P,Q 是 圆锥 曲线 上 两 动 点 ,而 全 Pro = 26(6 为 锐角 ) .求证 ;( IT ) 过 


点 了 ,0 的 交点 的 轨迹 是 以 下 为 焦点 的 圆锥 曲线 ;( 亚 ) 直 线 Po 便 切 于 一 以 下 为 焦 
点 的 圆锥 曲线 ， 


. 设 ABCDEF 是 圆锥 曲线 的 内 接 六 边 形 ,三 对 对 边 4B 和 DE 交 于 MM 点 ,BC 和 EF 交 


于 入 点 ,CD 和 而 交 于 P 点 .求证 :用 ,NN,P 三 点 共 线 . 


渭 卫 说 莹 下 后 性 沟 星 四 涉 并 oO 


电 ， 
奥 
林 
数 
学 
中 
的 
儿 
何 
问 
题 


第 二 十 六 章 “圆锥 曲线 的 相关 性 质 及 应 用 


【基础 知识 


椭圆 .抛物线 和 双 曲 线 , 既 可 看 作 平 面 截 圆锥 面 所 得 到 的 截 线 , 又 有 统一 定义 与 分 
别 定义 ,因而 ,这 几 种 曲线 的 同一 性 和 特殊 性 决定 了 它们 的 几何 性 质 具有 相同 性 和 不 
同性 .所 以 , 当 我 们 在 一 种 曲线 上 得 到 某 项 性 质 时 ,也 容易 在 其 他 曲线 上 找到 相关 的 性 
质 


由 于 椭圆 ,抛物线 和 双 了 曲线 可 以 看 作 与 无 穷 远 直 线 分 别 有 零 个 交 氮 ,一 个 交点 和 
两 个 交点 ,又 双 曲 线 .椭圆 各 有 唯一 的 中 心 且 为 有 穷 远 点 ,而 抛物 线 的 中 心 为 无 穷 远 


点 ,由 此 ,可 得 所 + 入 =1(a>6>0),y =2px, 手 -让 = 1(a > 0,5 > 0) 这 三 种 曲线 的 


互 变 规律 (注意 eE(0,1),e=1,e>1); 

规律 1 椭圆 的 两 焦点 连 线 先 演 变 成 抛物 线 上 日 焦点 出 发 的 射线 (中 心 0 由 有 和 穷 
远 点 演变 成 右边 无 穷 远 点 ) ,继而 演变 成 双 曲 线 轴 上 自 焦点 出 发 的 两 条 无 重合 的 射线 
(中 心 又 由 无 穷 远 点 演变 成 左边 有 穷 远 氮 ) 

规律 2 椭圆 内 部 含 焦点 区 域 ( 或 外 部 不 含 焦点 的 区 域 ), 先 演变 成 抛物 线 的 右 便 
会 焦点 区 域 (或 左 侧 不 含 焦点 的 外 部 区 域 ) ,继而 演变 成 双 曲 线 左 右 两 支 含 焦 点 的 内 部 
区 域 ( 或 左右 两 文中 间 不 合 焦 点 的 外 接 区 域 ) . 

关注 三 种 曲线 性 质 的 相关 性 ,可 以 根据 一 些 已 有 的 知识 ,通过 类 比 的 途径 进行 探 
索 , 发 掘 出 更 多 的 知识 ,也 可 以 将 某 些 命 题 适 当 改 编 , 而 得 到 一 些 新 的 相关 命题 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 F,FF, 分 别 为 椭圆 每 + 生 =1(a > 5 >0) 的 


左 , 右 焦 点 ,点 P 是 椭圆 上 的 一 点 , 则 PF F, 所 会 的 

全 PF F, 的 旁 切 圆 必 切 于 椭圆 的 右 顶 点 4 ,APF2:R 

所 含 的 全 PP 局 的 旁 切 圆 必 切 于 椭圆 的 左 顶 点 4,. 
证 明 设 42, 呈 为 备 切 圆 了 与 边 忆 丈 , 克 已 的 延 图 26-1 
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长 线 相 切 的 切 点 , 因 1F,4’,1 =1FiPI,1FA1+1FBI=1FFIl+|FPl+1PF,|= 
2(qa+c), 从 而 ] F141 = a+c, 故 点 4', 就 是 椭圆 的 右 顶 点 , 即 4', = 4,. 

同 理 , 可 证 圆 切 于 左 顶 点 的 情形 ， 

由 于 IT 既 与 椭圆 含 焦点 区 域 有 关 , 也 与 不 含 焦点 的 区 域 有 关 , 由 互 变 规律 ,有 对 
于 双 曲 线 .抛物 线 的 如 下 结论 : 


结论 1(1) 若 F,F, 分 别 为 双 曲 线 每 - 好 = 1(e > 0,5 > 0) 的 左 、 右 焦点 ,点 P 


是 双 曲 线 右 文 上 的 一 点 , 则 全 PP 的 内 切 贺 必 切 于 双 曲 线 的 右 顶 点 ;车 点 已 是 双 曲 
线 左 支 上 的 一 点 , 则 人 PF F, 的 内 切 圆 必 切 于 双 曲 线 的 左 顶 点 . 

结论 1(2) 大 FF 为 抛物 线 y =2px 上 的 一 点 ,点 P 是 抛物 线 上 的 一 点 ,过 点 P 作 
平行 于 抛物 线 的 对 称 轴 (x 轴 ) 的 直线 1, 则 与 x 轴 、PF 直线 1 同时 相 切 的 圆 必 切 于 抛 
物 线 的 顶点 . 


例 2 设 是 椭 国 每 + 各 =1 上 异 于 长 轴 顶 点 的 任 一 点 , F,,F, 是 椭圆 的 两 个 集 


太 ,1 是 全 PF 下 的 内 心 , PI 的 延长 线 交 FFF 于 7T, 则 1771 与 11P1 的 比 等 于 椭圆 的 离 
心率 ， 

证 明 如 图 26-2,7 为 入 PP FF 的 内 心 , 连 FF 了 FF, 卫 , 则 
有 LT ART 1 FT 

|IPI YI1F,PI’IIPI™ TE,PI: 

由 等 比 定 理 ,椭圆 定义 及 离心 率 定 义 , 得 

Tm RTI [FT IFTI+IETI 2ec 


“i 


即 证 . 
由 互 变 规律 ,对 于 双 曲线 ,抛物线 有 下 述 结论 
结论 2(1) 将 例 2 中 椭圆 ,内 心 分 别 改 为 双 曲 线 、 旁 心 即 可 . 

结论 2(2) 设 已 是 抛物 线 72 = 2px(p >0) 上 异 于 顶点 任 一 点 ,下 为 其 焦点 , Px' 与 


* 轴 平 行 且 同 向 ,x'Fx 和 PFx 的 内 角 平 分 线 交 于 了 ,PI 交 Fx 于 7, 则 [六 = e， 


例 3 如 图 26-3.4 ,4 分 别 为 本 加 二 + 三 = 1(a > 5 >0) 的 左右 顶点 , F, 为 其 
右 焦点 ,为 到 对 应 的 准 线 ,P 是 椭圆 上 ( 除 4 ,4, 外 ) 任 一 点 , 设 4 P, 4,P 分 别 与 1 


交 于 M,N. 则 ;( 工 )MF,_|NF,;( 卫 ) 以 MN 为 直径 的 图 与 PF, 相 切 于 F,;( 陡 )F,M 平 
分 PF, 有 4,. 


峭 吾 便 叫 民 匡 居 潍 洲 同 讲 奖 O 


离 本 言 悟 王 心 流 十 同 江 症 O 


证 明 (I) 设 P(acos6,bsin9),F,(c,0),A,(—4a，, 
0), A,(a, 0) ,1 = 到， 则 41P, 4,P 的 方程 分 别 为 y = 


bsin 
osGr i) (s+ 0), y= -0). 于 是 易 求 得 


a” (Lo+ c)bsing N( 生 ， (a— cjbsin0) 
cc(co0+1) c(cos0 — i 


从 而 hw, hw = 设计 区 和 放生 于 -所 
MF, | NF,. 
( 卫 ) 设 MN 的 中 点 为 五 , 则 B (二 ,外 < 二 ageC )， 由 kzr, ，jrr = 2 二 cosC ， 


CsI 


M( 


bsin0 __ _ |, 知 EF, | PF,, 故 OE 与 PF, 相 切 于 点 F,. 


acos0 — ce 

(于) 因为 1 垂直 于 x 轴 , 则 NMF, 与 MF, 4, 互 余 . 又 ANMF 与 人 MNF, 互 余 ， 
所 以 一 MP A, = MNF, .又 台 切 角 作 PF,M = MNF,, 所 以 PF,M = MF,4,, 故 
开采 平分 一 PFA， 

由 互 变 规律 ,对 于 双 曲 线 ,抛物 线 有 如 下 结论 : 


结论 3(1) 4,,4; 分 别 为 双 曲 线 竹 -长 =1(a >0,6>0) 的 左 、 有 顶点 , F, 为 右 信 


点 ,1 是 与 让 ,对 应 的 准 线 ,P 是 双 曲 线 右 支 上 异 于 4 的 任 一 点 , 设 41,P,4,P 分 别 交 ! 
于 及 ,NN, 则 (了 工 ) MF, NF,;( 了 ) 以 MN 为 直径 的 圆 与 PF, 相 切 于 F;( 陡 ) FM 平分 
一 PP 4 

结论 3(2) 4, 下 ,i 分 别 为 抛物 线 y = 2px 的 顶点 ,焦点 , 准 线 ,P 为 抛物 线 上 异 于 
4 的 任 一 点 ,4P 交 i 于 N, PM 平行 于 对 称 轴 且 交 1 于 M, 则 (了 )MF_| NF;( 了 了) 以 MN 
为 直径 的 圆 与 PF 相 切 于 ;( 卫 ) FM 平分 人 PF4. 

注 例 3 及 结论 3(1),(2) 中 的 条 件 若 变 为 :过 焦点 的 直线 与 曲线 交 于 P,0 
(不 与 4 ,4, 重合 ) ,4 P( 抛 物 线 中 为 MP// 轴 ) 和 4,0 交 于 MM,4,P 和 Al0( 抛 物 线 
中 为 WPVx 轴 ) 交 于 N, 则 有 (I)MF. LNF;:(I) 以 MN 为 直径 的 圆 与 PO 相 切 于 
忆 ;( 轩 ) FM 平分 PF, hs, FN 平分 OF, 有 4， 

例 4 在 椭圆 中 ,( 工 ) 焦 点 弦 的 一 痕 点 和 相应 准 线 上 的 一 点 的 连 线 过 焦点 轴 上 的 
一 个 顶点 的 充 要 条 件 是 男 一 端点 和 准 线 上 这 点 的 连 线 过 焦点 轴 的 男 一 顶点 ;( 了) 不 过 
中 心 及 焦点 轴 顶 点 的 一 条 藤 的 两 端点 和 其 他 轴 上 的 两 顶点 的 连 线 的 交点 在 准 线 上 的 
充 要 条 件 是 这 条 蓄 过 该 准 线 相 应 的 焦点 ， 


证 明 设 椭圆 方程 为 性 + 作 =1, 弦 妇 的 两 端点 


及 奥 

A(xi, Y1), xyya) ,如 图 26-4. 林 
又 设 44(a ,0) ,4,(as,0), 其 中 a 源 x1, Qs 尖 % 的 

(与 下 面 的 Ai(-— ai0) ,4:(aaz,0) 不 同 ,但 最 终 要 证 它 数 
们 分 别 重合 ), 则 直线 44'， 和 B4, 的 方程 分 别 为 
y= 0). 上 

联 立 两 方程 消去 y 并 整理 ,得 问 
[(%2 yi 一 io) — Gay + ays r= a xy — G2%1y2 — Ga (YJ). (D 是 


又 设 弦 4B 的 方程 为 y= k(x - m)(k#0,mz#0), 代 入 椭 圆 方程 消去 x 并 整理 ,得 
(a pk +b )y +2b mky + bik (Cm: — a)=0, 
2 212 2 _ 于 


驰 
于 是 Xl Ya 十 X22 ¥) = Ct m) ya 二 Ce m)y= 人 十 mt(y) + y2) = 二 (0 + y2). © 


又 由 4, 及 (m,0),B 三 点 共 线 , 有 一 2 一 = 一 闫 一 , 即 


XI—m XX =m 


X12 R= m( yi — y2). (3 
钊 + 加 得 spy) m1)]. ©@ 
@-@ 得 x71 = 二 [Ey + ) tm @ 


易 见 , 若 4B | x 轴 时 ,斜率 ks 不 存在 , 设 4B 的 方程 为 x = m, 则 ,@, 回 仍 成 立 . 
把 四 ,由 ,加 代 人 四 并 整理 ,得 
[mm(yi 到 ya ) — G271+ Gyz 区 


= 二 (a 一 GQ2)(Y1 十 Ya) 十 [3 (a + gs)m ~— aias (yi pa) © 
( 工 ) 在 @ 式 中 , 令 x= -对 ,mm = - c, 整 理 得 


[eaetaoct3 (a t+ a)(a+ 0)](y, - y) =0. DD 
设 C 为 准 线 上 的 点 , 则 AC 过 A,( 2 和 0)cali = 一 


[oc(a- a) + ata) (e+c)] (yy) =0 


庙 吾 全 三 导 五 站 潍 潮 回迁 奖 0O 


F(a -a)(a- ec) (yy —-y)=0a=a 


BC 过 上 感 A,(&,0). 
( 工 ) 在 人 @ 式 中 , 令 el = -a,a;=&a, 得 


. 
[m{y ~ y2) -ay - ay2 |x = -9 + y2) + a 《7 - y2), 即 和 ® 


2 


2 


则 4B 过 焦点 F( -ec,0)em= -cox= -和 


A41, Bh 的 交点 C 在 准 线 x = -全 上 . 


注 (1) 由 例 4 即 可 推 知 :椭圆 焦点 弦 的 两 端点 和 其 焦点 轴 上 的 两 顶点 的 连 线 的 
交点 C 的 轨迹 是 与 该 焦点 相应 的 准 线 .(2) 例 4 及 (1) 中 的 焦点 换 为 定点 (m,0)( 即 用 
m 换 c) ,结论 仍 成 立 . 

由 互 变 规 律 ,对 于 双 曲 线 .抛物 线 有 下 述 结 论 : 

结论 4(1) 将 例 3 中 的 椭圆 改 为 双 曲 线 (或 用 -世代 关 ) 即 可 ， 

结论 4{2) 在 抛物 线 中 ,( 工 ) 焦 点 弦 的 一 个 端点 和 准 线 上 一 点 的 连 线 过 抛物 线 顶 
点 的 充 要 条 件 是 该 艾 的 另 一 端点 和 准 线 上 这 点 的 连 线 平 行 于 抛物 线 的 对 称 轴 洒 工 ) 不 
过 顶点 的 一 条 弦 的 一 端点 和 抛物 线 顶 点 的 连 线 与 过 另 一 疹 点 且 平 行 于 抛物 线 对 称 轴 
的 直线 的 交点 在 准 线 上 的 充 要 条 件 是 这 条 弦 过 抛物 线 的 焦 操 . 

注 结论 4(1),(2) 也 有 例 4 中 的 注 的 结论 . 

【 解 题 思 维 策略 分 析 】 

1. 注意 曲线 的 同型 性 及 椭圆 的 特殊 情形 一 一 圆 所 具有 的 性 质 

例 5 设 W(m,0)(mz +a) 为 酉 圆 气 + 妃 = 1(a> >0) 的 焦点 轴 上 一 点 ,过 打 
作 制 线 M4B ,MCD 交 椭 图 于 4 ,8,C, 万 四 点 .( 工 ) 若 4D, BC 分 别 交 直线 x= mm 于 尸 ， 
0, 则 1MPI1 = 1MO1;(I) 设 0 为 中 心 , 苦 一 0OM4 = OMC, 则 4D 与 BC 交 于 定点 


N( 生 ,0) 目 LNM = 一 BNR( 有 为 NM 反 向 延长 线 上 的 点 );( 轩 ) 车 4D( 或 BC) 与 加 


交 于 N( 生 ,0), 则 人 OMA = 人 OMC, 且 4NM = 人 BNR. 
证 明 《了 I) 设 割 线 M4B, MCD 的 方程 分 别 为 y= h(x-m),y = 记 (x 一 m), 如 图 

26 -5. . 

考虑 曲线 系 
Albxr tay -ob)+uly- k(x—-m)lly- k(x—-m)]=0. OD 
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令 x= 观 ,得 y= sy ,从 而 


IMPI| = ||MO!|. 

(本 ) 在 中 式 中 y =0, 有 

(ab + ph kz) x — 2mak hx + pki hsm’ — a b2A 
= 0. @ 

由 人 OMA = 人 OMC, 有 各 = -万 , 则 可 设 太 态 = 
-局 . 若 敌 0,p 关 0, 由 对 称 性 ,此 时 4D 与 BC 的 交点 


图 26-5 


NN 在 x 轴 上 . 设 4D, BC 交 x 轴 的 横 坐 标 分 别 为 x, ,x,, 则 xl =% ,从 而 xi = 二 = 
FT 1 二 务 1%a2 三 FT 
(= -多 路 土生， 得 ) = “性子 多- 严 ,于 是 


1 _a 

)8 一 PR vm’ 

又 按 对 称 性 知人 MNP = 人 MNQ = 人 BNR. 

(IU) 车 4 与 * 轴 交 于 N(2 ,0) ,以 z = 生 代 入 @ 式 并 化 简 ,得 


(a —-m)(Aa b+ ph ks)(a m2)=0. 


2 2 
由 a 关 + 上 wa; 有 uk 有 ,= 部 


计 ] 三 一 


又 由 @ 式 及 韦 达 定理 ,并 注意 上 式 有 & = i -和 =. 这 说 明 4D, BC 


交 于 点 N( 生 ,0) .又 由 人 I ) 知 Rn = ONM = 人 BNR. 由 


对 称 性 入 ANM 旬 全 CNM ,从 而 人 OMA = OMC. 

注 将 例 5 中 的 椭圆 改 为 圆 ,结论 仍 成 立 . 

由 互 变 规 律 ,对 于 双 曲 线 .抛物 线 有 下 述 结论 : 

结论 5(1) 将 例 5 中 的 椭圆 改 为 双 曲 线 (或 用 -如 代 电 ) 即 可 . 

结论 5(2) 设 MH(-e,0)(erF0) 为 搜 物 线 y? =2px(p >0) 对 称 轴 上 一 点 ,过 型 作 
两 条 制 线 MH4B , MCD 交 抛 物 线 于 4,B8,C,D 四 点 .(I) 若 4D 和 BC 分 别 交 直线 % = 
-a 于 P,Q, 则 |MPI1 = 1MO1;( 了) 车 AMX = 人 CMX, 则 4D 与 BC 交 于 一 定点 N(a， 
0), 且 ANM = 人 BNX;( 轩 ) 车 AD( 或 BC) 经 过 点 N(a,0), 则 AMX = /CMX, 且 
ANM = /BNYX. 
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清末 言 所 导 王 尿 渐 示 则 入 并 O 


窗 玫 说 拓 导 王 尾 注 才 同和 涝 收 O 


例 6 设 P(xo,yo) 是 椭圆 了 内 部 一 定点 ( 异 于 中 心 0), 过 点 了 引 直 线 1 交 椭圆 于 
4,B 两 点 ,以 04 ,08 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 ( 当 4,0,8 共 线 时 视 为 退化 情形 ) 040B ， 
则 点 0 的 轨迹 是 以 忆 为 中 心 且 与 椭圆 斌 有 相同 离心 率 的 椭圆 ,同时 椭圆 店 过 本 的 
中 心 . z 

证 了 明 设 椭圆 方程 为 mx* + ny =1(m>0,n>0), 又 
设 4(xz ,1) ,B(x2,Y,) ,Q(x,Y), 直 线 1 的 斜率 为 上 ,其 
方程 为 y - yo = k(x -xo), 如 图 26 -6. 

! 与 的 方程 联 立 消去 y, 得 

(m+ nk )x +2nk(yo -ro)x+n(yo— kro) -1-= 


由 于 四 边 形 0408 为 平行 四 边 形 , 所 以 
多 一 | tm = ,yy + yy = 此 《和 | 十 


2m({ kxo — Yo) by a n 
mm ,由 此 得 ~ = -mk- 


| — 2x0) 二 27yo = 


1 
Yo ed 二 人 
_ 2 0 .二 一 “0 亦 即 


n 
xX—2xo Xx m %— 2xo 


eh 


TT Yo 


m(x— Xo) +n(y— yo) = mx + ny 

耕 /的 方程 xy = x%o, 则 0 点 坐标 为 (2xo,0) , 仍 适 合 上 式 , 故 点 0 的 轨迹 方程 为 上 
所 求 . 

注 将 例 6 中 的 椭圆 改 为 圆 结 论 也 成 立 , 即 当 曲线 了 为 圆 时 ,点 0 的 轨迹 六 也 为 
圆 . 

由 互 变 规 律 ,对 于 双 曲 线 .抛物 线 也 有 下 述 结论 : 

结论 6(1) 将 例 6 中 椭圆 改 为 双 曲 线 即 可 , 且 古 与 卫 的 渐 近 线 平 行 . 

结论 6(2) 设 P(xo,yo) 是 抛物 线 卫 :y =2px(p>0) 的 内 部 一 定点 ,过 已 作 直线 ; 
交 古 于 4,B 两 点 ,抛物 线 顶 点 为 0, 以 04 ,08 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 0408 , 则 点 0 的 
轨迹 仍 是 抛物 线 牙 :(y yo) =2p(x -2xo)+ 妇 , 且 与 卫 有 相同 的 焦 准 距 和 开口 方 
向 . 


例 7 车 椭 贺 己 = 1(a > 5 >0) 的 一 个 焦点 亚 在 直线 ! 上 的 射影 是 万 , 则 直线 


i 和 椭圆 相 切 (相交 、 相 离 ) 的 充 要 条 件 是 点 在 圆 x*+y =a 上 (内 ,外 )， 
了 略 证 设 直 线 1:pz + gy+r=0, 焦 点 Fl-c,0). 当 g=0 或 p=0 时 分 别 讨论 , 易 
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知 结论 成 立 . 当 gz0 且 pz0 时 ,将 1 的 方程 代 人 椭圆 方程 消去 y, 得 
(ap +bg)x +20 prx+a (rr -bq)=0, 其 中 A=4a bg (op +b er). 
义 过 下 上 且 垂直 于 1 的 直线 方程 为 y= (x+c), 与 的 方程 联 立 ,得 互 的 横 坐标 


2 


__pr+ge 
这 p +g 
2 2 入 
证 


p’ 于 gq” 
于 是 ! 与 椭圆 相 切 (相交 , 相 离 )eyA=(>,<)0 
人 OA =(<，>)0 所 点 五 在 圆 和 + 闪 =a 上 (内 ,外 )， 
注 将 例 7 中 的 椭圆 改 为 圆 ,结论 也 成 立 . 
由 互 变 规 律 ,对 于 双 曲 线 抛物线 也 有 下 述 结论 : 


结论 7(1) 若 双 曲线 与 - 好 = 1(e >0,5>0) 的 一 个 焦点 在 直线 ! 上 的 射影 是 点 


H, 则 直线 1 与 双 曲 线 相 切 (相交 、 相 离 ) 的 充 要 条 件 是 甩 在 圆 x+ y= 时 上 (外 内 )， 
结论 7(2) 看 抛物 线 y =2px(p >0) 的 焦点 在 直线 1 上 的 射影 是 点 五, 则 ! 与 抛 
物 线 相 切 ( 相 交 、 相 离 ) 的 充 要 条 件 是 点 刀 在 y 轴 上 (右边 ,左边 ). 
例 8 PQ 是 椭圆 的 非 直径 (不 过 中 心 的 弦 ) ,4 、4， 为 椭圆 长 轴 上 两 顶点 ,4 已 和 
42 0 相交 于 点 用, 4,P 和 4, 0 相交 于 点 NN, 则 MN_| 44， 


证 明 设 椭圆 方程 为 扫 + 各 =1(4 > 5 > 0)， 


P(acosa + bcosa), OQ(acosB, bsin8), 如 图 26-7, 则 直 
线 4, P、4, 0 的 方程 分 别 为 
bsina 
y= Treosg + 1) +0), ed 
ats chad, 
cos 地 (a - B) 


同 理 , 求 得 点 N 的 横 坐 标 xx 到 xy 故 MN | 4, 4,. 

注 (i) 老将 例 8 的 椭圆 改 为 圆 ,414, 为 圆 的 直径 , 则 结论 也 成 立 ;( i ) 若 PO 是 
过 椭圆 焦点 的 弦 , 则 直线 MN 是 椭圆 的 准 线 . 

由 互 变 规律 ,对 于 双 曲 线 .抛物 线 也 有 下 述 结论 : 

结论 8(1) 将 例 8 的 椭圆 改 为 双 曲 线 即 可 

结论 8(2) ”PQ 是 不 过 抛物 线 顶 点 0 的 任 一 弦 ,过 P10 分 别 作 抛物 线 对称 轴 的 平 
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由 此 求 得 点 M4 的 横 坐 标 ww = 


渭 也 说 之 和 导 - 攻 和 尾 沟 进 同 洲 沽 O 


请 后 言 疡 桔 开 性 玉江 同和 芳 焉 O 


行 线 , 交 OP, 00 分 别 于 点 M,N, 则 MN 垂直 于 抛物 线 的 对 称 轴 . 
注 ”结论 8(1) (2) 也 有 例 8 中 的 注 ( ii ) 结 论 . 
2. 注意 曲线 的 互 变性 


例 9 设 4,4， 是 椭圆 委 + 天 = =1l(a>5>0) 的 长 轴 , P, P, 是 与 4,4; 垂直 的 弦 , 则 


直线 4 P 与 如 户 的 交点 的 轨迹 为 与 -入 =1(a> b>0). 
证 明 设 己 (ccosg,5sing), 则 P,(acos0, 一 bsin9), 直 
线 4, P ,4; PP 的 方程 分 别 为 y = 一 sm 


cosd + a 


“(x+a),y= 


ben (0), 如 图 26 一 8. 


acos0 一 
由 此 两 方程 消去 9, 即 得 握 - 乒 =1(a> b >0). 


由 互 变 规律 ,对 于 圆 、 双 曲线 .抛物线 有 下 述 结论 : ee 
结论 9(1) 若 4,4;, 是 圆 x* +y =a (a>0) 在 x 轴 
上 的 直径 ， Pp, Pp, 是 与 4 A, 垂直 的 弦 , 则 直线 AIP, 与 AsP; 的 交点 轨迹 为 x 至 一 


2 
本 ， 


结论 9(2) 若 A414, 是 等 轴 双 曲线 x - y = a (a >0) 的 实 轴 , P,P, 是 与 4,4, 垂 
直 的 弦 , 则 直线 4 P 与 A,P, 的 交点 轨迹 为 x 和 二 a (a >0) 


结论 9(3) 若 4 4 是 双 曲 线 拇 -各 =1(a >0,6b>0) 的 实 轴 , P,P 是 与 44 重 


让 的 弦 , 则 直线 4,P 与 4,P， 交点 的 轨迹 为 性 + Te 


结论 9{4)】 4 是 抛物 线 y =2px(p >0) 的 顶点 ( 另 一 个 顶点 4: 在 x 轴 上 无 穷 远 
处 ), PP, 是 与 414, 垂直 的 弦 , 则 直线 4,P, 与 4;P 的 交点 轨迹 为 y = -2px(p> 
0). 

例 10 设 F(- 。,0) ,Fa( 6,0) 为 椭圆 妇 + 三 = 1(a > 8 >0) 的 两 焦点 ,PP, 是 与 


FF 垂直 的 蕊 , 则 直线 Pi FF 与 已 到 的 交点 的 轨迹 为 和 -一 eg 3 =1l(a>b >0). 


a 
证 明 如 图 26-9, 设 Pi(acosg,bsing), 则 P,(acos0 - bsin6), 所 PP 与 PP 的 
方程 分 别 为 y= 一 sme (x+c),7= - -二 so (xz -ec). 
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注 此 例 中 ,如 图 26 -9 人 
eZ MN 


sina + sinB ~ sin(a +8) | a. 
i + 有) = 2 mn 已. 
由 互 变 规律 ,对 双 曲 线 ,抛物线 有 下 述 结论 ， 
结论 10(1) 设 Fi(-c,0),F,(e， 0) 为 双 曲 线 每 + 各 = 1(e > 0,5 > 0) 的 两 焦点 ， 
Pi P 是 与 FF, 垂直 的 芒 , 则 PF 与 攻 PP 的 交点 轨迹 为 


-A = 1a>0, b >0). 


各 了 囊 汪 叫 慎 上 革 性 潍 汪 则 许 疾 0 


二 
六 S | 上 Ws 
s 


看 wa = max| 一 PP PPP 于， B= min| APF,F,, APF,F|, 则 Se 
> 


结论 10(2) 抛物 线 y = 2pxz(P > 0) 的 焦点 F( 了 ,0) ,P,P 是 委 直 于 对 称 轴 的 弦 ， 
则 过 P 与 x 轴 平 行 的 直线 和 P, 下 的 交点 轨迹 为 y= -2p(x -p)(p>0). 


【模拟 实战 】 


习题 A 


根据 互 变 规律 , 写 出 下 列 命题 的 相关 命题 : 
1. 若 过 枉 圆 一 焦点 的 两 条 蓄 MN 和 PQ 互相 垂直 , 则 一 


2. 椭圆 上 任意 一 点 的 两 条 焦 半径 的 夹 角 被 该 点 的 法 线 所 平分 . 
3. 抛物 线 的 焦点 在 其 切线 上 的 射影 的 轨迹 是 过 抛物 线 的 顶点 而 垂直 于 抛物 线 对 称 轴 
的 直线 ,并 给 出 关于 椭圆 命题 的 证 明 . 


+ 去 1 为 定 值 . 


奥 
林 
FE 
克 
数 
儿 
条 
问 
是 


第 二 十 七 章 圆 的 解析 性 质 及 应 用 


【基础 知识 


贺 有 如 下 一 系列 有 趣 的 解析 性 质 : 

性 质 1 圆心 为 (a,b), 半 径 为 r 的 圆 的 方程 为 (x - a) +(y- 6b) =7r. 

性 质 2 二 次 方程 表示 圆 的 方程 所 应 满足 的 条 件 是 D+ EE-4F>0, 且 x +y + 
Dxr+Ey+F=0. 


X=a+r" Se 


性 质 3 圆心 为 (a ,58), 半 径 为 r 的 圆 的 参数 方程 为 1，- .9 《9 为 参数 )， 
性 质 4 与 两 定点 (a ,0),(b， nd 
的 轨迹 是 并 : (x -225 二 多 ) + = [3 


性 质 5 与 两 定 上 后 (a,0),(0， c) 的 距离 的 比 为 厂 (nm 且 n >0,m>0) 的 轨迹 是 
国 :(x -一 加) + (y+ EE Leet OF 


性 质 6 ee 

(xz -x(x x) + (yy y)=0. 

注 上 述 方程 可 变形 为 x* + y ~ (wi + %2)%X— (yi + y2) y+ Xi Xa 十 YI 了 2 =0. 此 式 
说 明 ; 若 两 曲线 的 两 交点 坐标 满足 它 , 则 此 两 点 为 这 图 的 直径 的 两 端点 . 

性 质 7 车 直线 f(x,y) =0 与 二 次 曲线 R(x,y) =0 相交 于 P,Q 两 点 , 且 由 


i 消去 y, 得 Be 0; 消 去 x, 得 h(y) =0( 其 中 g(x) 与 h(y) 的 二 次 项 系 


数 均 为 1) ,那么 以 P,0 为 直径 端点 的 圆 的 直径 式 方程 为 g(x) + hl(y)=0. 

证 明 设 P,0 的 坐标 分 别 为 P(x ,YY ), 0(%2 ,72);, 则 x ,xs 是 方程 g(x)=0 的 
两 个 根 ; y ,y, 是 方程 h(y) = 0 的 两 个 根 , 即 g(x)=(x-x)(x-x)=0,h(y)= 
(y 一 yy)(Y 一 y)=0. 两 式 相 加 ,有 

g(x)+h(y)= (x— xr) — xt2) + ly- yy—y2)=0. 
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由 性 质 6, 即 证 得 结论 成 立 . 
性 质 8 设 0 为 平面 直角 坐标 系 原 点 , P 为 直线 1: g(x,y) = Ax+ By=1(4,B 不 


1001':10pP1=1081= 王 , 则 点 已 在 ! 上 移动 时 ,0 点 的 轨迹 是 贺 (x - 各 ?+(y- 


名 tr ry) -g(x,y) =0. 
证 明 设 P(xo,yo), Q(x,yY), 则 由 人 在 OP 上 可 设 太 = 4 六 .由 1001.10P1- 


斑 :有 1001:18.O01= 王 , 即 天 = [高 F 亦 即 态 = 0 00 ,从 而 
产 r- 
Try 0 “了 
又 (#0, 二 三 =1, 由 此 得 


(4- 等 j+(y- 久 -+ 


上 式 又 可 化 为 每 + 每 = hr+ 配 , 故 ssy) - g(x,y) =0. 


性 质 9 过 两 圆 f(x,y) =0,f(x,y) =0( 或 一 圆 与 一 二 次 曲线 ) 交 点 的 圆 的 方程 
为 f(x,y) + Ap(x,y)=0(4# -1). 

注 着 = -1, 则 为 一 直线 方程 . 

性 质 10 设 直 线 1: Ax + By+ C=0, 贺 TT:(x~-a) +(y-b)=r, 圆 心 O(a,b) 

IAa+Bo+cC| 

到 直线 1 的 距离 为 d = a ; 则 

(1) 当 d< RR 时 ,直线 |! 与 圆 让 相交 ,反之 亦 真 ; 

(2) 当 d= R 时 ,直线 /与 圆 矿 相 切 ,反之 亦 真 ; 

(3) 当 4d > RR 时 ,直线 /与 圆 T 相 离 ,反之 亦 真 . 

性 质 11 直线 hx + By+ C=0 与 融 x?*+y =r 相 切 的 充 要 条 件 是 (4A? + B?)r? = 
ee 


【典型 例题 与 基本 方法 ) 


例 1 已 知 一 圆 在 x 轴 上 的 截 距 为 a,5, 在 y 轴 上 的 截 距 为 c(cz#0) , 求 此 圆 的 方 
程 . 


解法 1 由 于 圆 过 点 4A(a,0),8(8,0),C(0,c) 三 点 , 则 圆心 M 在 48,4C 的 重 自 | 。 
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条 吾 全 癌 导 于 疏 潍 寺 则 入 奖 O 


部 阿 言 兰 性 所 性 加油 划 泪 关 O 


平分 线 上 , 即 M 点 是 两 直线 = 亏 (a+b),(x - oj+ 刀 = 如 +(y-e) 的 交点 , 求 得 


M(4+ 名 ,二 弛 ) ,又 可 求 得 半径 r= | MA1 A A 


1, 得 所 求 图 的 方程 为 (x -+ (y -< 证 厂 (239)+(5 计 时 

解法 2 设 此 圆 的 方程 为 x + a 

此 圆 在 x 轴 上 的 距离 是 a,5, 则 a*+ Da+t+ FF=0, b+Db+F=0. © 

由 ,四 知 a,b 是 方程 x* + Dx + FF =0 的 两 根 ,从 而 由 韦 达 定理 ,有 a+8= -DD， 
ab=F. 

又 此 圆 在 y 轴 上 截 距 为 c, 有 cc +Ect+F=0. |. 

从 而 c+ e+ ob=0, 即 = -+ 邮 . 

此 时 ,显然 满足 D+ 天 -4F >0, 故 由 性 质 2 知 所 求 圆 的 方程 为 

t+ a+b)r- (c+)y+ ob=0. 

注 “也 可 由 四 ,@ ,四 联 立 求 出 D,E,F. 

例 2 设 4 为 定点 (58,0),P 为 圆 x+ y=9 上 一 点 ,WM 是 4AP 上 的 一 点 ， 且 满 足 
4 = 二. 当 点 已 在 圆 上 运动 时 , 求 点 M 的 轨迹 方程 

| 如 图 27-1, 作 MN/ PO 交 % 轴 于 NN, 显 
见 | MN 1 为 定 长 , 即 |1 MN1 =1, 且 VN 为 定点 (4,0). 

由 圆 的 平面 几何 定义 知 ,到 定点 的 距离 等 于 定 长 
的 点 的 轨迹 是 圆 ,定点 是 圆心 , 定 长 为 半径 , 故 所 求 图 
的 方程 为 (x -4)2 + y=1. 

解法 2 设 点 MM 的 坐标 是 (x,y), 设 圆 x*+y =9 


的 参数 方程 为 {”- "(0 为 参数 ) 
于 是 可 设 点 pe 3sing) ,由 此 例 定理 (或 由 定 比分 点 坐标 公式 ) 得 点 
W 的 轨 还 的 参数 方程 为 { (0 为 参数 ) 


由 此 即 知 ,线段 4P ey M 的 轨迹 是 以 点 (4,0) 为 圆心 ,以 1 为 半径 的 国 ， 

例 3 已 知 一 曲线 是 与 两 个 定点 0(0,0) ,4(3,0) 的 距离 的 比 为 方 的 点 的 轨迹 , 求 

此 曲线 的 方程 . 
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解法 "| 由 题 设 ,运用 性 质 4, 知 a=0,5=3,m =1,n=2. 或 运用 性 质 5, 知 a = 3， 
c=0,n=1,m =2, 可 求 得 曲线 方程 为 (x + 1) + y* =4. 

解法 2 ”由 题 设 及 圆 的 轨迹 定义 和 所 求 的 曲线 为 圆 , 即 可 推 知 其 圆心 在 直线 04 
上 , 且 圆 与 直线 04 的 两 个 交点 即 为 直径 的 两 端点 .由 平面 几何 知识 得 动 点 P 满足 


TT = 也 的 点 为 P(1,0),@( -3,0), 从 而 所 求 方程 为 


(x—1)(x+3)+(y-0)(y-0)=0,B(x +1) +y =4. 

例 4 求 以 相交 两 圆 Ci:x + y+4x+y+1=0, 及 Cy:x2 + 六 +2x+2y+1=0 的 
公共 弦 为 直径 的 圆 的 方程 . 

解法 1 由 两 圆 的 方程 相 减 即 得 公共 弦 所 在 直线 的 方程 :2x - y = 0. 

设 所 求 圆 的 方程 为 * +y +4x+y+1+A(2x-y)=0, 即 

x i A)y+1=0. 


其 加 心 ( 24, 地》 -y=0 上 , 即 由 2( -2-X) -4 了 +=0, 求 得 


i 
4 = 一 本 


故 所 求 圆 的 方程 为 5x? + 5y? + 16x + l2y 十 35= 人 0. 

解法 2 可 求 得 两 已 知 圆 的 公共 弦 方 程 为 2xz - y =10. 

运用 性 质 7， 由 人 ee “7 分 别 消去 y,x, 得 

Sx’ +6x+1=0 及 5y +12y+4=0. 

此 两 式 相 加 ,得 5%? + 5y* +6x +12y+5=0, 此 即 为 所 求 圆 的 方程 . 
例 5 直线 y=x- Ss y =2x 相交 于 A,B. 求 证 ; 04_| 0B8. 


证 明 四 分 别 消去 y， x, 得 x? -6x +4=0， y -2y+4=0. 


ge 48 为 直径 的 圆 的 方程 ;x? + y* -6x -2y=0. 
显然 ,原点 0 在 圆 x +y -6x -2y=0 上 , 故 O04 | 0B. 


例 6 已 知 双 曲 线 的 中 心 在 原点 ,焦点 在 x 轴 上 ,过 双 曲 线 的 有 焦点 目 和 斜率 为 /了 


的 直线 交 双 曲线 于 P,0 两 点 . 若 0P」00, 且 1PO1=4, 求 双 曲 线 的 方程 . | 
(1991 年 全 国 高 考 理科 题 ) 


解 设 双 曲 线 方程 为 所 - 妈 = 1 直线 方程 为 y =\/ (xz - o), 其 中 eV 再 下 到， 
联 立 直线 和 双 曲 线 方程 分 别 消去 y,x, 得 


泗 了 于 言 一 村- 征 尾 洗 油 同 入 将 O 


专 题 研 究 系 列 


BN a 5b*—3a” 


A 

与 2 4 

何 Er 

亮 外 由 性 质 7, 知 以 PQ 为 直径 的 加 的 方程 为 g(x) + h(y) =0. 

i 因 OP 1 00 ,所 以 圆 过 原点 , 则 g(0)+ hh(0) =0, 即 3a?c?+5a 8-3b*=0. 解 得 

的 | 六 =30 . 

入 | 设 P(%,),Q(x2; 为 ), 则 PQ 的 中 点 为 了 ( 轨 二 笠 , 汉 计 从 ). 由 题 设 得 10M1 = 

问 

外 1PQ| =2, 即 (xi + x2) + (y+ 7y2)° =16. 人 
6a’e 1 2w 15be v15 


而 x +x = -a y+ -a es 
将 其 代入 ( x ) 式 ， 得 所 + 15e- - 16, 解 得 c+ =4. 由 此 求 得 oz = 1,b* =3. 故 所 求 双 
曲线 方程 为 x -分 i 


例 7 ee 1 + sinx +w1-sinx, 求 y 的 最 大 值 . 《新加坡 竞 赛 题 ) 
解 令 凡 =V1+sinx,s=V1-sinx, 则 有 直线 方程 :uw +v -y=0, 及 圆 的 方程 ; 
uw +v =2. 


由 已 知 可 知 直线 与 圆 有 公共 点 (wu,v), 从 而 


央 </5, 即 1y1<2, 等 号 当 目 仅 当 x=0 时 成 立 , yu =2 

例 8 确定 最 大 的 实数 *, 使 *+y+z=5, 灯 + 科 + 史 =3, 并 且 x,y 也 是 实数 . 
(第 7 届 加 拿 大 竞赛 题 ) 

解 ” 由 已 知 ,得 x*+y+z2=(x+y+2) -2(xy + y+ww)=5 -2.3=19. 

令 直 线 :x+y+(z-5)=0,@0:x +y =19-2, 

由 已 知 可 知 1 与 @O0 有 公共 点 ,从 而 


ss > <v 19-z ,BP 3z -10z: -13<0. 


pe -时 


例 9 解 方 程 /+Vy-ItVz-D= 广 (x+y+2). (1978 年 罗马 竞赛 题 ) 
解 令 /x = ,Vv y—-l=v,vV 2-2=t,u+v+t=5, 则 可 令 J:uw+t+v+ (1-s)=0, 
380 


DO t=2s-t -3. 


因 与 @0 有 公共 点 , 则 三 SV2S -F300 s 2:42)s + 3 +6<0. 


因 。 有 实数 解 , 则 A=[ -2(t+2)]-4(32+6)>0, 即 (~- 1) <0, 故 1=1. 此 时 
s=t+2=3,z= 二 +2=3, 代 入 1 与 0 的 方程 得 w+ v=2,w + =2. 解 此 方程 得 
& ==1, 故 原 方程 的 解 为 *=l1,y=2,2=3, 

【 解 题 思维 策略 分 析 】 
1. 运用 圆 的 解析 性 质证 明 圆 锥 曲线 性 质 
例 10 从 椭圆 一 + 5 =1 上 一 点 P, 引 以 短 轴 为 直径 、 原 点 为 圆心 的 中 0 的 两 条 


ea 
b 和 


切线 , 切 点 为 4,8, 直 线 4B 与 x 
轴 ,y 轴 分 别 相交 点 M,N， , 则 2 + TO = 


证 明 如 图 27-2, 设 P(x6, yo),O 的 方程 为 x? + y 
y =, 则 切 点 攻 4B 的 方程 为 xox + yoy = b, 


2 3 | 
由 x=0 得 1ONI1 =y= 让 ,y=0 得 10MI = w= 各 从 而 I 
wo A 
2 2 2 1 2 ya 
ot RE 


10VE TOM bs 
注 类 似 地 ,( i ) 可 证 明 将 上 例 中 的 @0o 人 


直径 的 圆 , P 为 此 圆 上 一 点 , 引 椭 圆 的 两 条 切线 ， , 则 Ta + 图 27-2 


也 


= es ii ) 可 证 明 对 于 双 曲 线 筷 -五 = 1(a >0,6>0), 抛 物 线 y? = 2px(p >0) 
的 类 似 于 上 例 的 结论 : z 

(a) 从 双 曲 线 五 - p= 1(a >0,5b>0) 上 一 点 P, 向 以 实 轴 为 直径 .原点 为 圆心 的 圆 

be ob 

1OM Tom = a 

(b) 从 双 有 曲线 a =1(a >0,6>0) 上 一 点 已, 向 以 虚 轴 为 直径 ,原点 为 圆心 的 圆 
0 引 两 条 切线 , 切 点 为 4, 8, 直线 48 与 x 轴 、y 轴 分 别 交 于 有 村 ,N, 则 

总 02 


ES—— 


LO 10ONI? ~ 62° 
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(0) 从 抛物 线 yY =2px(p >0) 上 一 点 已 ,向 以 2p( 通 径 ) 为 直径 ,原点 为 圆心 的 圆 引 
两 条 切线 , 切 点 为 4,B, 直 线 4B 与 轴 ,y 轴 相 交 于 点 M,N, 则 JM = 

例 11 设 己 是 半径 为 尺 的 圆 0 内 任意 一 点 ,过 点 已 任意 引 m=(zz2) 条 直线 由， 
1 ,…,4 ,如 果 这 n 条 直线 相 邻 两 条 所 成 的 角 都 为 二 , 且 第 i 条 直线 4 交加 于 Wi，MW 


两 点 (i =1,2,…,n)， 那么 >(1PM.; ?+ | PM', 1 上?) 是 与 P 点 无 关 的 定 值 2nR”. 


证 明 以 圆心 0 为 坐标 原点 ， 射线 OP 为 x 轴 正 半 轴 建立 直角 坐标 系 , 则 圆 的 方 
程 为 必 + y= 忆 . 设 P(r,0), 不 妨 设 直线 1 的 倾斜 角 a 最 小 , 1 的 参数 方程 为 


人 为 参数 ) 


Y= tsine 

将 此 方程 代 人 人 圆 的 方程 x* + y = R ,整理 得 

+2r:o050t+r -R=0. 

设 关于 上 的 上 述 二 次 方程 的 两 根 为 1 ,i , 则 知 

t+t= -2reosa, titi=-(R-r). 

由 上 的 几何 意义 ,从 而 

|PM TI+1PM 2 =2+2=(t +i) -2 
= 2( rcos2e + R?) (x) 


设 直线 5(i = 1,2,…,m) 对 应 的 倾斜 角 为 e+ 全 一 人 ,分别 以 a+ 下 ,a + 人， 
+ 《0DD# 代 ( x ) 式 的 a, 然后 将 n 个 式 子 (连同 ( * ) 式 ) 相 加 ,并 注意 三 角 公 式 

六 ee[6+ 2 加 全 ] =0,(n > m 均 为 正 整 数 ) 

从 而 > | PM.l? + 1PM’'.|*)=21 r* Xoos[20 + Li + nR’| =2nR 


注 “ 若 注意 到 1 M = PH - PN = (有 + 让 大 -4 二 ， 可 得 光 1MM'i1? = 


， 1 0 
2n (2R* - 厂 i Ey | PM', Ee 并 ,可 得 名 (Ti Es ee Tw r= 
， a 

(R - 2 (TERT + za 人 玫 , 可 得 (TBT + B17 = 
2n(2R* - 7) 

(Rr Yy 等 


2. 注意 点 图 方程 的 巧 用 
例 12 已 知 圆 Cu 的 方程 为 x + yy = 让 , 求 经 过 图 Cu 上 一 点 M(xo，, Yo) 的 切线 方 
解 ” 视 后 (zo, yo) 为 点 圆 曲 线 T:(x-x0)》+(y-yo) =0. 于 是 GG 门 TT = 
1M| ,由 性 质 9, 得 曲线 系 x +y -r+A[(x-x0)+(y-y0)]=0. 
且 由 题 设 知 其 中 = -1, 故 有 2xox+2y0y= + y+ r=2r. 即 得 xox+ yoy = 
r 即 为 所 求 ， 


例 13 求 与 加 C:22+ 帮 -6x -8y + 7 =0 切 于 点 (1,2) 且 半径 为 342 的 贺 的 方 


程 . 
解 ” 视 点 (1,2) 为 点 圆 曲线 Pu:(* -1) + (y -2)? =0, 由 性 质 9 得 所 求 圆 的 方程 
为 +y-6x-8y-17+4[(x-1)+(y-2)]=0. 


a A 8 
和 
8 SY2 1 9 
由 A <) , 求 得 A = - - 忆 或 4.= -二 . 


于 是 得 C1:(%- 卫 + (7 号)= (到 2) 及 Ca:(z+ 忆 )+(7+ 志 = (242)， 

易 知 点 (1,2) 满 足 加 Ci 的 方程, 且 贺 C 与 国 C 的 加 心中 等 于 两 国 半径 之 差 的 绝 
对 值 , 所 以 圆 C, 与 圆 C 内 切 于 点 (1,2), 贺 Ci 为 所 求 . 

同 理 , 贺 C, 与 圆 C 外 切 于 点 (1,2), 圆 C; 也 为 所 求 

3. 借助 加 的 解析 性 质 求解 其 他 代数 问题 


例 14 夺 正 数 x,y,z 满足 x+t+y+t+z=a,x +y+z = g(a > 0)， 求证 :0 < x 和 < 
了 0 < 7 安 2 ,0<z< 亏 ， 

证 明 由 已 知 有 x+y= az, 好 + 和 刀 = 乞 -了 2 此 二 式 同时 成 立 , 即 知 直 线 x+ 
y= a 一 2z 与 贺信 + 六 = 多 -22(1zl< 迷 os) 有 公共 点 , 即 原点 到 直线 的 距离 不 大 于 贺 的 
半径 , 亦 即 必 志 于/ 生得 32 -2az<0. 又 a>0, 则 0<z<3a. 同 再 有 0<y< 


ne z 安 本 G. 
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例 15 已 知 cosa + cosB =2m,sina+ sin8 = 2n . 求 cota cotf 的 值 ， 
解 ” 令 A(cosa ,sina),B(cosB,sinB), 则 知 A,B 在 圆 x* + y = 1 上 . 设 线 段 48 的 


中 点 为 CLm,n), 则 由 = 二 (cosa + cosB),n= 方 (sina + sin8), 且 koc = 一 ,Ku = - 工 . 


nn 
2 


2 4 
48 的 方程 为 y= - x + 于 二 ,并 代入 贺 的 方程 ， 得 (1+ 苇 ) 人 -2 


n 


(a +m 0. 又 oosa ,cos8 为 此 方程 两 根 ,有 cosa*cosp = (+ 全 


m +n 


同 理 sina- -sin8= (加 故 eote， “cot = (加) 一 二 为 所 求 


+n (m +) 
【模拟 实战 】 


习题 A 


1. 求 过 直线 1:2x + y+4=0 与 圆 C:x?*+y +2x 一 4y+1=0 的 两 个 交点 P,0, 且 面积 
最 小 的 圆 的 方程 . 


2. 已 知 直线 y = x -1 与 酉 贺 扎 + -Y=1(a >1) 相 交 于 4,8 两 点 ,车 以 4B 为 直径 
的 圆 过 椭圆 的 左 焦点 , 求 a 的 值 . : 
3. 已 知 圆 C:x*+ y=24, 直 线 1 + 阁 =1, 忆 是 ! 上 一 点 ,射线 OP 交 圆 于 点 及 ,又 点 


0 在 OP 上 日 满足 :1001*10P1 = 10R1. 当 点 已 在 ! 上 移动 时 , 求 点 0 的 轨迹 方 
程 ,并 说 明 轨 迹 是 什么 曲线 ， 
4. 求 与 抛物 线 y =4x 相 切 于 点 P(1,4) 且 过 点 (3,0) 的 图 的 方程 . 


5. 求 函 数 y=/(x) = 3 cosx 的 值 的 取 值 范围 


-V3, 
6. 解 方程 组 { 7 “一 
x 十 + 2 十。 
7. 已 知 a,bER', 且 a+6b=1, 求 证 ;: (a+ B+(b+o) > 作 . 


8. 已 知 2,8 是 锐角 , 目 ss + 9 =1. 求 证 :。 + 有 = 


9. 已 知 sina + sin(a + B) + cos(a +B) =y3,BE[ 艺 ,z], 求 8 的 值 . 


习题 B 


1. 自 点 4( -3,3) 发 出 的 光线 1 射 到 x 轴 上 ,被 x 轴 反 射 ,其 反射 光线 与 圆 x? + y? - 
4x -4y+7=0 相 切 , 求 光线 1 所 在 直线 方程 . 

2. 半径 等 于 某 个 正三 角形 高 的 圆 在 这 个 正三 角形 的 一 边 上 滚动 . 证 明 三 角形 两 边 截 加 
的 弧 的 总 长 等 于 60°. 

3. ( 九 上 贺 定理} 证 明 : 三 角形 三 边 的 中 点 ,三 高 的 垂 足 , 垂 心 与 顶点 连接 线段 的 中 心 ， 
这 九 个 点 共 圆 . 
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第 二 十 八 章 “” 椭圆 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 

风 贺 具有 一 般 园 锥 曲线 的 性 质 外 ,还 具有 如 下 有 趣 性 质 ; 

性 质 1 椭 加 气 + 瑟 = 1(e > 8 > 0) 的 左右 焦点 分 别 为 忆 ， ,其 上 任意 一 点 
P(xo ,Yo) 处 的 两 条 焦 半 径 长 分 别 为 1 PF11 = a + exo,1PF,1 = a- exol( 其 中 。 为 椭圆 离 


心率 ,局 , F, 分 别 为 左 、 右 焦点 .下 均 同 ). 
性 质 2 ”以 焦 半 径 为 直径 的 圆 必 与 以 椭圆 长 轴 为 直径 的 圆 相 切 ， 


证 明 设 P 为 椭圆 竹 + 各 =1(a>6>0) 上 一 点 ,0 为 中 心 ,M 为 PFs 的 中 点 , 则 


IMOI = 方 | PP 1 = 方 (2a _|PF,I)=a- 广 1PF, 1, 即 圆心 距 等 于 两 贺 半 径 之 差 , 故 


OM 与 0(a) 相 切 . 
为 叙述 方便 ,定义 椭圆 上 非 顶 点 的 某 一 点 PP 与 两 焦点 ,下 所 构成 的 三 角形 为 焦 
点 三 角形 , 且 称 顶点 P 的 内 ,外 角 平 分 线 ( 即 P 点 处 的 法 .切线 ) 与 长 轴 的 交点 分 别 为 
内 点 型 .外 点 N. 
性 质 3 椭圆 焦 三 角形 中 ,内 点 M4 到 一 焦点 之 距离 与 该 焦点 为 端点 的 焦 半 径 之 比 


为 常数 e. 
LNP IMF,| ME, | + 1MF, | 26 
证 明 设 内 点 为 M, 则 TBF T= TPF,1 = TPF'| + 1PF,| T=2=e. 
性 质 4 . 覃 圆 焦 三 角形 中 ,( 工 ) 其 内 心 了 将 内 点 型 本 H) 
半 焦 距 为 内 点 让 , 外 点 N 到 椭圆 中 心 的 距离 的 比例 中 项 , 即 o = 10M1*10N1;( 耳 ) 李 
圆 中 心 到 内 点 之 距 与 内 点 到 同 侧 焦 点 之 距 ， er pp ge 即 


LO = 01 ;(W) 半 焦距 、 外 点 与 椭 回 中心 连 线段 、 内 点 与 同 侧 焦 点 连 线段 .外 点 


与 同 侧 焦 点 连 线段 成 比例 , 即 了 OWT = 天启 1;(V ) 过 一 焦点 向 P 点 处 外 角 平 分 线 


( 即 P 点 处 切线 ) 引 垂 线 , 则 椭圆 中 与 垂 足 0 连 线 必 与 另 一 焦 半 径 PF, 所 在 直线 平行 


(注意 PN/ MP);(WD)1001= ai(WD2E 天 1 = e( 设 PP; 为 F 关 于 PN 的 对 称 


FF, | 
点 , 则 人 PPN=90 -人 LB, 人 PNP=90- 人 PFuN, 注 意 了 和 所 = 


即 证 ). 
性 质 5 贿 加 每 + 生 =1(a > > 0) 上 任 一 点 P,( 了 工 ) P(xo,yo) 点 处 的 两 焦 半 径 的 
乘积 ,其 最 大 值 为 a ,最 小 值 为 b”;( [I ) 铬 上古 pF, =28, 则 Dap F, 三 bp” tan8 ,日 tang = 


证 明 (I) 当 PP 点 在 短 轴 顶点 时 ,| PF 4 | PF,1 = ee; 当 P 点 在 长 轴 顶 点 时 ， 
IPF |:IPF,l=a -ce =0b; 

( 荆 ) 如 图 28 -1, 设 和 个 PF ,的 内 切 加 半径 为 7, 注 
意 切 线 长 定理 则 可 证 明 ;r = (a -ec):tan9, 又 从 PF 的 


周 长 为 2z+2c, 则 Semrp = 方 (2a +2c) r= (0 -ce). 


ZOapp F p> 
= )? a 二 本 
tang = btan98 ,从 而 | PP 1*|PF,| = 一 = 
由 圳 "2c* 1yo1 = 如 "tan9, 得 tang = 加， 图 28-1! 


旺 
性 质 6 设 为 椭圆 手 + 竹 =1(a> b>0) 上 一 一 点 ,下 , FF 为 焦点 ,一 PP F, = a， 
LPF,F, =B, 则 cos Fb.sec 3 =e. 
IFF| PP IPF,| |PF,|+|PF,| 


证 明 a sing ”sina simna + Sin 局 ,有 
in(aw+ 有 ) 疯 一 
人 seo 4 人. 即 证 . 


性 质 7 椭圆 的 焦点 弦 ,( 工 ) 两 喘 点 处 的 切线 相交 在 焦点 对 应 的 准 线 上 ;( 工 ) 两 端 
太 处 的 切线 所 成 的 角 小 于 90°;( 陡 ) 两 端点 处 的 法 线 相交 于 0@, 过 0 与 长 轴 平 行 的 直线 
平分 焦点 弦 光 了 ) 其 中 点 轨迹 也 是 椭圆 ;(V ) 垂 直 于 两 端点 处 切线 交点 与 该 焦点 的 连 
线 ， 


性 质 8 设 P 是 椭 加 每 + 邱 =1(a > b>0) 上 异 于 长 轴 顶 点 的 一 点 , Fi, ,是 其 
左右 焦点 ,0 是 中 心 , 设 10P1 = d, 则 1PP 1 1PF21+ 呈 = 天 +o. 


浇 瑟 言 产 要 乓 性 此 滞 同 美光 O 


痪 末 诗 莽 杰 玫 眉 区 省 由 涉 交 O 


证 明 ”在 全 PF,F, 中 ,由 中 线 长 公式 ,得 1 PF, ?+ |1PF,|? =2d +2|0F,1’. 

配方 ,得 ([ PF | + |1PF,1)*=2d: +2c +2|PF,l*|PF,|, 

由 椭圆 定义 ,得 | PFj1*1PF,|+d=2a -c=b +a’. 

性 质 9 直线 如 + 丰 +c=0 与 椭圆 每 + 攻 = 1 相交 、 相 切 , 相 离 的 充 要 条 件 是 4?a? + 
Pb 宇 CA,B 不 同时 为 0,a >0,b>0). 

证 明 ” 仅 证 相 切 情形 . 当 Bz0 时 ,有 y= - 各 x -号 ,并 代入 椭 回 方程 消去 y, 化 简 
得 (a+ 局 jx -20ACx+a(C- BB) =0, 由 其 A=0 化 简 得 A?a: + Bb = 
C0, 这 说 明 直 线 与 椭圆 有 两 个 重合 交点 ( 即 相 切 ) 的 充 要 条 件 为 4a + Bb =C. 

当 B=0, 则 直线 必 切 椭圆 于 左 或 右 硕 点 ,x = +a, 从 而 有 Aa+ C=0 或 - Aa+ 
C=0, 即 有 Aa:=C, 语 有 4a + 让 = .反之 4a =C, 推 知 x= + 上 aa 这 表示 一 
条 过 长 轴 顶 点 的 切线 . 


推论 ”直线 4x + By+ C -0 与 酉 圆 人 = 吕 ) + ti = 1(a > 6 > 0) 相 交 、 相 


切 、 相 离 的 充 要 条 件 是 4*a” + Bb 宇 (Am+ Bn+C). 

性 质 10 设 椭圆 的 一 个 焦点 为 ,直线 ! 与 过 椭圆 长 轴 的 端点 4' ,4 的 切线 相交 
于 及 ,对 , 则 

(1) FN. FW = 0 直线 1 与 椭圆 相 切 ; 

(2) FW .FM > 0 直线 1 与 椭圆 相 离 ; 

(3) FM. FM < 0 直线 1 与 椭圆 相交 . 


证 明 设 椭 罗 方程 每 + 各 =1(a> 65>0), P(e,0),4'( a,0),4(a,0). 直 线 1 


y=hrt+m. . 
FW :FH=(-a-c,m- ka)'(a-c,mt+ ka) 
=c -a +m -ka’ 


时 里 + 
=m -bb -a k’. 


蕊 + 右 =1 
a b 消去 y ,得 
y=ix+m 
(b+ak)x +2a hmr+a ll(m -6b)=0. 
A=4da:B (+a 2). 
(1) FY FM =0cm? -Bb-a?k?=0esA=0o> 直 线 1 与 椭圆 相 切 ; 
(2) FW .FM >0om -Bb-a' 忆 >0eyA<0e 直 线 1 与 椭圆 相 离 ; 


(3)F' 及 <0om -中 -到 尼 <0eA>0 呈 直线 1 与 椭圆 相交 . 
性 质 11 设 ! 是 过 椭圆 性 + 妃 = 1 上 蜡 于 长 轴 项 点 的 一 点 的 切线 ,( 工 ) 与 过 长 
轴 顶 点 4, , 4; 的 切线 分 别 交 于 Pi, P,, 则 | PA11"1P,hs1= 她 ;( 卫 ) 两 焦点 F,、F, 到 


直线 1 的 距离 分 别 为 di,d;, 则 di*d,=8. 
证 明 (I) 设 P(acos9,bsin9), 过 P 的 切线 方程 为 becos9' x + asin6'y=ab, 由 


x=&a 得 |P,A,1=5。b| ool |. 


同 理 ,由 x= -a 得 1Pih11=61 汪 SC1. 故 |PiA1*1PsAs1=5?. 


(本 ) 由 ( -cc,0), (ce,0) 到 直线 becosg.x + asing.y- ab=0 的 距离 分 别 为 d, = 
loboosO tab| 1 loboos0-abl Wiad-b 

v bcos 0 + a :sin 0 AMW bicos d+ asin 
性 质 12 设 P, 0 是 椭 加 经 + 挨 =1(a > 8 > 0) 上 两 点 ,( 工 ) 设 0 为 中 心 ,OP 上 


] 1 1 1 
00, 则 pTi +1 To0r i CD 也 过 点 FF, 且 PO 


CD, 则 之 (1 击 1+TED1) = 二 + 训 ( 丰 ) 设 PQ 通过 焦点 忆 ,Q 是 椭圆 上 一 点 , 且 0 


| 一 


] 
PQ, 则 TTPoT + DO i 


证 明 (I) 设 P(10Pl'cos6,10Pl'sing), 则 CC-100l'sing,1001cos0) .分别 
代入 椭圆 方程 , 相 加 即 证 . 


( 荆 ) 设 椭圆 的 极 坐 标 方程 为 o = a 可 求 得 


— ecos0 
-次 2ab’ 
J a 
同 理 ， CD1 = 大- ee =: 由 此 嗓 可 证 . 
_ Qcosat+b’sin a 1 b+ec’sina 
(型 ) 由 (I),(I)， tT 证. 
【典型 例题 与 基本 方法 ) 


例 1 试 确定 m 的 取 值 范围, 使 对 直线 y = 4x + m, 在 椭圆 各 + 导 =1 上 有 不 同 两 
点 A,B 关于 该 直线 对 称 . / 


敲 了 说 过 车- 共 屁 流泪 同 入 站 O 


光 瑟 站 芝 村 扣 性 汪 吉 同和 沪 逆 O 


解 设 P(xo,y6) 是 驼 4B 的 中 点 ,由 性 质 10, 知 曲线 要 + 全 =1 关 于 点 对称 的 


曲线 为 全 各 一 < + (2 各 一? - 1. 两 式 相 减 整 理 得 公共 弦 方 各 

2xo% +47yoy 一 3x0 —4y:=0. 

而 公共 弦 的 斜率 应 为 -省 , 故 有 = - 42 = -证 , 即 y=3x0. 又 P(wo,%) 在 y= 
4x +4 上 ,有 yo =4xo + i xo = 一 由 ,yo = -3m. 

因 P(m, 加 ) 在 精 回 内 部 , 获 有 吾 + 效 < 1, 即 有 《二 严 二 + 《= 3m) < 1, 二 


_2v < 2 为 所 求 ， 


< mm 


13 
例 2 P 是 椭圆 所 + y" = 1 上 的 动 点 , 下, F, 是 左 、 右 焦点 , 试 求 1PF,1: | PF, | 的 最 
大 值 和 最 小 值 . (1996 年 “希望 杯 ” 竞 赛 题 ) 


解法 1 由 性 质 5( 了), 即 知 | PF,1*1PF, | 的 最 大 值 为 4, 最 小 值 为 1. 

解法 2 由 性 质 8, 知 | PF.|*1PF,|I=Pta-d=5- ad. 

义 由 椭圆 的 范围 知 < , 即 1<d?<4, 故 知 |1 PF 1:1 PF, | 的 最 大 值 为 4, 最 
小 值 为 1. 

例 3 已 知 圆 ” + 和 = 产 经 过 椭圆 气 + 和 5 = 1(a > > 0) 的 两 个 焦点 Fi( -ce,0), 
F,(c,0), 两 曲线 有 四 个 交点 ， 其 中 一 个 交点 为 P. 车 全 下 PF, 的 面积 为 26, 椭 圆 长 轴 


长 为 15, 试 求 a + b+c 的 值 . (2000 年 “希望 杯 " 竞 赛 题 ) 
解 由 题 设 ,知人 F PF, =90°. 由 性 质 5( I[), 知 


六 
人 00 
Sr 
又 1LPR 1PP | = 一 =52, 则 5=wv26 


三 一 , 则 三 过 5 _11 
而 wa 宁 , 则 忆 b pi 


故 at+8+ce=13+wY26 为 所 求 . 
例 4 求 椭 贺 (22 + C43). = 1 过 已 知 点 P(5,1) 的 切线 方程 . 
解 令 x' =x-2,y =y+3, 在 新 坐标 系 x'0'y 下 ,P 点 坐标 变 为 P (3,4) ,椭圆 方 
390 


程 变 为 区 + 区 =1. 

设 过 点 (3,4) 的 切线 方程 为 hx + By + C=0. 由 性 质 9, 联 立方 程 34+4B+C=0 
与 94 +48 = C? ,消去 C 可 得 瑟 = -24B, 于 是 B=0 或 B= -24, 从 而 求 得 C=34 
或 C=54, 故 求 得 切线 方程 为 4x -34 =0 或 Ax-24y+54=0, 即 x=3 与 -2y+5 
即 为 所 求 . 


例 5 求证 : 椭 回 性 + 竹 = 1(a >z>0) 对 中 心 张 角 的 苞 恒 与 圆 x? 十 入 一 -如 相 


切 . 
证 明 设 弦 48 对 中 心 0 张 直角 ,0 到 4B 的 距离 为 4, 由 三 角形 面积 公式 , 知 
1 1 1041. 2， : 
214B1 4= 却 1041:1081. 从 而 P= = a - 
1 
Ps 
104l* 10BI* 


| 1 1 
由 性 质 11( 工 )， oir ToBP a + bi? 寻 入 


; 1 272 
er -和 ,由 此 即 证 得 驴 4B 恒 与 加 x? + -= 癌 - 相 切 . 

例 6 已 知 直线 1 的 斜率 为 亡 , 且 过 椭 加 与 + 从 =1(a > 5 >0) 的 左 焦点 与 椭 加 相 
交 于 4,8 两 点 ,椭圆 的 中 心 为 0,0 点 到 直线 4B 的 距离 4= 1, 且 芝 4B 的 长 是 椭圆 攻 
铀 的 筷 . 求 椭圆 方程 


解 ” 由 题 意 可 设 48 的 方程 为 y = 六 (x+ ce)， 它 到 原点 的 距离 4 = 三, 即 上 =1, 故 
ce = 了， 


= 2 .8 1 LL 了 1 
人 X14B1 = 5 2a ,由 性 质 1( 开 ), 有 全 "全 + TOPP = w+ BF' 于 是 ,得 jz = 


i L 
bb da:' | (x) 


又 易 知 OP 的 方程 为 y = - 2x, 将 其 代入 椭圆 方程 , 解 得 x = 7 三 


4o 六 sa pb? 
Pe "于 是 | OP|*= x +y = 二 并 代入 ( 时 ) 式 化 简 得 4@? =9b .再 注意 pn 


OO 
奥 
林 
匹 
克 
: 
的 
儿 
何 
问 
是 


沿 盏 全 喔 全 五 忧 涪 泛 同 计 奖品 


5, 求 得 a =3,5 = 2. 故 所 求 酉 辑 方 程 为 所 + 艺 = 


例 7 设 本 图 方程 为 + 若 = 1,P(25,3 必 强 ), 玉 , 严 是 焦点 ,求人 PPF, 的 内 


切 圆 方程 ， 


解 显然 PP 点 在 椭圆 上 . 设 径 PF 的 内 心 为 1 PI 交 x 轴 于 以 , 易 知 F,( -8， 


PP [FM 
0) ,FF,(8,0) ,可 求 得 | PF,|1 =15, |1PF,| = 5. 由 TPR = [ME | =3, 得 xw =4. 
25 4 3 .4 
a a A 
于 是 xj = 4 = ,Y= 4 i 
l+ l+ 


又 内 切 加 半径 + = 1y, 1, 故 所 求 圆 的 方程 为 
(4 -5} +(y -p= 


注 由 此 例 , 促 使 我 们 探求 对 于 精 圆 气 + 如 + 忆 = 1(a > 8 > 0) 上 任意 异 于 长 轴 顶 点 


的 点 P, 焦 点 公 PF F, 的 内 切 圆 圆心 的 方程 为 (a- c)x?+(a+t+c)y=(a- c)ce (yz 


事实 上 ， 可 设 二 PP 机 =a PP P=B8, 内 心 T(x,y), 在 全 PF FF, 中 由 正弦 定理 


可 求 得 tan 3 a ee 


2 at+c. 
X kr 三 km, = = (yz#*0), 从 而 
hry, ~ kore, = tan 2 Es tan 与) 二 一， 三 


和 十 必 秆 一 开 ate. 


整理 得 (a -ce)x +(a+t+c)y =(a-c)ec (yz0). 
例 8 已 知 Co: 邓 + 六 =1 和 C1: 与 + 各 =1(a >6>0). 试 癌 : 当 且 仅 当 a, 满足 


什么 条 件 时 ,对 C, 上 任意 一 点 P, 均 存在 以 P 为 顶点 .与 Co 外 切 .与 C, 内 接 的 平行 
四 边 形 ? 并 证 明 你 的 结论 . (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 所 求 条 件 为 二 + 方 =1 
必要 性 ; 易 知 圆 外 切 平行 四 边 形 必 是 菱形 ,圆心 即 为 蓉 形 中 心 .假设 结论 成 立 , 则 


对 点 (a,0), 有 (aa,0) 为 顶点 的 萎 形 与 C 内 接 , 与 Co 外 切 ,(a,0) 的 相对 顶点 为 ( 一 他 
0) .由 于 萎 形 的 对 角 线 互相 垂直 平分 ,另外 两 个 顶点 必 在 y 轴 上 且 为 (0,5) 和 (0, - 5)， 


芝 形 一 条 边 的 方程 为 二 + 过 = 上 , 即 ie + oy = ,由 于 六 形 与 C, 外 妇 , 放 必 有 -和 
立 


1 l 
=1, 即 为 + = 


充分 性 ; 设 证 + 证 =1,P 是 Cl 上 任意 一 点 ,过 已, 0 作 Ci 的 芝 PR, 青 过 0 作 与 
PR 垂直 的 弦 0S , 则 PQRS 为 与 C, 内 接 的 苏 形 . 设 10P1 = r ,1001=  , 则 P(r, cos0, 


0 ri"sim 0 


rising), QO {( rcos (0 + 90°), r,sin( 8 + 90°)). 代入 椭圆 方程 ,得 pi = ] ， 
i oo 是 
] L -1 1_veosb sinb vsinb oo 1 1 
10PF“ 100 一 7 了 十 ee 2 十 p: }+( 2 十 7 nl 
又 在 Rt 全 Poo 中 , 设 点 0 到 Po 的 距离 为 ， ,NR Topr + TOR=1 故 得 = 
1. 间 理 0 到 QR, RS, SP 的 距离 也 为 1. 故 萎 形 PORS 与 C, 外 切 , 证 毕 . 
【 解 题 思 维 策略 分 析 ) 


1. 全 及 的 估计 运用 
例 9 设 P 为 椭圆 二 3 i+ 和 = l(a > 5 > 0) 上 蜡 于 长 轴 顶 点 4 ,4: 的 任 一 点 ,过 已 


凡 的 切线 与 分 别 过 Ai , 4， i B81,B,, 则 以 BB 为 直径 的 圆 必 过 两 焦点 
Fi,F,. 
证 明 如 图 28 -2, 设 P(acos6,bsin9), 则 过 PP 的 切 


线 方程 为 和 930 + 六 an = 1, 它 与 y 轴 交 于 点 C(0， 
bcsc9),C 是 线段 BB, 的 中 点 ,从 而 1CP1= 1CP |-=- 
V c2 + bcsc20 


联 立 x = - a, Seoel + 79n9 = 1, 得 Bi(- 4a， 


‘T+ 0060)6), 于 是 


竺 本 全 喧 民 卫 情 潍 六 同 渤 奖 OO 


OO 
奥 
林 
匹 
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题 


广 1B, Ba1= 1BCI= 


从 而 1CF1= 1CF,1= 1B; B21 , 故 FF ,下 在 以 BB, 为 直径 的 图 上 . 
2. 注意 三 角 知 识 的 综合 应 用 


例 10 在 面积 为 1 的 人 PMN 中 ,tanM = 方 ,tanN = - 2, 建立 适 当 的 坐标 系 , 求 出 


以 M,N 为 焦点 且 过 点 P 的 椭圆 方程 . 
解 ” 以 MN 所 在 直线 为 x 轴 , 线 段 MN 的 中 垂 线 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 . 


一 方面 ,tanP= -ta(M+N)= 


_3 本 PP_3- 
= 于 , 色 3tan 了 十 gtan -了 3= 人 0. 


解 得 ”tan 节 = 沁 或 lan 也 = -3( 合 去 ). 

由 性 质 5( 卫 ), 知 所 = Smwreot 二 =13=3. 

作 PO_L MN， 本 足 为 @， 设 1 PO1=h， 1NO1 = m, 由 tanM = 大 二 一 = 
ban 志 PNO = 二 =2， 易 得 = 所。 又 Samm = 广 : i 妆 , 即 有 


ar=b +e = 巧 . 故 所 求 精 圆 方程 为 铬 + 本 a 
3. 注意 代数 知识 的 综合 运用 


例 11 设 酉 圆 筷 + 和 5 = 1(e > 8 > 0) 的 两 焦点 为 PF,, 则 椭 贺 上 存在 点 P, 使 得 


FPF, = 0(0<09<n) 的 充 要 条 件 是 sin <e(e 为 椭圆 的 离心 率 )， 


证 明 设 (ec,0),F(c,0), 点 了 的 坐标 为 (x,y), 则 hoe = 一, hpr, = 


由 对 称 性 , 仅 考 虑 点 P 在 上 半 椭 圆 , 则 
394 


pp， ot kpp 


| = 二 区 -5, 即 省 二 =27e， "cot8, (上述 前 式 不 适合 短 


tanl = TF hr ek 
PF, KpF 二 y 一 
率 不 存在 或 6=90° 的 直线 ,而 后 式 则 适合 于 这 些 直 线 .) 
0<y<6b, 
椭圆 上 存在 点 P, 使 FPF,=0 作曲 | + = 1 ， 有 


解 ,这 又 等 价 于 方程 (c +2ycceotO -yb+tay =ab, 即 cy +2yb ccot0-b =0 
在 区 间 (0,5] 上 有 解 . 
设 fy)=e ry +2yb ccot6 -8, 则 了 (0) = -六 <0, 因 此 上 述 问 题 等 价 于 
f(b) 20mcb +20b cod -只 >0e 与 -2 之 ,olg -1<0 
cos -1 1+cosp b 1+cosg 
ing cS aing (OI VD 


a -ce (1+cos0) a 2(1+ cos0) c 
20< cain28 Sl< 夸大 sin 0 a 5 a 


注 类 似 地 ,可 以 证 明 :椭圆 姓 + 入 = 1(a > 8>0) 长 轴 上 两 顶点 为 A ,4,, 则 椭圆 


上 存在 异 于 4，4; 的 点 P, 使 得 4,P4, = 0 <098<x) 的 充 要 条 件 是 


w — 2cot0(cot0 + cach ) eee. 

4. 注意 解析 几何 知识 的 综合 应 用 

例 12 如 图 28 -3, 经 过 椭圆 bx + a ry = a'b*(a > 上 4 >0) 的 长 轴 左 顶点 4 的 弦 
AB 交 y 轴 于 C, MN 是 过 左 焦点 FF 的 弦 , 若 prt 则 al MN| = 14B1:14C1. 

证 明 设 平行 弦 48B、MN 的 倾斜 角 为 wa, 则 4B 的 参 
数 方程 为 {，- (为 参数 ) 

信和 

(cos au +a sina) 太 一 2ob cosu ti =0, 

于 是 1481 = 1 zs1 -2% leal 
b’ :cos a+ a’ ‘sin a 


又 在 4B 的 参数 方程 中 , 令 x =0, 得 |4C| = |1t.|= alsecal. 
上 述 两 式 相 乘 ,得 14B81.14C1 = 


5cos ar + a 'sin a 


庙 吾 全 寥 轩 于 眉 溢 沁 同 渤 奖 0 


郊 百 言 疡 臣 括 村 洁 晓 同 筑 收 D 


【模拟 实战 】 


Pi 


(nm 


上 


二 


Oe 


.已 知 桶 国 邱 + 全 =1(a > 6>0) 上 存在 一 点 P, 使 得 人 FPFs = 60"( 下, F 为 精 加 人 
, 试问 相国 手 + 所 = = 1(a > b>0) 的 离心 率 。 在 什么 范围 内 ,椭圆 上 恒 存在 一 点 P, 使 


. 已 知 本 加 的 长 轴 长 为 4, 焦 距 为 ,过 左 焦点 的 商 条 互相 垂直 的 纺 的 长 度 之 和 为 了 


.已 知 籽 圆 中 心 在 原点 ,焦点 在 坐标 轴 上 ,直线 y = x + 1 与 该 椭圆 相交 于 P,Q 两 点 ， 


试 证 : 楷 加 区 + 盆 =1(a > 5>0) 的 内 接 三 角形 的 面积 的 最 大 值 为 3 ob 
. 试 证 : 精 加 所 + 入- = 1(a > b>0) 内 接 和 矩形 的 面积 的 最 大 值 为 2ab. 
. 设 4 是 过 椭圆 和 3 es 六 =1l(a>8>0) 中 心 的 弦 , 严 是 焦点 , 则 个 4BF 面积 的 最 大 值 


. 设 P 是 椭圆 的 准 线 1 与 对 称 轴 的 交点 ,下 是 对 应 焦点 ,4B 是 过 下 的 弦 , 则 一 4PB 的 


. 设 棋 圆 气 + 和 5= 1(a> b > 0) ,两 焦点 Fi(-c,0),F,(c,0),o 0 为 椭圆 上 异 于 长 


以 F, 为 极点 , Fix 为 极 轴 建 立 极 坐 标 系 , 则 椭圆 方程 为 p= 了 一 匀 js6 "从 而 


Fy 
2ep ___ 2% 
一 
1 -eicoga bcosa+ a sina 


故 alNMNI=1481:14C1. 


一 Eco 


|IMNI = INFI I + IlMF|= 


习题 A 


所) 人 的 取 值 范围 . 
得 氮 呈 i 的 距离 之 积 等 于 焦距 的 平方 ? 


试 求 这 两 条 弦 的 长 度 之 积 . 


有 OP 1 00,1P01 -= 全。 . 求 本 加 方程 (1991 年 全 国 高 考题 ) 


是 bc(e*= a -bb、). 


最 大 值 为 2arctane (e 为 离心 率 ). 


b> 
轴 顶 点 的 点 ,过 焦点 局 (或 已 ) 作 FQF, 的 外 角 平 分 线 的 垂 线 , 垂 足 为 P, 则 P 点 
的 轨迹 是 以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆 ( 除 点 ( -a,0),(a,0))， 


10. 解 方 程 / x +6% 13+V x 2x+4=8. 
11. 已 知 4,B 是 精 贺 和 + 和 = 1(& > 5 >0) 上 的 两 点 ,线段 4B 的 中 垂 线 与 * 轴 相 交 于 


点 P(xosyo) .来 证 : -如 <wo< 和 下 (1992 年 全 国 高 考题 ) 


12. 求 函 数 y=wvYy+l+wv4-2x 的 值 域 . 
13. 求 函数 Kx)=2x+3+wY -2x2+1l2x-14 的 值 域 ， 


习题 B 


1. 试 证 :从 椭圆 Px + ey = gb?(a >6b>0) 上 的 点 PP 看 焦点 的 视角 的 最 大 值 为 


arooos(25 -1). 
2. 设 P 为 椭 加 每 + 二 =1(a > b>0) 上 任 一 点 , P,P, 是 椭圆 的 任意 -条 弦 , 直 线 PP,， 
PP, 的 斜率 分 别 为 kK] ， 有 . 蔡 PP, 过 中 心 0O, 则 此“ 2 = -与 ， 


ty 


. 设 4,B 是 椭圆 和 三 = 1(a > 5 >0) 长 轴 上 分 别 位 于 椭圆 内 ( 异 于 原点 )、 外 部 的 两 


尽 , 且 4,B 的 模 坐 标 x ,xs 满足 zi xs = a*.(1) 若 过 4 点 引 直线 与 椭圆 相交 于 P,0 
两 所 , 则 一 PE4 = 人 084;(2) 若 过 B 点 引 直 线 交 椭圆 于 P,Q0, 则 人 PAB + 人 04B = 
1802 . 

4. 设 椭圆 扩 x + a y? = ?如 (a > 45>0) 的 两 条 准 线 和 x 轴 相 交 于 已 , 忆 ,点 已 在 椭圆 


上 ,人 El PE, = a,e 为 离心 率 ,c 为 半 焦距 . 则 a 为 钝 角 , 且 当 o > 让 (V5 - 1) 时 有 
cota < ~。, 等 号 当 目 仅 当 1y。1 = 晤 时 取得 . 


Ch 


.已 知 定点 4(1,1)， 为 精 加 所 + 基 = 1 的 左 焦点 , 动 点 已 在 本 加 上 . 试 求 LPF1+ 
| PA | 和 本 用 但 是 人 由 P 点 的 坐标 . 

6. 设 4AB ,4'B' 分 别 是 椭圆 二 + 巧 7 =1(a >b5>0) 和 圆 x + y: =a? 的 驼 , 端 点 4 与 47， 

8 与 B' 的 横 坐 标 相同 , 纵 坐 标 同 号 . 试 证 : 当 4B 经 过 椭圆 内 的 定点 M(p,g) 时 ,A'B" 

必 有 经 过 定点 M’(p, pq). 


庄 卫 便 记 慨 卫 性 竣 闭 问 注 潮 O 


漳 加 仿 王 导 瞩 怀 涪 半 则 入 睫 0O 


7. 过 杠 圆 巨 + + = 1(a > 8 >0) 的 中 心 0 任 作 两 条 互相 垂直 的 射线 交 椭圆 于 4,B 两 


< [|<v a 1 
点 .求证 : :< [IABI<v a + 
8. 椭圆 中 心 为 0, 直 线 ! 不 与 T 相交 .PP 为! 上任 一 点 ,射线 a 而 点 Q 
在 射线 OP 上 , 且 满 足 1001,10P1= 1081 .以 0 为 中 点 的 中 点 弦 记 为 产 . 求证 :六 
经 过 一 定点 . 
9. 已 知 直线 1: 如 + By + C=0 与 椭圆 性 + 生 =1(a>5>0) 交 于 P， 0 两 点 ,0 为 椭圆 


中 心 . 试 证 ; 当 且 仅 当 or 和 t+ 如 居 =2C? 时 ,入 OPQ 有 最 大 面积 广 b 


10. 在 椭圆 握 + 如 =l(a> b>0) 上 任 取 两 点 P(x ,yi ), Pi (x%2, 72) ;AR P(x,Y) 是 以 


线段 PP 为 直径 的 圆 上任 一 点 .求证 :地 + 少 < 六 中 + 广 扩 ， 


(《 数 学 通报 》 问 题 1374 题 ) 
11. 设 椭 圆 T 的 离心 率 为 e, 下 , F, 为 其 两 焦点 ,P 为 椭圆 上 任 一 点 ( 除 长 轴 两 顶点 


外 )， 7 R 分 别 为 全 PF 下 > 的 内 切 圆 外 接 圆 半径 .求证 : 郝 过 2e(1 Er e) " 
12. 试 找 出 离心 率 为 m 的 椭圆 的 特征 量 应 满足 的 一 些 关系 ， 


第 二 十 九 章 双 曲线 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 】 
双 曲 线 具 有 一 般 圆锥 曲线 的 性 质 外 ,还 具有 下 述 有 趣 性 质 ; 
性 质 1 双 曲 线 一 3 3 = l(a > 0, b> 0) 的 左 、 右 仿 反 为 Fh ， 天 ,其 上 任意 一 点 


P(xoyo) 处 的 两 条 焦 半径 长 , 当 xoza 时 ， PF = e+ osl PFsl = eto ~ qi m0 
时 , | PF | = - (exo + a),1PFPF, |= - (exo- a)=a— exo. 
性 质 2 以 焦 半 径 为 直径 的 圆 与 以 实 轴 为 直径 的 圆 外 切 . 


证 明 “ 设 双 曲 线 方程 为 号 - 各 =1(@ >0,6>0), 其 上 任 一 点 P(x6,y6), 设 两 焦点 
为 FF ,下 ,PF, 的 中 点 为 MM, 中 心 0 为 FF 的 中 点 , 则 10OM| -了 | PF | = 方 (exo + 
4), 但 以 实 轴 为 直径 的 图 *+ = 中 与 以 PF, 为 直径 的 圆 的 半径 之 和 为 n+ 十 1PF:1 = 


十 


二 (ev —- a)= (exo + &), 即 证 . 
性 质 3 设 FF 是 双 曲 线 气 - 乒 = 1(a>5>0) 的 左 , 右 焦点 ,点 已 是 双 曲 线 上 
元 于 顶点 的 任意 一 点 , (DTPP 1' 1 PF, 1 的 最 小 值 为 站; (四 设 一 局 PF =20, 则 1PF 1. 


| PFs1 = -5s 且 Sar mr = b*"eof0;( 惠 ) 设 人 PF, Fi=a, 人 PF,F= 8, 则 当 点 在 双 


曲线 有 支 上 时 ,tan 号 "cot 多 = 了; 当 点 P 在 双 曲 线 左 支 上 时 ,cot 全 -tan 4 
证 明 (I) 当 P 为 双 曲 线 顶 点 时 ， 即 取 最 小 值 ， 
(了 ) 在 入 PP F, 中 ,由 余 蕊 定理 ,有 1 PP P + 1PP 1 -2|PF,|:|PF,|'.cos20 = 
4c, 由 | 1PP1-1PFI| =2a, 有 [PP+1PP12 -21PF,|*1PF,| =4a’, 两 式 相 减 ， 


~ 20 _b 
化 简 即 得 | PF | I PF = T0020 = 了 27 


i 


Sx ,= 方 | PF |* | PF -sin20 = b? -cotl. 


名 
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部 也 言 己 臣 玫 虫 汐 二 同 站 三 


1 | PP | 

(了 )P 在 右 支 上 时 ,由 1PPi1- 1 PFi1 = 2a 及 正弦 定理 ,有 -= sm- 

IF FF,| Ss sin(a + B) 昌 
a 由 等 比 定理 ， 有 二 (4 = i 故 。 = a sinB- sina 


Ee 
一 -一 一 一 , 故 tan “oot 了 一 1 
Sp 有 
2 2 


P 点 在 左 支 上 时 , 同 理 可 证 . 
性 质 4 己 是 双 曲 线 巧 - 邱 = 1(a >0,5>0) 上 异 于 顶点 的 一 点 ,0 是 中 心 , Pi， 
F, 为 其 左 、 右 焦点 , 令 10P| = d, 则 IPF,|'IPF,1-d=b -a’. z 


ek 


其 证 明 与 椭圆 性 质 8 的 证 明 类 似 . 

性 质 5 直线 Ax+By+C= =0 与 双 曲 线 气 - = +tl(a>0,>0) 相 交 、 相 切 、 相 
离 的 充 要 条 件 是 A2a* -Bh 全 +C 有 日 4a -Bb zz0. 

其 证 明 与 椭圆 性 质 9 的 证 明 类 似 . 


推论 直线 he + 万 + C=0 与 双 曲 线 避 = 亚信 5 玫 = 1(e> 0,8>0) 相 交 、 


相 切 . 相 离 的 充 要 条 件 是 4?a? - Bb 全 (m+ Bn + C). 
性 质 6 设 双 曲线 的 一 个 焦点 为 下 ,直线 /1 与 过 顶点 4' ,4 的 切线 相交 于 对 ,MM, 则 
(1) FM FN =0 必 直线 1 与 双 曲 线 相 切 或 1 为 双 曲 线 的 一 渐 近 线 ; 
(2) FM .FM < 0 直线 ! 与 双 曲 线 相 离 ; 
(3) FT ,FM > Qe 直线 1 与 双 曲 线 相 交 ( 或 相交 于 一 点 ). 


证 阴 设 双 曲 线 方程 己 -如 3=1(a>0, b>0),F(e,0),A'(-a,0),A(a,0), 直 线 


li:y=hx+m. 
FW-FM=(-a-c,m- ha):(a-c,m+ ha) 
=(c -a)+rm -ka 


= mi +b- ko’. 


(ok bx +2a mr + a (m +b)=0. 
A=4ab (m+b ak’). 


(DEW .FH=00m +b -ha =00om =ok-0 0 或 m =a- b=0, 
A=0 或 m=0,k= + 之 必 直线 1 与 双 曲 线 相 切 或 1 为 双 曲 线 的 一 渐 近 线 ; 


(2) FM FM <0om < qk -boA<0o 直 线 /与 双 曲 线 相 离 ; 

(3) FM : FH > 0 m’ >ak bom >op-z¥0 或 m’>ak-b =00A> 
0 或 1 平行 于 双 曲 线 es i 与 双 曲 线 相交 (或 相交 于 一 点 ). 

性 质 7 设 P,0 是 双 曲 线 气 - 如 -五 =1(8 > a > 0) 上 的 两 点 ,0 为 中 心 , 若 OP 上 


1 1 ] 
O00, 1 | pe ToPr + TANAI2 了 72 


1001 @ 
= feo 


证 明 设 OP 的 倾斜 角 为 " ,将 其 参数 方程 ，- ， (+ 为 参数 ) 代 人 双 曲 线 方程 


T 


了 本 +2 血 。 2 
ob ] jcosa - osin a 
= 


b*cosa — a’:sin’ a 10Pl*? a b’ 


同 理 ， 二 Smeg core 两 式 相 加 即 证 . 
注 人 


2 


(D4B,CD 是 过 双 曲 线 所 -n=1 1(a >0,6 >0) 焦 点 正 的 纺 , 若 4B | CD 则 (站 当 芝 
| 了 


) i 
+ TFT pb 


(ii ) 当 纺 48 与 CD 的 端点 一 组 在 双 曲 线 的 同一 支 上 , 另 一 组 在 两 支 上 时 ， 有 过 | 让 1 - 
1 江 


ETA 区 一 二 


轩 和 
| | 7 


48 ,CD 的 端点 均 在 双 曲 线 的 同一 支 或 均 在 两 支 上 时 ， 有 i 


2 


(11)4B 是 过 双 有 曲线 每 -= 1(5 > a >0) 焦 点 下 的 弦 ,0 为 中 心 , 0 为 双 曲 线 上 


= 二 了 
点 ,者 00 上 48, 则 ( 1 ) 当 4, 在 双 曲 线 的 两 支 上 时 ,有 51351+ TO2z= 二 ~ 去 
时 ， 2 = 方 1 


性 质 8 过 双 曲 线 的 一 个 焦点 ,( 工 ep 
于 大 于 通 径 长 的 任何 一 个 长 度 工 ,在 同一 支 上 过 焦点 可 作 两 条 不 同 的 弱 ;( 芝 ) 且 与 双 


曲线 交 于 异 支 的 弦 , 以 其 实 轴 长 为 最 短 , 对 于 大 于 实 轴 长 的 一 个 长 度 工 ,过 一 个 焦点 可 


作 两 条 交 于 异 支 的 弦 . 
401 


淋 盏 全 户 导 五 性 潍 沁 则 主 壮 O 


商 百 言 忆 可 开心 湾 灌 周 洪 师 


证 明 设 双 曲线 方程 为 所 - 已 = 1(e > 0,5 > 0) .由 双 曲 线 的 对 称 性 ,不 妨 设 弦 过 
双 曲 线 的 右 焦 点 , 弦 的 端点 分 别 为 再 (xz yya) ,|4B1= 工 . 
当 焦 点 弦 为 通 径 时 ,容易 求 得 工 = 一 b, 目 该 弦 是 唯一 的 
当 焦点 骇 不 是 通 径 时 , 设 纺 所 在 直线 方程 为 y= k(x 一 c), 并 代入 双 曲 线 方程 得 
(bak )x +2a ck x -ac kab =0. 
由 此 ,得 x + x, = 了 3. 
(了 工 ) 当 焦点 弦 与 双 曲 线 交 于 右 支 上 两 点 时 ， 
易 知 L= |1AB1= (xi+%, 20 ). .£2 kt20b 


ce a 2 一 
六 (2a + 工 ) 
于 是 上 = a(La -2b) 


若 4 < , 则 La - 25 <0,@ 式 右边 为 负数 ,无 实数 解 ， 即 不 存在 小 于 通 径 的 同 


支 焦点 统 ; 若 上 > 26 , 则 @ 中 上 的 两 解 为 1= +A/ 女 22 二 人 , 易 知 此 时 141> 二 ,所 


es 
( 荆 ) 当 焦点 弦 的 端点 4,B 在 双 曲 线 异 支 上 时 ， 
_ ,Fe £20k +2 
易 知 工 = 1481= (一 — x1 — %2)* a 
2 b*(L-2a) 
于 是 大 a 全 


若 上 <2a, 则 @ 式 右边 为 负 , 无 实数 解 , 即 不 存在 小 于 实数 的 交 于 异 支 的 焦点 
孩 ; 若 了 =2e, 则 大 =0, 即 交 于 异 支 的 焦点 弦 以 实 轴 为 最 短 ; 若 工 > 2a, 则 @ 中 卜 的 两 


解 为 1= #4/ 如 (2 , 且 易 知 0< 1k1 < 二 , 即 交 于 异 支 的 焦点 弦 有 两 条 
注 由 上 述 性 质 ,可 得 如 下 易于 操作 的 结论 : 


(D 若 二 < minj2a,26 -| , 则 这 样 的 焦点 纺 不 存在 ; 


(2) 若 二 = minf2a,28-| , 且 双 曲线 非 等 轴 , 则 弦 唯 一 ; 
(3) 阁 双 曲 线 等 轴 , 且 L=24, 则 焦点 弦 有 两 条 ,分 别 为 实 轴 和 通 径 ; 
(4) 车 a<5( 或 5< a) 且 当 2a <L< 下 (或 过 < 工 <2a) 时 ,焦点 纺 有 两 条 ,它们 


都 交 于 异 支 (或 同 支 ) 上 ; 
(5) 若 上 = 2a > 28 (或 了 上 = 2 > 2a) ,焦点 纺 有 三 条 ,一 条 为 实 轴 , 另 两 条 交 于 同 
支 (或 一 条 为 通 径 ， 另 两 条 交 于 蜡 支 ) 
(6) 若 工 > maxj2a ,2 | ,焦点 弦 有 四 条 ,两 条 交 于 同 支 上 , 另 两 条 交 于 异 支 上 ， 
性 质 9 等 轴 双 曲线 巡 - 产 = a? 上 点 P(x。,y。) 对 弦 4B 的 张 角 为 直角 的 充 要 条 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 过 双 曲 线 oz - 切 =1 的 右 焦点 作 直 线 ! 交 双 曲 线 于 4 ,有 两 点 ,车 实数 使 
得 14B1=4 的 直线 1 恰 有 3 条 , 则 4 = | (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 


解 填 4. 理 由 是 :首先 注意 到 ,过 双 曲 线 * - 七 = 1 的 右 焦点 且 与 右 支 交 于 两 点 
的 弦 , 当 且 仅 当 该 弦 与 * 轴 乘 直 时 ,取得 最 小 长 度 2 = 4.( 事 实 上 ,在 极 坐标 系 中 ,可 


设 双 曲线 的 方程 为 p = 一 一 二 一 , 设 A4(p1,8),B=(p,,x+ 9)(p >0,p; >0), 则 


1 -ee 0 
2 4 天 

1 AB| 人 dg To , 当 eT 7 时， 等 号 成 立 . 

其 次 ,满足 题 设 条 件 的 直线 恰 有 三 条 时 ,只 有 两 种 可 能 :( | ) 与 双 曲 线 左 , 右 两 支 
都 相交 的 只 有 一 条 ,而 仅 与 右 支 相交 的 有 两 条 .此 时 ,与 双 曲 线 左 、 右 两 支 都 相交 的 必 
是 x 轴 , 而 其 两 交点 间 的 距离 为 2a =2. 但 仅 与 右 支 相交 的 两 条 的 弦 长 4 > 4, 这 不 满足 
题 设 条 件 . (ii ) 与 双 曲 线 左 、 右 两 支 都 相交 的 有 两 条 ,而 仅 与 右 支 相交 的 只 有 一 条 ,和 且 
这 条 苞 必 与 x 轴 生 直 (否则 ,由 对 称 性 知 仅 与 右 支 相交 的 有 两 条 避 ) ,此 时 ,14B1=4 = 
4, 且 与 双 曲 线 左 , 右 两 支 都 相交 的 弦 长 也 可 满足 这 个 条 件 . 所 以 =4. 


例 2 ,FF 为 双 曲 线 气 - 所 = 1 的 两 个 焦点 ,P 是 双 曲线 上 一 点 ,已 知 1 PF,1， 
1PF|1,| FF | 成 等 差 数 列 (或 21 PF,1=|1PF,|1+1F,F,1), 且 公差 大 于 0. 试 求 
LF PF,. 

解 ” 由 题 设 , 知 oz =4, 忆 =45, 则 c=7. 

又 21PF|=|1PF,|+2c, 则 2|PF,| -|PF,|=14. 

而 1PFi| -1PF,| =2a =4, 从 而 求 得 | PF 1 = 10,| PP,1=6. 于 是 由 性 质 3(I), 知 


403 


羡 天 言 己 熙 匡 屁 沟 直 同和 沉 闻 吕 


效 隔 兰 冯 个 开 性 流 沽 同系 王 O 


60 = 1 PP = — ss 即 得 cos8 = -性 ， 


bb 

er 25 
A 
例 3 F,, F, 是 双 曲线 所 -所 =1(a>0， >0) 的 左右 焦点 ， 2b =Y3, 直线 1 与， 


与 x 轴 的 夹 角 为 9,tan9 = 之 2L, 目 QP: PF =2. 求 双 曲 线 方程 。 (1991 年 全 国 高 考题 ) 


解 设 P(e,0), P(e,0), 在 Rt 人 00Fs 中 ,由 tan9 = 并 可 得 0(0, - 26). 


于 是 1PP1 = 内 co,1PP1= 这 2 ,10Pl? = 站 o .由 性 质 4， 有 法 - ?= a, 即 b> = 
3o ,与 已 知 wo RE -y=3. 
例 4 求 过 点 P(6,7), 且 与 双 曲 线 气 - =1 相 切 的 方程 


解 ” 运 用 性 质 5, 联 立方 程 64 +7B+C=0 与 94 -1682 = C? 消去 C, 可 得 
(3A4+5B)(94A +13B)=0. 


求 得 4= -8 或 4= - 莱 B, 因 此 求 得 C=38 或 C= 子 B, 即 所 求 切线 方程 为 


-3Br+ By+3B -= =0 与 -本 Bx+ By+ 访 B=0, 即 5x-3y-9=0 与 13x-9y-15=0 
为 所 求 . 

。 例 5 设 点 为 双 曲 线性 -和 失 =1(a>0,5>0) 右 支 异 于 顶点 的 一 点 , F,, F, 分 别 
为 其 左 \ 右 焦点 . 试 证 :全 PF F, 的 一 刷 的 内 角 平 分 线 上 的 旁 心 的 轨迹 方程 为 : 


(ec-a)x -(cta)y =(c-a)c (x>ce), 
证 朋 设 人 PF F,=a,/Ph,F,= 用， 由 性 质 3( 了 [[)， 在 全 PF F， 中 ,有 


IPE| IFF,| 24 2¢ \ be 
ee ee ,从 而 亦 即 an 7 人 


设 二 挛 的 内 角 平 分 线 上 的 旁 心 0(x,y), 则 hor, = ,hon, = 二 .由 MP | 


和 有 LPFi _ 
on = 


QF, ,有 kor, * kor, = tan 3 cot 恨 ， BD ce, 故 
(ec-a)x (cta)y =(c-a)c’(x> ce)., 


例 6 设 点 已 是 双 曲 线 瑟 - 好 = 1(e > 0,b > 0) 上 任意 一 点 ,过 点 P 的 直线 与 两 
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渐 近 线 4; 2 a lb, : 站 至 - 2 分 别 交 于 点 已 ,已 , 设 ) = 下 .求证 ; 


oO 
(ta 上 
十 
Sagp p, = 41A | ob. 匹 
二 pb pb Xl 十 Ax, 充 
证 朋 依 题 意 , 设 P(x1, 一 9 ) P(x,, -sa) ,PCxy) 则 有 x= TE , 且 
A EN A | i 
_JYi+Ay a a Xl1 十 ANY a Xi 一 A5X52 
汪 Ta 和 l+A 好 x= l]+AA 'D 县 和 Y= ]+A 2 必 
2 a 2_ 4Axix, 问 
由 必 -人 得 区 p27 (+A 题 
BD m= Da) = tA ob (所 -5) = 


| | - 2 
从 而 10P,1*10P,| = x? + (ri)? 码 +( 一 请 = (1+ 兽 ) 15io| 


与) 全 直人 az tAF (op). 


一 4 = 4 
1 (1+4) 2 
故 Seopp = 二 10P,|:|OP,|: sin P, as 4 
和 2 4IA| 
1 6 ) 
{1+4) 
= 4 吃 ， 
【 解 题 思维 策略 分 析 ]】 


1. 注意 曲线 方程 形式 的 巧 设 
例 7 ”过 双 曲 线 上 任 一 点 P 作 倾 和 斜 角 为 a( 定 值 ) 的 直线 / 与 双 曲 线 两 浙 近 线 交 于 
0Q ,RR, 则 | PO1'|PR| 为 定 值 . 


证 明 设 双 曲 线 方程 为 -和 =1(a >0,5 >0), 则 其 渐 近 线 方程 为 bx + ay =0， 
设 P(%6,yo) 是 双 曲 线 上 的 点 , 则 过 P 的 直线 1 的 参数 方程 为 


计 二 Xo + tcosa, 

人 (4 为 参数 ) 

y= yo + tsin 

由 b(xo+ tsina ) =0, 可 得 
bxo + ayo bxo - ayo 


二 一 一 一 一 - 
! asing + beosa’ :csineg - booso 


次 面 便 听 导 匡 瞿 东 放 则 潜 壮 O 


ab’ 
于 是 1PQ1*IPRI= It li! = Te 7 一 -7( 定 值 ) ， 


例 8 过 双 曲 线 上 任 一 点 PP 的 切线 与 双 曲 线 两 浙 近 线 交 于 4,B 两 点 .求证 :上 态 P 
是 线段 48 的 中 点 ， 


证 明 设 双 曲 线 方程 为 艺 - 好 = 1 两 渐 近 线 方程 为 所 - 条 = 0. 过 双 曲 线 上 任意 


一 点 P(x yl) 的 切线 方程 为 2 - 了 = 1 ,切线 方程 与 渐 近 线 方程 联 立 消去 7 ,整理 


得 (姑妈 -aly)x: -2a bxx+a b =0, 即 x 2xx+a =0. 由 韦 达 定理 , 知 4B 
的 中 点 的 横 坐 标 x = xi ,代入 切线 方程 得 y = yi ,从 而 4B 的 中 点 坐标 为 (x1,Y1) 和 点 了 
坐标 相同 .由 此 即 证 . 

2. 关注 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 问题 

例 9 求 双 曲线 xy = 1 在 第 一 象限 内 一 支 上 的 一 定点 Q(a, 5) 与 它 在 第 三 象限 内 
一 支 上 的 一 动 点 P(x,Y) 之 间 的 最 短 距 离 ( 以 a 的 解析 式 表示 ). 

解 ” 当 以 点 0 为 中 心 ,18P1 为 半径 的 圆 与 双 曲 线 xy = 1(x < 0,y <0) 相 切 时 ， 
10P1 达 到 最 小 值 .此 时 过 点 P 的 双 曲 线 xy = 1(x% <0,y <0) 的 切线 与 OP 垂直 . 设 切 点 
P 的 坐标 为 (x,, yi), 过 P(xi, Yi) 的 双 曲 线 的 切线 方程 为 yx + 2y7 = 2( 即 用 


DY 代 改 ), 帮 (2)= -有 p=l,0'b=1. 
1 


一 要 
1 1 1 


Ee 


ee 一 =1, 即 ax!i = 一 1, 从 而 x%1= -a 3,y=-0 3. 
| 


洛 | 一 如 
所 以 10P1 = (x -a +(y-b) 
ES OS 
故 10OP1、= (of +o $2. 
例 10 设 双 曲线 wy = 1 的 两 支 C1,C; 如 图 29 -1, 正 三角 yhic 
形 POR 的 三 顶点 位 于 此 双 曲 线 上 . (1) 求证 :P,Q,R 不 能 者 在 
双 曲 线 的 同一 支 上 ;( 卫 ) 设 P(-1,1) 在 C, 上 ,0,R 在 C, 上 ， 
求 顶 点 0,R 的 坐标 ， (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 0 * 
( 工 ) 证 法 1 假设 P,0,R 在 双 曲 线 xy =1 的 同一 支 如 Ci 


上 ,其 坐标 分 别 为 (41, 直 ),(%2, 直 ),( 为 , 记 ). 设 0< 和 < 和 < Ca 


总, 则 直线 PQ 的 斜率 和 = -二 ,直线 QR 的 斜率 所 = - 二 tan 人 POR = 十 于 名 
Xa( Xi 一 %2) 
] 十 区 | 区 X3 
因此 ,一 PCR 是 钝 角 , 这 与 APOR 是 正三 角形 相 了 矛盾 . 故 P,0, RR 不 能 都 在 双 曲 线 
xy = 1 的 同一 支 上 . 
注 由 0<x,<x,<% ,有 yl > ya > ,于 是 PO + OR* -PR = [(x, 一 x2) + 
(2 ~ x13) — (x — xa) + [C9 -7 + (yy -Cn -y= (2x -2x1%2 — 2%2 Xa + 
2x1%3) + (2y2 -27172 ~ 27273 + 27173) =2(x2 — x1) (wa — x3) + 2(432 — ¥1) (ys — 73) < 
0. 即 全 POR 为 钝 角 三 角形 . 


证 法 2 设 et xy =1 上 的 三 点 , 易 得 直线 


<0D. 


PR 的 斜率 有 = 一 一 , PR 边 上 的 高 线 方程 为 y Ee XIXICX — Xo ), 
同 理 ， OR ed x 一 Xa Kal x i x1). 


联 立 上 述 两 方程 得 人 POR 的 重心 H( - pe ,~ 5 因为) , 它 显 然 在 双 曲线 xy = 1 


上 上: 
当 J 0,R 在 双 曲 线 的 同一 支 如 Ci 上 , 则 一 NI 车 2 3 <0, 而 日 在 另 一 支 C， 上 , 即 H 
在 公 POR 的 外 部 , 即 全 POR 为 钝 角 三 角形 , 故 P,0,R 不 能 都 在 双 曲 线 的 同一 支 上 . 


( 卫 ) 设 0， RR 的 坐标 分 别 为 (zs ,二 《May -) ,这 时 QR 边 上 的 高 线 方程 为 y+ 1 = 


x1%2(x + 1), 它 必 过 线段 0R 的 中 点 ,因此 和 的 中 点 的 坐标 满足 上 述 方程 ,于 是 有 
1 1 


o_O 


| 7 光 1 卫生 


+1= wx,x,( +1),BI(l— x x )[ (x + x2) (1 + wi x2) +2x1x,]=0. 
因 x) > 0,x; >0, LTA 0, 则 1 - xixz =0, 即 x,%x, =1. 于 是 
@ 点 的 坐标 为 (二 -aa ) ,而 让 点 的 坐标 为 (x, ,J 训 )， 这 党 明 0 ,RR 关于 直线 y = * 对 称 . 


PQ ,PR 所 在 的 直线 分 别 为 过 P 点 与 直线 y = x 交 成 30° 角 的 相互 对 称 的 两 条 直 
线 , 易 见 其 倾斜 角 分 别 为 75° 和 15°. 不 妨 设 Po 的 倾斜 角 为 75°, 这 时 它 的 方程 为 到 
1=tan75 (x+1), 即 y+1=(2+Y3)(z+1), 将 其 与 双 曲 线 方程 xy = 1 联 立 , 解 得 y 
点 坐标 为 (2-Y3,2 +Y3), 由 对 称 性 知 R 点 的 坐标 为 (2+V3,2 -V3). 
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党 要 半 己 车 匡 性 湾 进 同和 并 光 O 


注 ”由 (了) 的 证 法 2, 使 我 们 获得 如 下 绪论 : 

三 个 顶点 都 在 同一 等 轴 双 曲线 上 的 三 角形 的 垂 心 也 在 此 双 曲 线 上 . 

由 此 也 启发 我 们 ;在 处 理 某 些 等 轴 双 曲线 问题 时 ,可 考虑 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 
轴 双 曲线 来 讨论 . 

例 11 一 直角 三 角形 的 三 顶点 在 等 轴 双 曲线 上 .求证 :直角 顶点 处 的 切线 垂直 于 
斜 边 . 

证 明 如 图 29 -2, 设 等 轴 双 曲线 方程 为 xy = ec ,直角 三 


角形 4BC 的 三 顶点 在 等 轴 双 曲线 上 ,直角 顶点 4(ct, 二 ), 其 


应 各 便 导 卫 尾 洋 负 加 鞭 睹 O 


余 两 顶点 B(ct ,让 )，C(ctz, 二 ) ,直线 AB ,AC, BC 的 斜率 分 
别 为 


1 


由 = — 1. 
这 ty 


过 点 4 的 切线 为 x + ty =2ct, 此 切线 斜率 为 上 = -三 ,于 是 kpc = 2 -1， 
故 直角 顶点 处 的 切线 垂直 于 和 斜 边 . 

3. 借用 双 曲 线 知 识 ,求解 函数 等 其 他 问题 

例 12 求 肾 数 y=3x+2~v x ? -2 的 值 域 . 


解 令 册 =3x,v=2V Mi -2(v>0, |u| 守 3Y2), Mewar i 


视 y 为 参数 ,在 wOv 坐标 系 中 ， 作出 直线 系 。= - wu+y 及 双 曲 线 部 分 生 -号 =1 
(> 0) ,如 图 29-3. 

当 直 线 过 点 (3V2I,0) 时 ,直线 在 v 轴 上 的 截 距 y =3Y2; 当 
直线 与 双 曲 线 的 左 支 相 切 时 ,由 切线 公式 y= jx +tV Ra -中 
得 截 距 y= -v10. 

故 函 数 y 的 值 域 是 (- %, -v10)U[3Y2,+ %). 

例 13 求 二 元 函数 f(x,y) = (x 一 y+ (x+ 广 +1) 的 
最 小 值 . (1998 年 “希望 杯 ” 况 赛 题 ) 


奥赛 经 上 典 
ee 


解 因 f(x,y)= (x 一 y+(-x-1- 广 可 看 作 直 线 *+y+1=0 上 的 点 (%， 


_ x -1) 和 双 曲 线 xy =1 上 的 点 (y, 二 ) 的 距离 的 平方 式 .由 作 图 可 知 ,所 求 最 小 值 为 


] 


7 


【模拟 实战 】 


Hk 


LO ka 


上 


ek 


习题 A 


. 设 双 曲 线 互生 = 1(a >0, > 0) ,两 焦点 为 F,( -6,0), Fu(e10), 点 0 是 双 曲 线 右 


(或 左 ) 支 上 除 顶 点 外 任 一 点 ,从 焦点 已 (或 户 ) 作 一 局 0P 的 角 平 分 线 的 垂 线 , 垂 
足 为 P, 则 P 点 的 轨迹 是 以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆 ( 除 点 ( - a,0),(a,0)). 


. 求 曲 线 9x? +16y* = 144 与 7 入 - 327 = 224 的 从 切线 方程 . 
一 直线 截 双 曲线 -所 = 1(& >0.5 >0) 于 P,0 两 点 ,与 渐 近 线 交 于 PP ,0' 两 点 . 


求证 :1PP'1=100'1. 
5 


.已 知 双 曲 线 中 心 为 原点 ,焦点 在 x 轴 上 ,离心 率 。= 己 , 且 与 直线 8x +2Y7y -16=10 


相 切 . 求 双 曲线 方程 . 
习题 B 


已 知 双 曲 线 C:(1 -Qi)x?+a?y =a*(a>1), 设 该 双 曲 线 上 支 的 项 太 为 .= 2 
与 直线 y = -x 交 于 点 ,一 条 以 4 为 焦点 ,于 (0,m ) 为 顶点 ,开口 方向 向 下 的 抛物 
线 通 过 PP 点, 且 PM 的 斜率 为 上 满足 元 <k< 本 .求实 数 a 的 取 值 范围 

已 知 双 曲 线 二 -三 =1(a >0,4b>0,a 关 4b) 上 有 一 定点 4, 点 P,0 为 满足 PAl 04 
的 异 于 点 4 的 任意 两 点 .求证 : PO 过 定点 . 


兽 百 全 二 各- 扫 虫 罗 河 司 和 牙 旺 O 


滞 天 言 所 村 撕 性 炎 进 同和 江上 恒 O 


第 三 十 章 ”抛物 线 的 性 质 及 应 用 


【基础 知识 ) 


抛物 线 具有 一 般 圆锥 曲线 的 性 质 外 ,还 具有 如 下 有 趣 的 性 质 ; 

性 质 1 P(wo, Yo) 为 抛物 线 y* =2px(p >0) 上 任 一 点 ,FF 为 其 焦点 , 则 焦 半 径 

[PFI = wo 十 p 
性 质 2 ”抛物线 的 所 有 焦 半 径 ,( 工 ) 以 过 顶点 的 焦 半 径 为 最 短 ;() 两 条 共 线 焦 半 

径 (焦点 终 ) 以 通 径 为 最 短 . 


证 明 设 抛物 线 的 极 坐 标 方 程 为 p = [0, 则 (I)o> 态 ;( 开 )o + p, = 


ER 

性 质 3 P(xo, Yo) 是 抛物 线 y =2px(p >0) 上 任 一 点 ,FF 为 焦点 ,以 PF 为 直径 的 
圆 必 与 y 轴 相 切 , 切 点 是 0(0, 闻 ) ,并且 直线 PO 是 抛物 线 的 切线 . 

证 明 易 求 以 PF 为 直径 的 圆 的 方程 为 

w+) -yoy+ 方 pxo =0. 

令 x=0, 有 yoy+Fpro =0. 3 

注意 P(xo,yo) 在 y =2px 上 ,由 (x* ) 式 的 全 = yi 一 2pxo =0 知 以 PF 为 直径 的 圆 
与 y 轴 相 切 ,上 且 切 点 0(0, 交 ). 


又 由 两 点 式 可 求 得 直线 PQ 的 方程 为 yoy = p(x + xo), 此 即 为 过 PC(xo,yo) 的 抛物 
线 的 切线 方程 .结论 获 证 . 


性 质 4 点 P(zo, 加 ) 是 抛物 线 ) = 2px 上 任 一 点 ,过 已 作 准 线 1:x = -总 的 重 线 ， 


竺 足 为 ,抛物 线 过 已 点 的 切线 交 y 轴 于 0 , 交 对 称 轴 于 天 , 有 为 其 焦点 , 则 ( 工 ) 四 边 
形 FPNK 是 菱形 ;(I) 亚 ,0O,N 三 点 共 线 . 
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EEE 


证 明 (本) 易 知 W 点 坐标 为 ( - 方 ,yo), 开 点 坐标 为 ( - xo,0), 则 | KF1 = xo+ 


= |NPIE KF/ NP. 
又 由 抛物 线 定 义 有 1 PF1= |PN|, 故 FPNK 为 葵 形 . 
( 卫 ) 由 过 P 点 的 切线 方程 yoy=p(x+ xo), 令 x=0 得 0 点 坐标 为 (0, 全 2 ) = 


(0, 辽 ). 又 由 两 点 式 求 得 FN 的 方程 y= -如 (< -名 ), 而 0 点 坐标 满足 FN 的 方程 , 故 


,OQ,N 三 点 共 线 . 

性 质 5 直线 hx + By+ C=0 与 抛物 线 y? = +2px(p >0) 相 交 、 相 切 、 相 离 的 充 要 
条 件 是 PB? 等 +24C(p >0). 

推论 直线 4+B+C=0 与 抛物 线 (y- n)》= +2p(x -mm)(p>0) 相 交 、 相 切 、 
相 离 的 充 要 条 件 是 PB? 圭 +24(4m + 有 +C)， 

性 质 6 设 抛物 线 的 焦点 为 ,过 下 的 直线 1 与 直线 1 平行 (或 重合 ) ,直线 1 .1 与 
过 顶点 0 的 切线 分 别 相交 于 入 ,对 , 则 

(1) FM FM = 0 直线 1 与 抛物 线 相 切 ; 

(2) FM FM < 0 号 直线 ! 与 抛物 线 相 离 ; 

(3) FN FH > 0 二 直线 ! 与 抛物 线 相交 (或 相交 于 一 点 ). 


证 明 设 抛 物 线 方程 y =2px(P>0) ,焦点 F( 所 ,0) ,直线 1;y = lx + mm, 直线 1: 


伴生 全 喧 导 - 匡 惧 潍 泛 同和 计 奖 O 


y=k(% 玉 ). 则 
2 


有 天. 随 =-(- 呈 -名 )(- 呈 mm) = 三 -2 = 了 工 ( 严 -2pbm)， 


4 
由 位 -= 消去 x, 得 fx? -2py +2pm =0, 其 中 A=4p’ 一 8plm. 
y=ix+m 

(1) FW FWY = 0esp? -2pmk = 0esA = 0 直线 ! 与 抛物 线 相 切 ; 

(2) Ff .FM < 0esp? -2pmk < 0csA< 0 直线 ! 与 抛物 线 相 离 ; 

(3) FC. FM > 0esp? -2pmk > 0esA > 0es 直 线 1 与 抛物 线 相交 ( 或 相交 于 一 点 ). 

性 质 7 过 抛物 线 准 线 上 任 一 点 和 M 作 抛物 线 的 两 条 切线 1, 与 1,, 则 ( I ) 这 两 条 切 
线 互相 垂直 ;( 卫 ) 两 切 点 4 与 8 的 连 线 过 焦点 , 且 这 点 M 与 焦点 的 连 线 垂直 于 过 两 切 
点 的 弦 ;( 亚 ) 设 六 , 与 y 轴 交 于 E,F, 则 4,E,F,B 四 点 共 图 . 

证 明 如 图 30-1, 设 抛物 线 方程 为 y =2px(p > 0) ,下 为 其 焦点 ,! 为 其 准 线 ,1， 
/2 为 过 点 M 的 切线 ,4 ,8B 为 切 点 .过 4,B 分 别 作 4C1!1 于 C, 作 BD 1 1 于 DD. 
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洁 扣 人 语 己 导 卫 慷 滋 测 同 潮 站 O 


( 工 ) 过 MF ,AF, BF, 则 由 光学 性 质 知 和 CAM = 人 人 MAF. 驻 
1AC1 = 1AF|1, 则 全 AMF 呈 和信 AMC ,故人 CMA = AMF. 

同 理 , FMB = MMD. 故 和 AMB =90°, 即 |b. 

(了 T) 由 (CI) 中 证 明知 AFM = ACM = 90°, 人 BFM = 
了 BDM =90°, 故 4,F,B 三 点 共 线 ,日 亦 有 MF | 4B. 

( 夺 ) 由 EA4B = EAC = 人 BMD = 人 BFL(L 在 EF 的 延 
长 线 上 ) , 故 4,EE, 下 ,B 四 点 共 圆 . 

性 质 8 ”从 抛物 线 的 焦点 向 它 的 任意 切线 作 垂 线 , 则 其 垂 
足 一 定 在 过 抛物 线 顶 点 的 切线 上 . 图 30-1 

证 明 “” 设 抛物 线 方程 为 x* =2px(p >0), 其 上 任意 一 点 为 P(xo ,Yo), 过 PP 的 切线 
方程 为 yoy = p(x + %o). 


过 焦点 (号 ,0) 向 切线 引 垂 线 的 方程 为 y = - 党 x + 学, 它们 的 交点 满足 


la 


二 0 
ts 


0. 而 p+2xo 天 0, 故 和 =0, 即 证 . 

性 质 9 过 以 下 为 焦点 的 抛物 线 上 任意 两 点 P, 0 的 切线 相交 于 7 了 , 则 一 TPF = 
LOTF, LPTF = /TOF. 

证 明 如 图 30 -2, 设 抛物 线 方程 为 y = 2px(p > 0). 过 顶 
点 的 切线 ( 即 y 轴 ) 分 别 交 TP, TO 于 点 导 ,N, 连 FM ,FN, 则 由 
性 质 8, 知 FM PT, FN | TO. 故 7T,M,F,N 四 点 共 圆 ,有 
NTIF= /NMF. 

叉 过 点 了 作 PK MN 于 K, 则 KP/ OF. 由 抛物 线 光学 性 
质 , 有 MPK = TPF ,人 NMF 和 MPK 均 与 人 PMK 互 余 , 则 
NMF = MPK, 推 得 人 人 NTF = TPF, 即 人 QTF = 人 TPF. 同 
理 , PTF = 一 TOF. 

注 ” 由 此 例 结论 即 可 推 得 ( i ) 7P, TO 在 焦点 所 张 的 角 
相等 ;( 计 ) 由 全 FPTw 人 a 人 FTO, 有 1FTl?= |1FPl*1FQ1. 


性 质 10 抛物 线 y=2px(p >0) 的 焦点 弦 长 等 于 2p(1+ 雯 ) 或 地 (其 中 上 为 焦 
点 弦 的 斜率 ,a 为 倾斜 角 ,0 < a < 180?) . 
性 质 11 抛物 线 焦点 弦 的 两 个 端点 的 同名 坐标 之 积分 别 为 常数 据 和 - 严 ( 即 


消去 y, 得 px + pxo + Pr- 旦 0 将 如 =2pxo 代 人 ,有 (p+2x0)x = 
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和 | 2 = -pp ). 

性 质 12 ”以 抛物 线 焦 点 弦 为 直径 的 圆 必 过 此 抛物 线 的 准 线 . 

性 质 13 挑 物 线 的 过 焦点 弦 的 两 个 端点 的 切线 互相 垂直 ,并 且 交 点 在 准 线 上 . 

人 们 称 抛物 线 上 任意 一 段 曲 线 弧 4CB 为 弓 ,其 弧 两 端 所 张 线 段 4B 为 弓 的 底 , 马 
和 底 所 围 成 的 图 形 称 为 抛物 线 己 形 . 

性 质 14 ”抛物线 弓形 的 中 线 平行 于 它 所 在 抛物 线 的 对 称 轴 或 在 对 称 轴 上 . 

性 质 15 过 抛物 线 己 形 顶点 的 切线 平行 于 底 边 . 

性 质 16” 底 边 过 焦点 的 抛物 线 弓 形 ,过 底 边 一 端点 的 切线 平行 于 底 边 另 一 端点 在 
准 线 上 的 射影 和 焦点 的 连 线 . 

性 质 17 平行 于 抛物 线 弓 形 408 中 线 MQ 的 直线 交 弓 形 的 底 于 DD, 交 弓 于 EE, 交 


过 B 的 切线 于 F, 则 地 = 他 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 已 知 点 4(0,2) 和 抛物 线 y* = x+4 上 两 点 B,C, 使 
得 4B BC . 求 点 C 的 纵 坐 标 取 值 范围 . 

(2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 

解 ” 如 图 30 -3, 设 点 B 的 坐标 为 (YY -4,y1), 点 C(y?- 

4,y) ,显然 yt -4 头 0, 故 hw = a 

由 于 48B_」BC, 所 以 ksc = -(y +2), 从 而 

和 = — (y+2)[%x— (yt—4)], 

y =x+4. 
消去 * ,注意 到 yy ,得 到 (2+y)(y+y)+1=0, 即 
y+(2+7y)y + (2y+1)=0. 

由 A=0, 解 得 y<<0 或 y=4. 

当 y=0 时 ,点 B 的 坐标 为 (~-3, -1); 当 y=4 时 ,点 五 
的 坐标 为 (5, - 3) 均 满足 题 意 . 故 点 C 的 纵 坐 标 y 的 取 值 范 
围 是 (~ m,0jUL4, + %). 

例 2 过 抛物 线 y=2px(p >0) 上 一 点 己 作 抛物 线 的 
切线 交 x 轴 于 点 @ ,点 下 为 其 焦点 .求证 : | PF| = 1OF1， 

证 明 如 图 30 -4, 设 P(xo, yo), 则 过 PP 的 切线 方程 图 30-4 


林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
几 
何 
问 
题 
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麻生 便 王 导 睐 洋 沿 加深 奖 O 


为 yoy = p(x + xo), 切 线 和 x% 轴 的 交点 8 的 坐标 为 (xo,0). 
于 是 10F| = 家 


而 1 PF1 = xo+ 方 , 故 1PFI| = 10FP1. 


例 3 ”抛物线 上 任意 一 点 的 切线 与 通 径 的 延长 线 及 准 线 各 相交 于 点 4, 如 .求证 : 
这 两 点 到 焦点 FF 的 距离 相等 ， 
证 阴 ” 设 抛物 线 y* =2px(p >0) 的 切线 P4 与 过 顶点 的 切线 ( 即 y 轴 ) 交 于 点 型 ， 
则 FM_|P4. 
设 准 线 与 对 称 轴 交 于 点 万 , 则 有 10D1= 10F1, 从 而 1MBI= 1M41. 于 是 在 公 FAB 
中 ,由 FM 4B, 知 | FA1= 1FB1. 
例 4 求证 :经 过 抛物 线 y =2px 上 任意 两 点 的 弦 的 中 点 驭 的 直径 所 在 直线 必 过 
两 切线 交点 . 
证 明 设 抛物 线 7 =2px 上 任意 两 点 分 别 为 已 (zyyi) P(x ,72), 则 PP; 的 中 


点 M 的 直径 所 在 直线 的 方程 为 y= (7 + 72). 
又 过 Pi, P, 的 切线 方程 分 别 为 yy = p(x + 1) ,ysy = p(x+ 入 ) ,两 切线 交点 了 


的 纵 坐标 加 = 2 下 二 ,而 和 = 2pm ,好 = 2pm, 和 从 -天 =2p(z 加) 从 而 加- 


Ee = 二 (y, + 六) ,由 此 即 说 明 结论 成 立 ， 


注 “可 求 得 比例 中 的 了 点 的 坐标 为 ( 蕊 所 ,2 (7 +72)), 且 有 Pi,7, PP 三 点 的 横 


坐标 成 等 比 数 列 , 纵 坐标 成 等 差 数 列 ,线段 TF 被 抛物 线 平分 . 
例 5 求 抛物 线 y? =5x 与 圆 9x- +9y = 16 的 公 切 线 方程 . 


解 、 设 公 切 线 方程 为 hx + By + C=0, 以 p =5,r= 子 分 别 为 直线 与 抛物 线 ,与 加 


与 7 
72B =2AC, 9 。 
相 切 的 充 要 条 件 ,有 方程 组 | 解 得 4 = -号 C( 不 合 ) 或 4= 电 5 
(3) 《4 +B)=C. 


= + 子 C. 于 是 所 求 公 切 线 方程 为 9 + 12y +20=0. 
例 6 设 4B 是 抛物 线 记 = 2px(p > 0) 的 焦点 弦 , 0 为 坐标 原点 , 则 ( 工 ) 三 角形 
04B 面积 的 最 小 值 为 所 ;( 下) 过 4,8 的 切线 交 于 点 以 , 三 角形 MAB 的 最 小 什 为 p?. 
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证 明 当 4B]% 轴 时 ,显然 ams = 旭 ，Saww =p?. 
当 4B 不 垂直 = 轴 时 , 设 4B 的 方程 为 y= k(x - 怠 ), 代 人 y? = 2px, 整 理 得 
大 2 一 (ph? +2p)x + 开脱 =0. 

又 设 A(%;,y1) ,B(x ,yy), 则 

( 工 ) 原 点 0 到 弦 48 的 距离 为 4= 也， 

于 是 Sa =114B1ed =P tl >B. 


( 卫 ) 由 性 质 6( 卫 ), 有 MF 4B, 且 |MF1 光 p, 故 Sous = 方 14B1- | MF = 


2p (+ 1)" 1MFI2pp=p’. 


例 7 抛物 线 Cl:y= 妇 +2ax +8 与 ¢ 轴 相 交 于 4,B. 若 C, 的 顶点 总 在 以 线段 
48B 为 直径 的 圆 C, 内 . 试 求 <, 应 满足 的 关系 . 

解 设 A(x1,0),B(x2,0). 由 Ci, 令 y=0 有 x+2ax+b=0. 在 A>0 即 o>p 
的 条 件 下 ,有 xi + xs = -2a,x,*'x,=b. 

圆 C: 的 方程 可 设 为 (x -x1)(x -x,)+(y -0)(y -0) =0, 化 简 整 理 得 w+ 
2ax + b=0. 

义 C1 配方 得 (x+a) =y- (六 - 吧 ), 且 Ci 的 顶点 ( -a,b- a) 在 圆 C, 内 ,有 
(a +(b-o)+2a(-a)+b<0, 即 有 (5b-a V(b-o? +1) <0, 解 得 a*-1<58< 


2 
在 


故 当 o, 满足 oz -1<b<a? 时 ,C, 的 顶点 总 在 以 线段 4B 为 直径 的 圆 C, 内 . 
例 8 过 抛物 线 y = x* 上 的 一 点 4(1,1) 作 抛物 线 的 切线 分 别 交 x 轴 于 刀 , 交 y 轴 


于 8. 点 C 在 抛物 线 上 ,点 在 线段 4C 上 ,满足 适 = 1 ;点 在 线段 BC 上 ,满足 了 - 


12, 且 41+ 42=1, 线 段 CD 与 EF 交 于 点 P. 当 点 C 在 抛物 线 上 移动 时 , 求 点 P 的 轨迹 
方程 . (2005 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 过 抛物 线 上 点 4 的 切线 斜率 为 : y =2x1. ,=2, 则 切线 4B 的 方程 为 y=2x - 


1. 于 是 B,D 的 坐标 方程 为 有 (0, - 1),D( 方 ,0), 所 以 D 是 线段 4B 的 中 点 , 设 P(x， 
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周末 言 芝 于 共性 淘 浊 由 冻 交 O 


窗 天 说 王 司 开心 攻 直 由 六 上 旺 O 


ee 


y)， C(xo, x2 ) ， E(xi, y1)， F(w,, ya )， 由 称 = Ais: 业 Xl 三 


1 + Alxo 1T+Aixo :由 = 4 得 x，= 


Te A sn 


l + A, 
由 两 点 式 得 EF 所 在 的 方程 为 
[LA — Ai)xo — (1 + A )y 
= [Cas — A)xt -3]x+1+ wo — A2x0. 和 


当 xo 顽 方 时 ,直线 CD 的 方程 为 


Dx x — 0 
= 2X0 一 1 © 


联 立 D,@, 解 得 z= 包 二 


,y= 各 ,两 式 消去 和 得 点 的 轨迹 方程 为 
y = 本 (3x wy 


当 %。= 方 eit (本 ia -二 41 -3)x+ 写 - 才 )a，CD 的 方程 为 


x = 二, 联 立 解 得 (x,y7) = (二 , 访 ) 也 在 点 忆 的 轨迹 上 ， 


C 与 4 不 重合 ,mo 关 1,x 尖 导 . 所 以 所 求 轨 迹 方程 为 
y= 三 (3x 一 1)?,x 关 名， 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 注意 抛物 线 的 点 的 参数 表示 法 

例 9 已 知 抛物 线 y =2px 及 定点 4(a,5),B( -a,0)(ab 关 0,b° 关 2pa).MM 是 抛 
物 线 上 的 点 , 设 AM, BM 与 抛物 线 的 另 一 交点 分 别 是 Mi ,MM, .求证 : 当 凡 点 在 抛物 线 
上 变动 时 (只 要 于 , M, 存在 且 M1 关 M,), 直 线 MM 恒 过 一 个 定点 ;并 求 出 这 个 定点 


的 坐标 . (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
证 明 A 
i yo a 
由 4, MM, M, 共 线 ， 得 汪 -22 =2 加 一 ,化 简 得 yiyo = 5 和 + 加) - 2pa. 
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所 以 六 = 2 二 各 2 
同 理 ,由 B，M ,if 共 线 ,得 y, = “到 @ 下 区 
设 (x,y) 是 直线 MM 上 的 点 , 则 ys = (+ 加) -2mx， @ | 
由 0 ,@@ 和 @ 消 去 y ,六 ,得 ， 他 二 2 2 = y( 多 一 + 228) - 2px， 
经 整理 ,得 Mi(2pr - by) +2pb(a-*)+2pa(by -2pa)=0. 人 
by so 


由 于 方程 组 | -=0 有 解 | 
by-2pa=0 


所 以 动 直线 M, al 恒 过 定点 (a ,2 ) ， 


例 10 过 抛物 线 y =2px(p >0) 上 的 定点 4(a,5), 引 抛物 线 的 两 条 纺 4P,40. 
则 4P_ 140 的 充 要 条 件 是 直线 PQ 过 定点 M(2p + a, -8). 


证 明 ”必要 性 ; 设 amp 关 y), 则 直线 PO 的 方程 为 


(y-y)( 闫 - HL) = (>- ) (yn) 


BI 2px — era (*) 
由 4P 上 40, 有 bp = 1, 即 轨 一 bet 

3 - a eal 

p 2p 


即 4p Cy -6)(y -bb)+(y -2pa)(y -2pa)=0. 
将 六 =2pa 代 人 ,得 (mm -8)(ys -BD)[4p*+ (y+ 6)(y,+85)]=0. 
而 -5z 关 0,ya -5 天 c, 则 4p2+(yi +b)(y,+6b)=0. 

即 yyz= -Lb(yi+ yy) + b+4p?], 并 将 其 代入 ( * ) 式 ,得 
2p[x-(2p+a)]- (y+y) (y+6)=0. 
由 此 即 知 直线 PQ 恒 过 定点 M(2p + a, -5). 
充分 性 :可 设 直 线 PQ 的 方程 为 x= m(y+ b)+2p + a; 并 代 和 人 y=2px ,得 
y — 2pmy 一 2p(bm+2p+ a)= 0. 
设 P(x ,71), 0(x,,y;), 则 yi + ya = 2prm, YY = -2p(bm +2p + 4), 于 是 
I+ xa= my + y2) +2( bm+2p + a)=2pm +2(bm+2p+ a), 
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区 0 和 27 2p A (bm +2p+ a). 
奥 
by ts 
又 b’? = 2pa, 则 Ep” Ho = Re 多 a(xi+t i) + 
一 4 + bm) 
: 4p(p + bm) Se 
的 由 此 即 知 4P_L 40. 
儿 2 注意 平面 几何 .代数 等 知识 的 综合 应 用 
例 8 另 解 : 
题 


易 知 4B 的 方程 为 y=2x - 1, B(0, - 1),D( 广 ,0), 即 知 刀 是 4B 的 中 点 . 


CB 
令 弛 = 后 =1+ 和 =h,CF =1t+h=4， 
则 + =3. 由 于 CD 为 人 4BC 的 中 线 , 所 以 


NS 
1 CEh: GF SacEF Sacgp Sa cgp 


i 一 


1 
人 ir 
所 以 r= 己 . 故 已 是 入 4BC 的 重心 
设 P(x,y),C(xo, 双 ), 因 点 C 异 于 4, 则 xo 关 1. 故 重心 P 的 坐标 为 
2 1+1l+%0 _ 向 
了) = 3 3 ， 
消去 xo, 得 y = 本 (3x -1)?. 


故 所 求 轨迹 方程 为 y = 本 (3x 一 1)”,x zx 三 . 


例 11 设 4 是 抛物 线 y =2px(p >0) 的 对 称 轴 上 一 点 (位 于 抛物 线 内 部 ),B 是 4 
关于 y 轴 的 对 称 点 .( 工 ) 若 过 4 的 直线 与 这 抛物 线 在 对 称 轴 两 侧 相 交 于 P, 8 两 点 , 则 
PBA = 人 QBA;( 卫 ) 车 过 B 的 直线 与 这 抛物 线 在 对 称 轴 一 侧 相 交 于 P,Q 两 点 , 则 
/PAB + / 04B = 180°. 

证 明 如 图 30-6, 设 A(a,0), 则 B(--a,0), 其 中 a>0, 设 P(xi,y1), Q(x;,72) 
(xi >0, x >0). 


(I ) 此 时 YI Ys <0, 且 求 得 东 1 光 2 一 a ,Bly 人 | 计 2 三 袜 ， 


t! + by 3 
“tr T2427’ 


| 二 )= 
tr 了 三 


ie 
3 ”3 


| PM | 站- -2 
由 P, @ 分 别 作 x 轴 的 垂 线 , 委 足 分 别 为 M,NN. 则 1 = 有 = Ye = 了 二， 
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PMB = 一 ONWB =90, 从 而 人 APBMwmAOBN， 

故人 PBM = 一 0OBV, 即 一 PB4 = 一 0OB4 . 

《有 卫 ) 此 时 xxz=(-a) =a ,yy = -2p(-a)=2pa. 

如 图 30 -7, 连 结 04 并 延长 交 抛 物 线 于 只 , 设 R(x;,y;), 则 
可 求 得 万 3 区 2 二 0a” , Y3Y2 = -2pa .由 此 可 推 证 得 二 和 3 三 一 让 

由 此 可 知 , 点 与 P 点 关于 x 轴 对 称 , 故 RA 与 PA 关于 x 
轴 对 称 , 从 而 一 R4B = PA4B .于 是 

PAB+ /04B= /RAB+ /04B = 180°. 

注 此 例 (I)(I) 的 首 命 题 也 成 立 . 

例 12 设 4B 是 抛物 线 y = ax?*(a >0) 的 长 为 m 的 动 弱 ， 


则 ( 工 ) 当 四 > 一 ( 通 径 长 ) 时 ,4B 的 中 点 W 到 x 轴 的 距离 的 


出 也 说 王 慨 生性 蓄 二 入 将 O 


最 小 值 为 2 ;( 开 ) 当 站 < 十 ( 通 径 长 ) 时 ,4B8 的 中 点 M 。 ”图 30-7 


到 * 轴 的 距离 的 最 小 值 为 ez ， 


三 Np + fceoso 


证 明 设 M(xo,yo), 直线 4B 的 参数 方程 _ 《其 中 上 为 参数 倾斜 角 


wx 天 90?) ， 代 人 y= ax ? 并 整理 ， 得 a(cosa )”* ee ‘t+(ax— yo)=0, 


— (2auxwveosa — sine ) dr 一 
于 是 1, + t=- 1 -=0,1t =— 0 
acos a Qc08 a 


注意 到 14B1 = mn, 得 1.4, = -至 


Ce 
mm 


1 1 1 
可 从 如 + t=0 中 求 出 yo = 4 ea + 4 “cos a 一， 则 2: 人 一 让 


“9 一 ,其 中 等 号 成 立 的 条 件 为 L 和 sa = 各 .oo8 a, 即 cosa = 上. 故 当 om 三 1 时 ， 


2ma—l 
(yojmm = 一 4 
当 0< am<1 时 , 记 cosza =y 和 0 和 (0<xs1)， 易 证 


4 
fx) 是 减 阔 数 ,故此 时 (y0) i =f(1) = 他 
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次 互 言 二 否 王 性 泣 洪 由 入 蛋 O 


3. 关注 抛物 线 弓 形 中 的 有 关 数 量 关 系 
例 13 试 证 ;抛物线 弓形 的 面积 ,等 于 它 的 底 和 过 底 边 两 端点 的 切线 所 围 成 三 角 


形 面积 的 邹 ， 
证 明 如 图 30 - 8, 设 抛物 线 己 形 的 底 边 为 4B, 在 4， 
B 处 的 切线 交 于 ,过 顶点 @ 的 切线 交 P4 于 P, 交 PB 于 


P, . 设 抛物 线 弓 形 的 面积 为 5,Sams = 8' ,下 证 六 = 壮 . 

由 性 质 13,14, 知 0 为 PP; 的 中 点 , 则 推 知 Sx0s = 
证 3' .又 设 Q1, 0: 分 别 为 抛物 线 号 形 40, 0, QQ:8 的 顶 
点 ,也 由 性 质 13,14 推 知 


SA.0 十 Seooa = 地 (Sa 十 SAopa) = 阁 8 


用 上 面 的 方法 ,依次 类 推 下 去 可 得 各 组 (第 一 组 一 个 三 角形 即 人 40B ,第 二 组 两 个 
WAM 人 90:8 ep n 组 2*-! 个 三 角形 ,…) 三 角形 


面积 和 为 5’, 吝 S', 纺 5 ，” 


-a + 
Se 35". 

注 由 此 例 可 推 证 :抛物 线 马 形 的 面积 等 于 同 底 同 项 三 角形 面积 的 . 

4. 注意 和 其 他 沿线 关系 的 综合 问题 

例 14 设 曲线 C， 5 + Y=1(a 为 正常 数 ) 与 C,:y =2(x + m) 在 x 轴 上 方 仅 有 
一 个 公共 点 P.( 工 ) 求 实数 m 的 取 值 范围 (用 a 表示 );( 工 )0 为 原点 , 若 Ci 与 x 轴 的 
负 半 轴 交 于 点 4, 当 0< a< 却 时 , 试 求人 04P 面积 的 最 大 值 (用 a 表示 ). 


(2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
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+ =1 
解 〈 工 ) 直 | 消去 Y ,得 x +2ax+2a ma =0. (¥) 
y=2 x+m) 


设 Kx)= 迷 +2a2x+2am- o 原 问题 转化 为 方程 (* ) 在 xE(-ava) 上 有 唯 
一 解 或 等 根 的 情况 .只 须 讨论 如 下 : 


(1) 由 和 =0 得 mm= 生 十 1 ,此 时 等 根 为 - o2, 当 且 仅 当 - a< oz<o, 即 0<o<1l 
时 适合 ; 

(f(a)* 信 ~-a)<0, 当 且 仪 当 -a<m<a; 

(由 -a)=0 得 m= a, 此 时 , 男 一 和 解 x' = a -2a, 当 且 仅 当 -a<o-20?< 
a, 即 0< a<1 时 适合 ;又 由 f(a)=0 得 m= -4a, 此 时 另 一 解 为 x = -a-2a’, 因 为 
-a-2a < -0o, 因 此 mz -a. 


明 
综 上 , 当 0<a<1 时 ,m= 或 -a<m<a; 当 Ql1 时 ,a<m<a. 


cz“ 十 ] 
pt 


(IDSeor = 方 oye- 著 0<a< 吉 , 则 -a<m<a 或 m= 

(1 站 站) 当 -a<msga 时 , 因 0< -+aVe -2m+1<a, 则 唯一 的 x,= -az+ 
2 VO -2m+1. 显 然 , 当 m= a 时,% 取 最 小 值 . 因 加 >0, 则 加 =\/ 1 - 只 取 最 大 值 
此 时 y,=2V a-a,S=aVa-a. 

(iD) 当 严 = 全 于 时 ,oo = -07,y=V1-W, 此 时 $= Vi- 


下 面 比较 a Va -a 与 3V 1- 的 大 小 , 令 aVa-@= 了 4 1- ,得 a= 沪 . 
易 证 当 0< a 计时 ,a oo <3V1-o ,此 时 Sm = 号 VI-o; 当 <a< 志 
时 ,a ao > 了 V1-Q ,此 时 ,Sww=aVa-a. 
3 ， 
i X= m+2c080 
例 15 已 知 抛物 线 | (1 为 参数 ) 和 实 贺 { (9 为 参数 ) , 问 是 


y =VG6i y = 3sing 
否 存在 实数 m, 使 得 抛物 线 与 椭圆 有 四 个 交点 ? 
解 ” 消 去 参数 1, 抛物 线 方程 为 六 =6(x -二 )(x 二 33). 
消去 参数 0, 椭圆 方程 为 竹中 + 全 =1. 
由 上 述 两 方程 联 立 消去 y ,整理 得 x? + (8-2m)x+m? -16=0. 


令 Kz)= 刀 +(8-2m)x+m2-16(x> 己 ), 则 抛物 线 与 酉 圆 有 四 个 不 同 交点 的 
充 要 条 件 是 


闸 下 讲 王 要 手心 泛 泪 后 汶 症 O 


离 百 富 疡 要 生性 汪汪 加 入 上 O 


和信 =(8-2m) -4m+64>0 ,m<4, 
f/(3)>0 


m > 考 或 ma: 


本 3 11 
-三 (8 一 2mm) > 由 > 了 


此 不 等 式 组 无 解 , 故 这 样 的 实数 m 不 存在 . 
5. 借助 抛物 线 知识 ,求解 函数 等 其 他 问题 
例 16 求 函 数 f(x) =V x -3x -6x+13-V x -w+1 的 最 大 值 . 
(1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 
解 由 f(x)=V wx -3x -6x+13-Vxi-*+1 
=V (e+ 2 V(x -0 +(x -1). 
如 图 30 - 9, 则 可 将 上 式 看 作为 :在 抛物 线 y = x” 上 的 点 
PrUx ,xzx2) 到 点 4(3,2) 和 点 8(0,1) 的 距离 之 差 , 因 点 4 在 抛物 线 
下 方 (外 ), 点 8B pr 故 直线 4C 和 抛物 线 相交 , 交 “ 
点 由 方程 y= x 与 1 5= 3 3 二 5 联 立 确定 . 消去 y 得 3x*-x-1= 
0, 由 于 该 方程 常数 项 为 负 , 则 必 有 负 根 . 因 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 
三 边 , 当 点 P 位 于 负 根 所 对 应 的 交点 C 时 ,f(x) 有 最 大 值 14B1 = 
V10. 
例 17 求 函 数 f(x)=x -x+1l +V2x 一 18x? + 12x +68 的 最 小 值 . 
解 ” 由 于 x 一 x+1 恒 为 正 值 ( 因 A<0), 义 注意 到 f(x)= 


V2[ | (x+3) +( 和 -5) ], 如 图 30 -10, 上 式 可 


a y = x 上 一 动 点 P(x, x ) 到 定 直 线 y=x 
-1 和 到 点 MM( -3,5) 的 距离 1PQO1 + 1PM1 的 和 . 

当 让 ,P,Q 三 点 共 直 线 1 时 ,1 PQ1+ 1 PM1 的 和 最 小 ,而 / 
直线 1 就 是 过 点 1 且 垂 直 于 直线 y = x - 1 的 直线 y= -w+ 图 30_10 
2, 联 立 y= 妈 与 yY= -x+2, 求 得 书 (-2,4),P(1,1) .又 点 


-3-5-1 
M 到 直线 y = x - 1 的 距离 为 Fe FV3 , 故 当 *= -2 或 x=1 时 ,函数 


fx ) 取 最 小 值 了 V3 


【模拟 实战 】 


hl 


nh 心 


ja 


hy 
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习题 A 


. 试 证 :抛物 线 y= 2px 焦点 下 分 焦点 弦 所 成 的 两 条 焦 半 径 的 倒数 和 为 定 值 . 
. 4 是 抛物 线 y =2px(p >0) 上 的 一 点 , BC 是 垂直 于 x 轴 的 一 条 纺 , 直 线 4C 交 抛 物 


线 的 轴 于 五 ,直线 4B 交 对 称 轴 于 也 .求证 :抛物 线 顶点 平分 线段 DE. 


已 知 PQ 是 过 抛物 线 7 = 2px 的 焦点 弦 , W 是 准 线 ! 与 x 轴 的 交点 ,上 且 PQ | No， 


PM | x 轴 于 点 型 .求证 :FLPMI= [WHO1. 


. 在 抛 物 线 y = ax - 1 上 存在 关于 x + y =0 成 轴 对 称 的 两 个 点 , 试 求 a 的 取 值 范围 ， 
. 一 条 直线 1 经 过 抛物 线 y = 4px(P > 0) 的 焦点 与 抛物 线 交 于 P,0 两 点 ,过 P,0 


点 分 别 向 准 线 引 垂 线 PR, 05 , 垂 足 为 RS. 记 |1PFI1 = a,|10F|=65,M 为 RS 中 点 . 求 
1MF | 的 长 度 . 


. 定 长 为 3 的 线段 4B 的 两 端点 在 抛物 线 7 = x 上 移动 ,M 是 线段 4B 中 点 . 求 到 y 


轴 的 最 短 距 离 . (1987 年 全 国 高 考题 ) 


. 求 函 数 f(xx) = 二 一 22 -4x+13+ 方 人 2 + 少 的 最 小 值 . 


习题 B 


. 以 抛物 线 y = x* 上 蜡 于 原点 的 点 (a ,a?)(a >0) 为 圆心 ,与 x 轴 相 切 的 图 用 CUa) 表 


示 . 设 C(a1),C(as),…,C(a,) 为 两 两 外 切 的 加 列 ,al = 才 且 a > a > … > ww, 这 


几 个 圆周 长 之 和 记 为 5, . 试 证 : 5, = 闻 袖 疡 . 


. 设 0< a<8, 过 两 定点 4(a,0) 和 8(8,0) 分 别 引 直线 ! 和 m, 使 与 抛物 线 央 = x 有 


四 个 不 同 的 交点 . 当 这 四 点 共 圆 时 , 求 这 种 直线 1 与 m 交点 P 的 轨迹 . 


. 抛物 线 y* = 4ax (a >0) 的 焦点 为 A,k B(a +4,0) 为 圆心 ,148B | 为 半径 在 x 轴 上 方 


作 半 图 , 设 半圆 与 抛物 线 相 交 于 不 同 的 两 点 M,N,P 为 线段 MN 的 中 点 .( 工 ) 求 
14M1 + 14N1 的 值 ;( 了) 是 否 存在 这 样 的 a, 使 14M1,14P1, 14AN| 成 等 差 数 列 ? 


. 经 过 点 M(2, - 1) 作 抛物 线 y* = x 的 四 条 弱 己 01, P, 0;, P,Q;, P,Q,, 县 PiyP;; 


PM PM 
MO, MO, 


P, , P, 点 纵 坐标 成 等 差 数列 . 试 比较 2 于 


NO ~ MO, 3 


的 大 小 . 


奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
儿 
何 
间 
题 


离 天 癌 东 长 尾 汶 旺 则 入 蛋 O 


5. 设 4(z ;71) ,B(xz ,2) 是 抛物 线 7 = 2px(P> 0) 上 任意 两 点 .求证 :直线 4B 交 x 轴 
于 定点 的 充 要 条 件 是 yiyz 为 定 值 . 

6. 不 垂直 于 x 轴 的 直线 与 抛物 线 刀 = 2px(p >0) 交 于 4,B 两 点 (4,B 不 在 同一 象 
限 ) ,抛物 线 的 准 线 与 * 轴 相 交 于 点 N, 已 知 4NB 被 x 轴 平 分 ,求证 :线段 4B 过 抛 
物 线 的 焦点 . 

7. 抛物 线 y = ax? - t+ 上 4 与 直线 y = ozx(a >0) 相 交 于 P,8 两 点 ,P,Q 的 模 坐 标 之 
差 的 绝对 值 为 1. 设 抛物 线 弧 PO 上 的 点 与 直线 的 距离 最 大 值 为 4.( I) 用 a 表示 ai; 
( 卫 )a,b 取 何 值 时 ,4a 值 最 大 ? (1991 年 日 本 高 考题 ) 


第 一 章 ” 梅 涅 劳 斯 定理 及 应 用 


习题 A 

1. 延长 CB, FE 交 于 如 对 和 4DB 与 截 线 GEH, 有 千瓦 " 镶 = 址 " 仍 " 壮 =1, 有 好 = 所, 即 
CH _7 = -2 AF _2 
而 = 玫 . .对 和 人 4CD 及 截 线 FCH, 有 元 A FA = 1, 求 得 所 = 二 

2. 设 CB,DE 的 延长 线 交 于 P, 又 BP = a CGE, 有 级 起. 各 = 


47.3.1_ 4 _ 2 A FC BE 4.1.1 各 = 闻 
HF 2 1, 即 借 =1, 即 人 .由 此 求 得 AH: HG: GF = 6:4:5. 


3. 对 人 BDP 与 截 线 CE4， 有 出 . 2 2 广 =1， 知 BD = DC. 对 入 CDP 与 截 线 BF4 .有 


2.2.PF_ PF_1 _ _ 
BD'AP' FC- 1 1 FC 1 和 FG=4: 而 CF=20, 故 CP=15. 


在 人 PBC 中 ,由 中 线 长 公式 PD = 廊 V2(PB + PC ) -BG ,得 BC=2VIi17, 即 BD = V1iD. 又 
BP + PD =@ +9 =(v117) = BD, Bl BPD = 90, Sa pgp = 27, Sa npr =4Sn ppp = 108, 


本 MO.FC _, AB_ EO MC 
4. 直线 OCB 分 别 与 公 DMF 和 人 和 AEM 的 三 边 延 长 线 都 相交 ， 及 "#0 其 =41 孵 * 谣 "类 = 


1, 即 <E OF DB: FC EB* AC 由 EF/ AD, 有 此 - 4 Fe _ MC 允 OF OF 


OM OM™ MB:DC AB- MC TM /A A B= gpB' Pe = ON =1, 即 OF OF = 


OM = 0P ,有 从 OFPW A OPE, 克 /OPF = /OkP. 


CF AD BE 2 2 BE BE 9 ,BC 5 EF. 
5. 直线 截 和 ABC， 有 记 "天 'FE = 本 "本 ‘FC 1 = 玫 , 履 天 = 玫 . :直线 截 人 DBE ,有志 


-==1, 所 以 EF: FD =2:1. 

6. 设 AC= BC=%, 则 AB = 3x,4E = 字 /3x, 由 AEC 求 得 CE = 点 4. 直线 4KD 截 人 CEB, 有 
ABD Ch _3 _45 AE ,BC DK _ 4 
AB pe 1, 即 寺 = 7 :Ch= sx. 直 线 EKC 截 人 4BD, 有 6 op RA = 1 可 得 4K = 5 4D, 
= 记 4D. 又 AD=V ACi+ CP = 六 ,k=-2V5x, KD= 放 4, 即 AK*KD= 计 人 ?= CK ,而 人 ACD 
= 90 , 故 CE | AD. 
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入 卫衣 王仁 于 改 涟 洲 回 湾 效 0 


离 枯 说 基 芋 丘 惨 沼 汪 由 入 王 


eash _ BS" BR 9 放 -Saaw - 六 MN 1 故 Sspw 3 


Sapwm BM'BN 1 Sau 14- AB 3 


4 BP. DH pp BF.CC CE, 
线 EHP 截 人 ABC ,直线 PCF 截 公 DBC ,直线 FQE 截 人 CB4， 4 有 全 pp HA 1 FC 1 商 


器 . 失 = 1. 三 式 相 飞 得 0 . 世 : 宙 = 1. 对 和 4CD 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 之 逆 , 知 0,6, 有 共 线 ,由 此 


知 EF ,AC, HG 共 点 于 0. 


9. 由 二 MB = 人 XCA, 人 X 公 用 ,知人 4XB 人 CXA, 有 3C = 经- = (全 六， 同 理 ,只 = (EY 


BX CY AZ _ ,AB\s./ BCv2,, CA a 

2 = (与 的 六 . 故 45 仙 :天 = (外 关 ( 谓 闻 ( 遍 六 = 1 由 梅 湿 劳 斯 定理 之 道 , 知 X,Y,Z 三 点 共 线 . 
10 设 D,E,F 分别 是 人 4ABC 的 4, 一 8 的 内 角 平 分 线 和 一 C 的 外 角 平 分 线 与 边 BC,C4,4B 或 

其 延长 线 的 交点 , 则 由 内 分 和 外 分 性 质 有 32 .6 .= 全 ， 琵 .全 = 工 .由 梅 湿 劳 斯 定理 之 道 , 知 D， 


FB CA AB 
,FF 共 线 . 
11, 设 4 与 6 ,ty ,4B 分 别 交 于 U,V, WW, 由 切线 长 定理 知 4U = UX, BV = WX. 由 题 设 A4Y// 巡 , 有 


AZ_ YB BW_BY._ VX._ BX AZ XY, BW_YB. AY.BE_] 


道 , 知 了 ,了 ,下 共 线 , 即 1 玉 ,ty ,4B 共 点 . 


12. 设 妇 与 CB 交 于 Q,CE 与 08 交 于 K, 由 题 设 得 解 = 角 = 靖 ' 且 外 = 崔 = 焰 , 即 条 - 


HK HP.GD_ GP.HP, HK 
FP :在 人 AHG ee pc 天 = 南 `"PG "=1- .由 梅 涅 劳 斯 定理 之 道 , 知 0,P,D 共 线 , 即 AH, CE， 
DP 三 线 共 局 . 

13. 延长 CK 交 AB 于 DD, 只 需 证 4D = AC. 对 和 全 4BB, 及 直线 CD ,应 用 梅 涅 芳 斯 定理 ， 及 二 6 


AiK 


人 


KK AlA: BD 241 4 AD + BD _ 2A A + CA _ 
又 由 K4s N AC, 有 全 = 全 下 ,而 BC = 241C, 故 5 = CA , 即 一 4 一 人 


AA+AC AAd+AB AB 
GA Ch 一 ,也 就 是 信 =(* ) 由 44: 平分 人 BAC， 有 4 = = 85 ,由 此 式 及 * 式 ， 
知 4C = 4D, 故 4 | KC. 


14. 由 梅 温 劳 斯 定理 ,有 人 ， = 1 四 AE.BL.OM_| Gy AD.BN.OM_] @ 4H. 
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0 由 D+@,®: 信和 人 .CU .全 - 1. 此 两 式 相 乘 ,并 注 


NO CB KA AE 0 "DB MA AF OK 
£28 人 生生 华 - 乞 革 此 AB AB 
AE = BF. 


15. 直线 HEM 截 人 4BD, 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 结 " 全 人 = 1. 由 切线 长 相等 ,有 4E = AM， 
EB = BF, CF = CC, DH = DG. 于 是 ,1 及 . 全 作 
劳 斯 定理 之 道 , 知 村 ,下 ,6 三 点 共 线 . 

16. 由 省 .B80 .CR PS:AP'sin APS . PO: BP'sin OPB . CP:PR:sin CPR sin/ APS 

5B 0C RA ™ PB*PS'sin7 BPS POPC'sinF OPC © AP' PR'em APR = sn BPS * 


sine OPB .sin CPR _ a .ss + lB > CBPS) - sm 人 0F8 - 
sn OPC sin7 APR = i sin(90 + 7 OFS) sin APR gin APB = 


sin90P— 一 = 
站 (oF 二 乡 8PG3 = 1, 应 用 梅 湿 劳 斯 定理 之 道 , 知 Q,R,S 三 点 共 线 ， 


7. 设 各 交 BC 于 点 6, 设 4B=c,BC=a,C4= .不 妨 设 5b<c, 由 40 平 分 AA, 有 如 AB 即 


CC AC’ 


BC _ _AB_ = _ 4+c-b pr_py_ ete-b a 


ale-b) 注意 到 人 0- BG 则 AN. FM.C0_ FM.00_ FM 


2 mm = 


S 


了 a 
MCG= BG- BM=FTi- 字 = b+e)’ 


ec—b ac 


八 = [5 -1, 由 梅 湿 劳 斯 定理 之 着, 知 M,0,N 三 点 共 线 。 
2(b+ be 


18. 设 EH 与 BD 相交 时 ,交点 为 .对 人 4BD 及 截 线 EHP 应 用 梅 浊 劳 斯 定理 ,有 弘 . 好 .DH - 


1. 令 BAC= LBDC=0,LDBC= /CAD=B,LABD= /DCA= YY, ADB= /ACB= n, 有 各 :更 - 


.tn8, CF. DE _ tang .tany WW CF. BP. DG _ tang.tany. BP _ AE. DH.BP 
全 人 六 = 则 bank . 1, 由 梅 涅 劳 斯 定理 


之 逆 , 知 ,CG,P 三 点 共 线 , 即 EH, BD, FC 三 线 共 点 . 
车 EH/ BD , 则 假设 FC 与 BD 相交 ,由 上 面 证 明 , 知 三 与 BD 相交 于 同一 点 ,矛盾 , 故 FG/ BD. 
19. 设 D4 与 CB 相交 于 P,HF 交 BD 于 M, EC 交 BD 干 M .直线 HMF 截 APBD, 应 用 梅 涅 劳 斯 定 
理 ， .PH DM BF 1, 从 而 2 - PH.BF _ BF Fh, BM _ BE _ BF 有 .于 是 W 与 妈 重 合 会 即 


ae 之 一 一 一 二 一 一 一 


PF HD HD: 
BD 过 EG, HF 的 交点 . 

AC 和 BD 位 置 是 对 称 的 (相对 于 HF 和 EG 而 言 ), 因 而 4C EG ,HF 的 交点 , 即 4C, BD, EG， 
HF 四 线 共 点 . 


习题 B 


涂 瑟 说 莹 车 医 尾 罗江 由 每 吗 O 


册 瑟 导 五 卡 溢 测 赋 许 申 O 


1. 设 ME，, FN 分 别 与 BD 交 于 KK,K ,分 别 对 全 D4B 与 截 线 [EM ,对 入 BCD 与 截 线 KEM, 由 梅 温 
DN CF KB DE _ CF AM _ DN jy BK _ BK 由 合 比 定理 得 


om 


DE AM BK _ Cr ANM Dh _ DR 
劳 斯 定理 ,有 FB "WB "KDINC' FB KD -1XYEA FB'MB™ NC" KD ED’ 
人 = ,从 而 KD = KD,K 与 KK 重合 , 即 ME, FN, BD 共 点 . 


2 a BD | 04 于 D,PK10B 于 K,PK 交 CD 于 S$,0S 交 04 于 7T, 下 面 证 明 ; 
04, 从 而 S 是 人 0PQ 的 重心 豆 . 对 入 DCD 与 截 线 PSK, 由 梅 涅 劳 斯 定理 ， 得 襟 "名 和 = 1 但 全 
AP 1 PD vyPD_ MB 
4P 放 如 - 扫 . 又 得 =- 刀 - 舱 ,所 以 侣 = 秀 , 从 而 Q3/ BD, 即 07/ BD, 也 即 Q7104,5 与 4 
重合 ,因此 由 线段 4B Mt 的 垂 心 刀 都 在 线段 CD 上 .反之 ,由 不 在 线段 48 上 的 
任 一 点 所 得 到 的 人 OP0 的 垂 心 都 不 在 CD 上 . 故 点 是 的 轨迹 为 线段 CD. 
3. 由 题 设 BD: DC = CE: EA= AF:FB=3:(n-3), 对 公 ADC 及 截 线 BPE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AP.DB.CE_AP.3, 3 _1 因 4 nln- ,信人 -3) n(n—3) 
1, 因 此 pr = n(n 引 +9，" 村 是 Saws = 艺 ni 3 


R=3) 9(n-3) .， 
Saapp = i * Sangc ， 同 理 ， 可 得 Seacos Seomn ,因而 Sannp + Sa p00 + SacR = 3 3)+9 
Sa .由 题 意 得 375 徊 , 即 5n -64n+ 192=0, 注 意 n>6, 求 得 n=8. 


4. 取 BC 中 点 村 , 连 AM 交 BD 于 6. 对 和 ABCD 及 截 线 4EF 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ， 有 呈 ,外 :着 = 


1 而 照 =246, 所 以 惧 =3 乔 , 即 庆 = 于 夺 一 (*) 同 理 对 人 4CM 及 窟 线 DCB， ms 


cel. 2AD 
1 及 BM= BC, 得 my = DC ' "AM ™ 2AD + DC 


式 有 42 = 人 ,又 ZM4C= AAACM ,故人 入 ACGDwA 人 A CFD, 因此 ADB = 一 FDC， 
5. 由 EG/ AD, ,ZAF GO, = LBAD,. 由 EG;/ AD, WLAG, F = CAD, ,而 BAD, = CAD,, 
则 AhP G = AG .又 人 GhF, 公用 ,知人 FAG1 人 GoAF, ,有 AF1* AF, = AAG AG,. 


对 人 ABC 及 帘 线 EC, ,对 人 4BC 及 夫 线 BC, 分 别 应 用 梅 瀑 芝 斯 定理 ,有 能 .后生 "到 方 = a 


Co AF, BE . 00 00 .44 - BE . CG CG 
CA 6 =1- 此 两 式 相 肥 ,Cp : 上 1, BT ra Br BF, ~ 1 全 - 


coe :22 .( 注 :点 为 直线 BC 上 除 C 点 以 外 任意 一 点 结论 都 成 立 ;@4D, 和 4D, 为 人 BC 的 外 


角 平 分 线 时 ,结论 仍 成 立 .) 
6.( 1 ) 设 PR 交 BD 于 点 U,05 交 8BD 于 点 V, 对 全 BDE 与 直线 PUR 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ， 有 


对 人 DBF 与 直线 on = i. = iw ,因此 U,V 重合 , 故 PR， 


光 项 丝 典 NA 


0Q5, BD 三 线 共 点 . 


再 证 PR, OS ,4C 三 线 共 点 . 设 PR 交 AC 于 X,0S 交 4C 于 了 ,对 和 公 ACE 与 直线 PXR 应 用 梅 涅 劳 斯 


有 “和 =1. 又 由 于 P,Q,R 为 切 点 , PE = ER, AP = 4S, RC = 0C, 故 续 -2 了 ERC_ 


稻 =- 锋 .对 人 4CF 与 直线 0Ys 应 用 梅 温 劳 斯 定理 ,得 给 = QC 


因此 全 = 贫 , 故 7 重合 , 即 PR, 0S,AC 共 点 , 即 证 . 


( 卫 ) 将 ( 工 ) 中 4, BC 了 ,已 ,PP,O,R,S 分 别 重 新 标 作 4 ,五 ,C ,下 P,R,O,S, 使 用 
( 工 ) 的 证 明 即 可 ， 

(了 ) 将 (1 ) 中 的 4,8,C,D,E,F,P,0,R, 5 分 别 重新 标 作 B,E,D,C,A,0,P,R,S, 重 新 
使 用 ( 工 ) 的 证 明 即 可 . 

7. 由 已 知 条 件 知 EF, P, 8, 0 四 点 共 圆 , 有 一 BOP = /BEP. 个 在 RIAAEB 中 ,由 Ak | BE,， 
EP | A4B, 有 人 BEP = PAE. 四 由 四 ,四 得 一 RMc = = 了 BQ0P. 延长 00 交 直 线 BM 于 0,,PP 交 
直线 BC 于 0,, 由 0O, ,P,Q0,0, 四 点 共 圆 ,有 BOP = BOi10;, 四 由 @@@@ 有 人 BAC = BO, 0,, 则 
0O, 02/4C, 故 BO,: Di4= BO,:0,cC.® 


在 人 4BD 及 截 线 BO'0 和 人 BCD 及 截 线 EPO， 中 分 别 应 用 梅 浊 芝 其 定理 ,有 9 -如 Dr. La 
CP' .DE. BO, 
PD EB 0-C=1: 义 由 @ 式 ,有 40 :0D= CP':PD, 故 QO'P'// 4C. 


同 理 ,RS' NA4C. 从 而 员 8 PS 1/ BD. 同 理 , R'S'// PQ’ /AC. 

DP' _ DE 
注 ; 荐 女 上 BC 时 ,由 EP NBC', 有 jG = 嘎 : 又 80N 如 ,有 下 = DC ,由 此 得 OP NAhC. 
同 理 , RS'// 4AC, 故 OO 


= = Ti(0<s<1,0<t<1). 


DB 1l1-s'EC 
对 人 CDA ea L 即 声 = 全 
对 人 BE4 及 直线 CPB 应 用 梅 浊 芝 斯 定理 ,有 承 从. 扔 = 1, 即 名 = 车- 
而 Som = Sam ~ Some = 六 4B*AC'sin4 - 涩 4D*AEsin4=(1- #)- 二 AB:ACsinA4 = (1- 4): 


ES a ; -UU-s)(1-1) _ 
ey Saanc = 1 二 (1 一 5 Snapc = 1_# ,由 题 设 Su = 


25amsc, 得 1~ t=2.0 一 =D 而 (1 ?21D) 21 sr) a © 
又 Sm = Same = He Somme = we Spc = ull- a). @ 
本 题 即 在 条 件 中 下 求 四 的 最 大 值 . 


利用 均值 不 等 式 * + 2wg 于 加 式 ,有 


= 


商 瑟 半 过 车 -理性 流 油 由 入 交 O 


离 阿 言 冯 车 丘 性 区 直 划算 司 


sq EE 


(1 st =2[1- (s+t)+st]<2(1 -2V s+ #4)=2(1 = 
1 - st </2(1 -YH), 由 此 得 (V1)-[V st -2-1)]>0. 
0<s,t<1, 则 VY 如 -1<0, 因 此 0<vV #4 </2-1. 当 且 仅 当 s= t=Y2-1 时 ,等 号 成 立 . 


Samr = 二 2(1L-s)= -二 (tt- 广 + 高 


当 = (2-1) =3-2Y2 时 ,Same 取 得 最 大 值 ， 最 大 值 是 - 方 (3-2423- 方 》 + 本 =545-7， 


9 由 直线 AHF 截 和 BOC， 有 庆 ， C4 ,0H _| 求 得 HD =28H. 直线 HU 截 人 EBD， 有 萝 仿 ， 


A0 HB 
嫩 1 玉 得 481= 四 .sun = Sor -Sam -Sem =1- 让 -让 = 调 - 
10 (1) 设 是 4C, BD 的 中 生 线 交点 即 可 ;( 了 ) 由 4 条 角 平 分 线性 质 有 上 伏 .并 "他 "入 = 逆 : 


PB.PC.PD DN.AK.B0 1 ,BBE.CM.D0 - 
PB.PC.PD - 1. 假设 KN 与 BD 交 于 ,由 直线 ONK 鹤 人 4BD, 有 NA "KB .名 - mp 声 :证 


A 应 用 梅 涅 劳 斯 之 逆 , 知 0, M,L 共 线 , 得 KN 与 LM 交 于 0, 这 显然 不 可 能 . 故 KN// BD // 
IM, 由 此 有 总 = 优 = 红 - 弄 即 PB = PD. 同 理 PA= PC, 即 PP 点 轨迹 是 AC, BD 中 垂 线 的 交感. 


11 设 直线 外 交 BC 于 了 本, 直线 CE 交 AB 于 下 ,直线 DE 交 AB 于 6. 由 直线 GED 截 人 FBC, 直线 
CE FG.BD _, CE.FA.BM FC BD AB 
EF CB DGC- UEF'AB MC™ 滑 琵 = 革 ' 天 责令 BC=ayCd=b4B=e， 


2 Ws BM = 和 所" 于- 芋 
则 AF = b,0B = DB ,6B= 5 ,FC= 68- FB- 夺 二 ' 故 能 Eb 


12. 对 i=1,2,3, 记 0, 为 @C, 的 图 心 ,TT 为 人 hi,1 A 0, 在 人 4, 的 内 角 平 分 线 
上 .可 证 了 也 在 一 4, 的 内 角 平 分 线 上 .由 直线 TT7,0; 截 全 10;0, ,直线 TT 0 截 公 10,0; ,直线 
OT Mm O00 _ ,Mm .OPOQ0_, NM ON.O00._| -= 


一 


PT 0 和 截 和 100 有 DO DD GG On I OQ 


式 相 乘 , 有 杀生 00， 0 全 = 1 .对 入 0, 0: 0, 应 用 梅 温 劳 其 定理 之 得 , 知 0,, 0,Q, 共 线 ， 
由 于 ,iT 是 4r 的 中 垂 线 ,而 0 01,: 是 BJ 的 中 垂 线 ,因此 , Q,, 0,, Qs 恰好 分 别 为 


入 A 是 了 会 4 有 BT 人 dB 的 外 心 . 


AEM 截 入 FBC ,有关 


=1. 


第 二 章 ” 塞 瓦 定理 及 应 用 
习题 A 


1. 对 人 ABC 及 点 0, 由 塞 丽 定理 可 得 个 =3, 久 = 并 .又 对 个 4DC 与 截 线 FOC, 由 梅 涅 劳 斯 定理 


得 40 =4,40 -和 , 殉 Set -了 .生子 , 昌 此 可 知 39E -二 .又 Se = 坟 , 所 以 Se = 生 ' 坟 = 
ds 4 


2. 在 人 4BC 中 由 题 设 及 赛 瓦 定理 有 % .各 .各 =1. 又 有 BD= CD' ,DC= DB,CE=4B' ,而 = 


EC,AF= BF,FB-= 4, 故 多 "生生 =]1. 由 塞 瓦 定理 之 道 知 AD , BE", CF' 三 线 共 点 ， 


3. 由 割 线 定理 有 4P- 4F" = 4E.4E , 即 僻 = 4 生 . 同 理 , 侣 = 地 , 红 = 如. 三 式 相 乘 并 适当 


交换 位 置 ,有 有 6, 如 俩 = 而 5 襄 .全 .由 塞 瓦 定理 知 叶 . 伐 .下 = 1, 再 由 塞 瓦 定理 之 道 知 
4D ,BE' ,CF 三 线 共 点 . 


4. 设 心 ABC 的 边 BC = a, CA= b,AB = ce; 周 长 为 25 ,过 顶点 上 ,B,C 昌平 分 全 ABC 周 长 的 直线 分 
别 交 BC, C4,4B 于 点 D,E,FF, 则 由 BD + CD = a,c+ BD = 48+ CD, 求 得 BD= 广 (a+ a 


= 方 (c+a~)=s- 5. 同 理 CE=s-a,AE=s-c= BD,AF=s-b= CD,BF=s-a= CE. 故 有 
BD CE AF 
DC "BA ' 扬 1 由 塞 甩 定理 之 道 , 知 ,BE, CF 共 点 . 


3 令 和 BAC =3a, 人 4BC =38, 人 4CB =37Y, 由 角 平 分 线性 质 有 办 = 44 ,号 = 归 A 

BR _sinag CP _ sing AQ _ siny A BY PZ _ 

正 束 定理 ,有 大 = 加 ,六 = 加, 多 = 守 ,于 是 入 yP 20- 
知 PX ,QF, RZ 三 线 共 点 . 

6. 令 人 BAC = 3a, 人 4BC =38, 人 4CB =37Y, 由 角 平 分 线性 质 有 FY = 告 , 神 = 闻 ' 训 = 窑 . 变 


人 4BC 的 外 接 加 半径 为 R, 由 正弦 定理 有 4F = 28- 革 BY 3 多 -8) =- 8R .siny sin(60 - 7) 


sin(60° — 8), AE = 8 R*sinB sin(60° - y) "sin(60r - 8). 
在 全 AEF 中 ,由 余弦 定理 及 公式 sin (x + y) = sin x + sin y + sinx "siny * cos( %'+ 7), 求 得 EF = 
8R*sin(60° — a)*sin(60° - 8B)*sin(60 - y). 


由 i sin AFE = sing, sin 人 AEF = siny, 帮 千 = Sm. 同 


BF siny CD sina EX FY Dz = 
理 , 丙 = sina' CE =sinp: 于 是 不 而 ZF = 1, 由 塞 瓦 定理 之 道 , 知 DX,EY, FZ 二 线 共 点 . 


BR CP A 
aR =1. 由 塞 殉 定理 之 道 ， 


7: 由 正弦 定理 ,有 sin. EA4’ = 办 - “sin AA'E, sin” A'AF.= 人 sin ZAM'F. 两 式 相 除 并 注意 
1 mi ’ sin Ph4 _ EA’ Sin CAA’ _ FEA’ sin ABB’” _ FB’ 
AE= AP, 有 sinS MAM'E=sinS A FN FHAF = AF' DS RAB = NF' 同 理 呈 PPBC = FD: 
sin BCC DC ”一 sin CAA’ .sin ABB’ ,sin BCC’ Ed4’ FB’. DC ， 
sinF COA” CE 一 式 相当 ,得 叶 FHMB in 了 BBC sinF CCA™ HF' BD CE:HT DA', EB’, 
FC' 共 点 于 0, 则 上 式 右 边 等 于 1, 从 而 左边 亦 等 于 1. 由 塞 瓦 定理 之 逆 , 知 44' ,BB', CC 共 点 ， 
8, 设 4D,BE, CF 分别 与 BC ,CA',4’B' 垂 直 于 D,E,F, 有 AD, BE， CF 共 点 于 P.A'G,BPH,CL 


分 别 与 BC, C4 ,48 垂直 于 G,H,L. 又 锐角 HB'4' 与 了 人 ACP 的 两 边 分 别 垂直 , 故 了 耳光 = ACP， 
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清 百 言 关 相生 虫 带 进 辐 入 粳 O 


效 逢 童 六 革 才 性 沪 四 避 并 上 旺 O 


有 | 7=40. 此 时 ,~4PO=40p= 一 PiB+ 一 BMP, 故 下 P,Q 共 线 ， 


sin/ HB'A’ sn 一 4CP 


同 理 ,人 BA'C= PCB， 人 snZBAG sn2ZPC5 闫 似 地 有 2240 和 Y= 各 和 P11 PE 
nS BP = 有 全 -= sn ACP . sinc CEE 


ae 由 全 4BC 中 AP, BP， Cp 共 点 及 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 , 知 上 式 右边 等 于 1， 从 而 左边 也 等 于 


1. 由 塞 瓦 定理 之 道 , 知 4'G, BH, CL 三 线 共 点 . 


9. 设 作 PBC =x, 则 ABP =40P -x, 由 a my sa0p = 1, 求 得 <= 20"， 


sinl08 sin40r Sinx 四 
10. 设 二 4CD =*, 则 二 BCD = 50? -* ,由 Sp Sin105 aa 


11. 设 MB4 = x, 则 MAC =70?, 由 Sn ， Mes: -和 1 


4ain20°F * sin40° * gin8OP * sin(70° ~ x) _ ain60p * sin(70° — x%} 
25in40 Fn4g “ , 求 得 x=30. 


sin60P * ginx = 
12. 连 AP, 设 PA4C = x, 则 BAP=110F 一 x. 对 全 ABC 及 点 己 ， 有 se 一， sn sed 一， 


求 得 x = 80p. 此 时 一 4pPC =80p. 过 1 作 BMA4P 交 PC 于 五 , 则 梯形 4APEM 为 等 腰 梯 形 , 有 PM = 4E. 
NA ANE = NBC + / BCN = S50, / AEP = A AMP = 180 - A MAB - /ABM = 50, 则 AN = AE, 故 
PM = AN. 


13. 设 和 NCB = x, 则 ACN = 20 x, 由 Ss Si ， -4 求 得 x = 107. 


， _ sinlOF sin40° sinx _ 
14. 设 人 ACD = x, 则 BCD = 40? - x, 由 sin705 sin205 " snc dg — 7) =1, 求 得 x =307. 


、 sin00" sin% simlOP 
15. 设 一 MBC = x, 则 ABM = 50? -x，, 由 air “sin(S0 — x) on = 及 


Sino0P * sinx = 4sin20? +sin40n "sin80n "sin( S07 - x) = oO st = 和 , 求 得 = 30?， 


1 
28in208 


一 


16. 设 PC=x, 则 一 PH5 = 80? -x*， 由 
4sinl0P'sin502?。 ne sin( 80P — x) 30 gin 80 — x) , 求 得 x = 30°. 分别 在 全 APC， 


sinx = 


和 BPC, 信 ABC 中 由 正 纺 定理 ,有 供 = 和 MO - si ,有 = Sma ,人 = Sm = FF- 故 高 


17. 连 BP, 设 人 ABP = %, 则 PBC =40°- x. 对 人 ABC 及 点 已 有 Sn205 -sme4o 一， Sn = =1, 求 


得 x = 20*?. 
连 PQ, 设 4PQ =y, 则 QPC=70 - y. 对 人 APC 及 点 有 叶 绑 .并 ( 耻 二 由 .内 = 1, 求 得 
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CE 
一 


专 题 研究 系 列 区 


18. 设 了 4BP=x, 则 人 PBC = 50 一 x. 对 人 ABC 及 点 己 有 aang0i .sm 和 ,sanlo = 1, 求 得 
x =20°, 即 有 .PBO = 207. 
连 PQ, 设 人 QPC=y, 则 人 BPQO=110" ~ y. 对 人 BCR 及 点 @ 有 四 于 一 各 .人 "和 ty = 1, 求 


得 y=30°, 即 有 BPQ =80°, 又 人 BOP= 180 -PBQ -人 BPQ= 80°, 故 BP= BQ. 

19. 连 DI,IC, 由 4B= AC 及 1 为 内 心 , 知 作 BCI = IBC = 了 IBD =20°. 叉 由 BD= BI, 知 BDI= 
a8. 设 和 DC = 4, 则 1DC=40P -x, 对 人 BCD 及 点 I 有 证 由 305 = 1, 求 得 zx= 107 
故 BCD = 30? 为 所 求 . 

20. 设 过 4,B,C 分别 与 BC, C4,4B 平行 的 直线 交 成 全 4BC' , 则 4, B,C 分别 为 BC',C'A’， 
4 好 的 中 点 .又 设 过 几 > ， B,， (2 3 4) 1 BB ; CC 平行 的 直线 上 分 别 与 BC， CA ,A'B' 交 于 
4,B ,Cy, 则 有 A', 和 B+ C414 = 180p; 而 由 BA4' = 04, BA, = CA', A’ BA4, = 人 人 ACh, 知 
心 BAyA' 呈 入 C41A, 有 BAsA' = CA41A. 从 而 玉生 AB+ 二 = 180?, 即 41 ,A ,A' 三 点 共 线 . 


河 盏 人 读 呈 全 卫 性 潍 漏 加 计 效 O 


ee A a 人 = 4 .于 是 由 塞 瓦 定理 知 上, ,lL 共 点 XW = Li = le44 ,8Bi ,CC 共 点 . 
里 | 


ED 


21. 因 GH/ BC, 有 人 -= 些 Ee | BD= 7 " 


BD ED'CD FD 
BD= CD. 于 是 全.G4 = 天 :到 . 即 矿 . 各 :和 =1. 由 塞 瓦 定理 , 即 得 结论 . 


G4,CD = 拓 : 现 .又 妇 =4C,4D 上 BC, 则 


~ HF EC AH FD™ 
22. 令 BC=a,CA=b,AB=¢e 则 SL= 尼 MN= 二 ,由 和 从 SIDw 作 MND i Me 同 理 
: es + ? pi 7 "ND MN ce: 


NAF _ 4 ME _ 2 在 AMEE 中 有 更 .证 . 旺 -1. 由 塞 瓦 定理 之 道 , 知 MD,NE, LF 共 点 , 故 M5， 


NT, LU 共 点 ， 

23, 设 AEX = /AXFE = a,/AFX= /XEF= PB,/XAE=a ,XAF=P .在 人 AEF 中 ,AX, EX, 
FX 交 于 一 点 ,由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 汪 入 .3 人 SA = 1, 即 于 = (3 人 ) 

邻 一 JFF= y, YED=5,. FBY = Y ,YBD=8 ,EFY = qo, DEY = 0, ECZ = pADCZ=0. 
同 理 ,有 sx - ( 字 交 ,各 6 - (各 ) .注意 到 4P,BP, CP 交 于 一 点 ,由 角 元 形式 的 塞 丽 定理 ,有 


sin 人 vsing sing sing 


sina .siny .sing _ { sina’ siny sin \? _ 
sin8 sind sinp™ \sinf sild | = 1, 由 此 即 证 . 
24, 信人 CC'P, = LA1,LCCP, = /2,LBBP = 3, BB Ps = /4,LAM'P, = 5,A4'P, = 
， sin! sin 3 . sinw35 _ CP*sin CPC ,BP'sin BPIB . 
《6. M4', BB ,CC 共 线 司 加 2 ginZ4 ' sinZ6 = 1% 6p dnZ OPC ' Bp, en BP,B 
4P .sin AP, A 


MP mFAp A = 1 而 AP, = 4P = BP, = BPs = CP = CPs, 则 CPC' = LAPsA', LAP,A' = 
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离 百 言 三 委 星 于吉 则 入 前 C 


DBP， CPC= BP Be BP. Ap; =! 


又 由 条 忻 易 知 , BP a CP, .由 此 即 证 ， 
注 :此 古 也 可 以 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 证 .分 别 延 长 28 和 AB ,CB 和 CB ,AC 和 AC' 得 交点 六 ,NN， 
6G( 交 点 可 在 无 穷 远 处 ) .由 4P = BP;, 有 BP, = 4P;. 同 理 , 4P, = CP, , BP, = CP, .直线 BA'M 截 


化 .全 二 四 4C 天 = CN, BP AP _ 


三 式 相 乘 并 注意 BP, = 4P; ,4P, = CP,, BPs = CP,, 得 全 46. 0h = -1. 由 梅 涅 劳 斯 定理 之 北 , 知 


有 M,N,G 共 线 . 叉 点 及 ,NGC 分别 是 全 ABC 和 全 4BC 对 应 边 所 在 直线 的 交点 ,利用 笛 沙 格 道 定 理 可 
得 和 从 A'BC' 和 和 全 ABC 对 应 顶点 的 连 线 4,BB,CTC 共 点 ， 


25. 设 PA 与 BC 相交 于 六 ,对 入 4BC 应 用 塞 瓦 定理 ,有 和希 .六 5 .各 =1. 又 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,点 


F,E,D 共 线 的 充 要 条 件 是 此 .有 .名 =1， 从 而 转 证 多 = 庆 即 可 . 因 4C = CD, DP4 = 180 - 


2 DPC ,这 表明 DPC= /CPD', 即 PC 是 DPD' 的 平分 线 , 且 PC PB, PB 是 DPD 的 外 骨 平 分 
线 , 由 此 即 证 得 结论 . 


BA Sa ) CB 
26. 设 A41 , BB, CC 诡 边 BC, CA,AB 于 Ah,, Bi, C2. 由 4 = 与 Ac -和 全。 BA 


BC'sinC+a) 4Cz AC'sin(A+a) 一 
AB"sin(A+ta) CB BC'sin(B+ ay ,三 式 相 乘 即 证 . 


习题 B 
1. 设 直线 41 , BE’ , CF"' 交 BC, C4,4B 于 4',B',C' ,过 广 作 加 0 的 切线 交 4B,AC 于 以 ,N. 由 
Cn . un kr MD _AD _DN BA’ MD 
MN/ BC, 和 A AMD'n A ABA’ ,A AD Nn A AA C, 则 By = A = TC :ie = pp . 连 OM, ON, 设 
0 的 半径 为 +, 则 8,D,0,F;C,D,0,EE 分 别 四 点 共 圆 .由 FOD’ = 一 B, 一 07 = /AC, 则 


LZ MOD mn = 方 入 B8, 人 NOD = 村 LE0D = 方 和 C0. 而 好 =tan 人 MOD = tan 人 9,2- 


tan NOD’ = tan SL < 则 MD: DN=tan 方 公 B: tan 方 和 C， 即 BA’: A'C = tan 人 B: man 本 一 C. 


BA CB AC’ 
同 理 , CB' :PBA = tan 方 人 Citan 方 人 A， AC’: CB = an 三 人 4: tan 一 7 人 LB, 则 Fir 
1 .由 塞 瓦 定 理 之 道 , 有 eg 
2. 设 怒 交 图 于 M,N, 连 ME, MH, MG, MF, NH, NE, NF, NG, EH, FG. 由 心 BME wn 人 BEN, 
人 BMFwA 人 BFN, 有 宝 = 入 , 入 = 够 - 面 BE= 到, 则 如 = 入, 即 中- 如 


EN™ BN’FN™ EN™ FN’ FN- 
NH_ HM -MB HM. EN 
网 理 ,CN = Gy "于 是 FCN = GM EN 


对 圆 内 接 四 边 形 HEMN 和 GEMN 分 别 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 HM: EN = NH: EM + HE* MN, CM: 


WMH: EM NH: EM + HE* MN , ee 
FN= MF: GN+ PFC. MN, PEEN = MF CN FC MN ' 由 此 得 NH EM: FG = HE*: MF: CN, 即 


NH EM FC 
天 "证 =1. 由 塞 殉 定 理 的 推论 , 知 BD, GE ,HF 三 线 共 点 . 同 理 ,4C, GE, HF 三 线 共 点 . 因 6E 与 


HF 亚 点 瞧 一 , 故 4C, BD, HF, GE 四 线 共 点 . 

3. 设 入 4BC 的 内 心 为 1, 则 1 是 人 ho Bo Cu 的 重心 . 令 卫 MC=2a, 4BC=28, 一 BC4 =27. 

(I) 由 BIA =a+p8= 一 1B4 ,有 一 4 B4o = 90°- (a+ 8)= 4,4,B, 即 网， 一 1B= 万 4o ,有 
San a =25San &% . 同 理 ， Aher 一 2Sa4 ec，, 故 Sa BE = 25, ac . 同 理 ， Dp cm 三 2S8 cu ， Sc nm 一 2Sc we .二 
式 相 加 即 证 ， 


AoC Bo4 _ 天 -= 1 dc 如 BA_ 
Ee Re 2 BC 入 ， 则 1-A' BT- AC 1 过 元: 对 
CoB 4oC Bo4 aa 
全 ho Bo Co 应 用 塞 瓦 定理 ， 有 BA “CB AC = 1, 即 了 二 > 1, 从 而 hhha =(1-》) 
C1— A ~ As), 2ArAzAy =1— (A + A + A ) + (A, ht hhs + AsA) = 人 2 全， ( 关 ) 


San smo 
又 由 平均 值 不 等 式 , 有 和 A， AIPE EE (2 


S 
vy AlA2A3 , 故 v haha sis 和 云 . 即 一 全 =21 LAaA3 守 丁 上 , 亦 即 Sa4 Bc BE4Sahpc ;等 号 
3 Sa Be, 4 ‘oor 


当 且 仅 当 人 4o Bo Co 为 正三 角形 (4, = 4 = Na = 方 ) 时 成 立 ， 
注 :其 中 ( * ) 是 三 角形 与 其 内 接 三 角形 的 关系 公式 ， 


4. 延长 A4P 交 BC 于 0Q, 由 塞 丽 定理 有 第 * 优 "入 =1. 由 BPA = 人 CPA, 知 人 BPQO = 人 CPO. 又 


耻 = 部 ,过 4 作 4M// PB 交 直 线 PF 于 M， 作 4N/N PC 交 直 线 PE 于 NN, 有 缴 = 红 ,PC -CE 地 是 


得 AM = AN. 由 PAM = 180° - /BP4 = 180p - 人 CPA = 一 PN 有 会 PH 之 八 PAN, 得 /BPF = 
CPP 


4C 有 [8B.sn0 AF gy DE.sing _ AE J KF_ Sar psnle #0) ， 
mn AC' 有 BC “sina = 4 和: 同 理 "区 5 = 45sintp+ 的 .对 全 EFC 及 点 6 应 


用 塞 瓦 定理 ,有 46 .器 ` 税 = 1 得 只 8 = 于 (十 约 , 即 sin9.sin(a - 8) =0. 由 此 可 得 a = 8, 即 证 . 


6. 连 玉龙 , 设 一 DCr = x, 则 一 IDC =40p -xy, 对 人 BCD 及 点 1 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ,有 


er et， = 1， 求 得 x=10, 故 BCD = 30? 为 所 求 . 


7. 由 4B=AC+BCGC-AC: “BC,ACBC-AC:BC=AC: BC 及 BCsBA: 


位 豆 便 这 司 卫 心 淡 鹿 姜 许 站 0 


们 各 便 记 各 上 吾 站 溢 遇 则 入 由 O 


C4,C4 > C1B*AiB, 注 意 应 用 塞 瓦 定理 ,有 4 EE = 1, 从 而 4Bl* BiC* Chi> 


| [AIC:BIA:CB 
ALIC:BIC:BIACAC BAB=AB:B CCA: NBBCECA=4 BBC:CA. 


8. ee 4D 与 BC 交 于 P. 过 PP 作 | 的 垂 线 交 ! 于 瑟 . 设 贺 T 的 圆心 为 0, 由 入 04Dw 信 PAH, 有 


AH A BC PD 
他 = 向 . .由 和 0CBw 和 APHB 有 8 = 5, 即 4 = 号 注意 PD= PC, 有 入 : 志 : 珊 =1. 由 塞 瓦 定理 


之 道 , 知 4C, BD, PH 共 点 ,直线 PH 重合 于 三 ,点 妃 与 严重 合 .又 0,D,P,C 共 圆 , 且 直 径 为 DOP, 又 
芝 PHO =90, 知 是 也 在 此 加 上. 磷 DFP = .DOP= /COP= CEP. 
9. 设 直线 A4, 交 BC 于 丰 , 直 线 BB 交 C4 于 Y, CC 交 4B 于 2Z, 由 塞 瓦 定 理 的 逆 定 理 , 只 要 证 明 


em 设 中 心 为 4 的 正方 形 边 长 为 a, 顶 点 P,0 分 别 在 边 48B 和 AC 上 ,顶点 5S,T 在 BC 


上 , 且 5 在 8B,T 之 间 . 因 4X 过 正方 形 OPST 的 中 心 , 若 4 截 PO 边 两 段 为 u,v, 则 它 截 5T 边 两 段 为 


vd, 则 江上 = 如 t+u. 了 有 _ 司 +a a'ctB+a_ cotB+l1 同 理 ， Hc+1 AZ _ cod +1 
TAC vv ACtrv SC TC+a a'codC+a coC+l: cotA+1’2B cotB+1' 


XC YA 2B 
10. 作 高 好, 连 妈 , CD, 则 AH, BE, CD 交 于 一 点 , 即 信 ABC 的 垂 心 .对 全 4BC 应 用 塞 瓦 定理 ,有 |. 


由 48// BG, 有 - 全 , 即 4C， HG = HC AE. 由 AB: CD =2Sa = 4C:BE, 有 4B.CD,PRC=A4C， 


BE® HG = HC AE" BE. 对 个 DBG, 考察 点 4，, 肝 , 互 ,有 0 


动人 = 外 .站 . 恕 -1, 由 梅 混 劳 斯 定理 之 进 即 证 ， 

11. 设 是 关 于 边 BC, C4,4B 的 对 称 点 分 别 为 本 ,B,C , 则 4 ,B,C' 均 在 外 楼 圆号 0 上 .下 证 
D,E, 下 满足 要 求 . 设 直 线 各 ,BO,00 与 BC, C4, 4B 的 交点 为 D,F, 玉 .由 于 = DH, 有 0D+ DH = 
OD + D4 = R(R 为 0 半径 ), 同 理 , OF + EH= OF+ FH= RR. 


由 人 BA0= 子 -人 4CB = 人 人 CAM ,有 一 BOD = 一 C0D. 又 08 = 0C, 人 OBD’ = 人 0CD, 则 人 0BD 如 


i 6 下 .全 


对 


12. 连 科 交 有 好 于 G6, 连 有 即 交 和 由 于 8H, 连 GN, HM. 由 人 DABR= CDB= /CFB, 知 A,F,C,N 
四 点 共 圆 ,有 一 4FB + 人 ANG = 180°. 又 人 AFB =90, 则 ANG = 90r, 即 GN4AB 且 GN/ DL, 有 各 = 


D6 wg BH _ BM A0 .BH .DG _ A0. BM .IN 
人 H- 同 理 , 击 = Ny -在 全 48D 中 ,入 而: 兮 = 全: 祝 ' 着 =1. 由 塞 瓦 定理 之 道 , 知 AE, BF, OD 
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三 线 共 点 . 


]3. 显然 ,有 A 43 = A, A, = BB= BB,= 0 C3 = (3 Ca: , 且 C3 B= A,B, :A Ca = By Ga; By As = 奥 
sin 人 Ci 有 有 CiB'sin BsC3Bs AsBs'sin/ ByAsB, sin Bs CB 
G44 .由 正弦 定理 ,及 4, BB 局 也 B, B, ‘ BB, sin B, A, B, . 
同 理 sm 一 访 444 _ sinLAs Bhs sin AsCsCs _ sin Ch C, 克 
sin CsAyAs sin As CAs’' sin By CC 一 Mn BC 数 
又 由 于 CB,C, 一 B,CB, AB,A, 三 BA,B,, “CA GC, 一 Cd 故 出 
sit C3 B: B, sin B,Ay A sin 一 43 Cs 本 ee a 的 
sinZ A B, B, a CO ee 7 B,C, C1! 应 用 角 元 形式 的 塞 甩 定理 , 知 A A,, BB,, CC 三 线 N; 
共 点 . 昌 
， 4D Fane CC _ Sacr AD.BH.CE _ 
14. 设 妇 写 CE 交 于 点 D,4C 与 BF 交 于 点 6G. 由 DB = 了 全 全 -Sm 有 DEHC' OA” A 
BH,. Some , Sacrs 入 AE _ AB _ BE J Sane _ 
CS Sm 又 由 全 48B 0 ACF, 有 LEAB = LFAC, AF = HC = 原则 下 时 


AE* AC*sin FAC _ 网 _ AC “BA _HC 
AF"AB'ein 广 BAF “1 注意 人 ABE = 人 ACF=90, 有 5 = BOBEranFCHF -AB FABC = 

AD BH CC 
于 是 家 “天 “区 = 1 由 寒 瓦 定理 之 逆 即 证 ， 

15. 设 非 等 边 全 ABC 各 项 点 处 的 外 接 圆 切 线 4B'C ,BA4'C' ,4A'CB' 组 成 人 4'BC' ,直线 48 与 4B 
交 于 P,BC 与 B'C' 交 于 Q, C4 与 CA' 交 于 RR, 连 A4,BB,CC. 因 C,4,8B 分 别 在 人 4BC' 三 边 所 在 
直线 4B ,BC CA 上 ,A'C= BA', CH = BA,AC = CB, 从 而 和 G4. =1. 由 塞 瓦 定理 的 逆 定 
理 , 知 44,8'B,CC 共 点 .再 运用 戴 沙 格 定 理 , 知 P,0,R 三 点 共 线 . 

16. 必要 性 : 设 人 BAE = CAF=a, 人 /ABD= CBF = BACD =x, 一 BCE = yy. 又 设 肝 ,N,K 分 
别 为 4D, BE, CF 与 公 ABC 各 边 的 交点 . 因 4 妇 , BE, CF 共 点 , 则 由 塞 瓦 定理 ,得 
AK BM CN Sa cr Dapp . Sa BcE AC* AF sina . AB* BD:sing BC， CE* siny 


有 


KB MC NA Sag SA Sm ™ BC BFsing 4C CD'sinx AB. AE sina 


_ sin(B -8B) sin C-x),sinA-a),siny sin(C~ wx) siny 
sintA~a) sinB-B) sin(C-7y) sin% sin(C— 7y) sinx' 
即 A te 


nx siny 
注意 x,yE(0,r), 故 x=y 即 一 4CD = 一 BCR. 
充分 性 :着 人 ACD = 一 BCE, 因 上 述 证 明 各 步 均 可 道 ,由 塞 瓦 定理 之 道 , 知 4 奶 , BE, CF 三 线 共 点 . 
17. 设 一 C40 三 | ,BAO i Qs ABO = [ef ;CBO 三 应 ,二 BCO = Yi ,CO = ya 。 由 塞 瓦 定理 


NIN ME | Yam, Soamt Sacn 
及 正 芯 定 理 , 有 jh Mj NN,L 上 LL 共 点 6 MN N= lg i 


=1 


Sagy uy Dac n 
AM! "AN sing! BV BL*sinp, CL * CM siny, AN CHM BL OO 


全 41H sina BN,* BMsing, ECVsn7 = TNC Bf A4L 06 08 04=1 


主 了 瑟 言 产 要 扫尾 注 同和 江上 O 


ES 


AM, BN, CL 三 直线 共 点 , 且 与 0 点 位 置 无 关 ， 

18, 设 G 是 全 ABC 的 重心 ,D , ,下 分 别 为 BC, C4, 48 的 中 点 , 则 公 ABC 区 域 被 划分 为 六 个 区 
域 ,人 AFC, 人 A 人 BFC, 人 BDG, 全 CD'G, 公 CE'G, 人 AE'G. 不 妨 设 P 点 落 在 全 CE'G 区 域 .此 时 , 蝎 知 
CD ,CE _, AF 
p< <lFB<! 


BD.CE.AF_, DC_ CE.AF_| AF _ DC.BA_ LM 
由 塞 瓦 定理 ,有 Fe 商 ' 责 =1= 贡 = 和 页: 击 和 1 十 = 丽 ' 古 和 碟 二 4 有 ED> 一 AD 


BDF .DFE .分 别 过 FF,D, 在 人 BFD, 人 人 BDF 内 作 DE, FE 的 平行 线 , 则 两 平行 线 的 交点 8 必 落 
在 和信 BFD 区 域 . 从 而 ,有 从 FDE CC 口 PQODE C 公 ABC ,结论 成 立 ， 


19. 设 4AC 交 BC 于 0Q. 对 人 AEC 和 点 下 应 用 塞责 定理 ,有 吏 " 优 "所 =1- 对 个 4EC 及 截 线 BPD 


ED CP AB AP_PC 
应 用 梅 温 劳 斯 定理 ,有 她" 人 =1, 故 有 笨 = FE 


OP | 万 , 则 OP 平分 101, 即 OP 平分 40C， 
同 理 , 当 三 与 5 相交 时 ,OP 平分 了 DOB; 而 当 BD/ EF 时 ,过 B 作 EED 的 平行 线 交 4C 于 6, 则 


4 - 名 = 如, 即 GpN CF,BCDG 为 平行 四 边 形 , 亦 即 P 为 BD 中 点 .因此 ,OP 平分 人 DOB， 


20. 显然 有 PD = DO, 4P = 40. 不 妨 设 嫩 >4C, 则 一 4DC< 一 4DB, 一 4DC 为 直角 或 锐角 . 作 
AE | BC 于 鼎 , 易 知 4,P,D,E 四 点 共 圆 ,4,D,5,0 四 点 共 圆 . 则 BP: B84 = BD: BE, CQO* C4 = CD: 


CC46 CO” CD CE 
由 妇 平 分 BAC, 有 乱 = 器 ,得 种 = 镶 , 即 玫 - 铸 =1 而 4 和 P= 40, 则 般 - 妮 - 馈 =1. 由 守 
瓦 定 理 之 道 , 知 AE, 80, CP 三 线 共 点 , 即 AE_L BC, 故 AK | BC， 
第 三 章 ” 托 勒 迷 定理 及 应 用 
习题 A 
4BE 4DE 
1. 由 和 从 CDEomA BE 和 全 CBEA 人 DAE, 有 4B = -rp ,4D=- .对 四 边 形 4BCD 应 用 托 勒 迷 定 


理 ,有 BD:(AE+ CE)=4(AB + AD)= 16' 全 二 于 . 令 CE = x, 得 方程 x? + 6x - 16=0, 求 得 x=2( 合 


去 了 负 值 ). 于 是 BE' DE = CE* AE =12. 叉 BD < BC+ DC =8, 求 得 BE =3,DE=4 或 BE =4,DE =3，, 
总 之 BD =7 为 所 求 ， 
92, 连 EF,DF, 由 FBC = FBD = /FED = /FAC, ABF = /EBF = /EDF= ACF,€MAACF 


和 EDF, 即 各 = 4 = FF- 设 其 比值 为 E(k 为 参数 ), 则 EF = IAF, DE = MC DF = kCF, 对 四 边 形 


BEFD 应 用 托 勒 迷 定 理 .有 BE( EF+ DF)= BF:DE, 即 BE(k'AF + k'CF) = BF:k*AC. 注 意 到 BE = 
AC ,消去 上 有 ,得 BF = AF + CF.， 


438 


9 天 “全 ns。 有、 全 
区 


PA+PC AC v24B _ 
3. 连 4C, 在 四 边 形 4PCD 中 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 a 


4. 连 BD ,DiC,BiC, 设 人 CAD=a, 人 BA4D = 有 ,0 的 半径 为 R. 由 4D 为 BC 上 中 线 , 可 令 
Sa = Bs 三 本 Sa = 下 .由 正弦 定理 有 BD, = 2 及 .sing，CID = 2R sine, BC = 2R: 
sin(a + BB) ,对 四 边 形 4B, D, C 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 4 2R.sina + 4C '2R'sinB = 4D "2R'sin(a + 
B) ,消去 2R ,两边 同 乘 以 广 4B .4C.4D 得 AB,* 4B* Sa + 4C * AC* Sang = 24D, 4D* 方 Saxe , 亦 
即 4B 4B+ 4C4C=24D 4D, 由 此 即 证 . 

5. 连 445,4s45, 则 44 = 444434s = 4 .对 四 边 形 4 43444s 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 4; 4 ， 
(A, A + 总 | Ac) 三 总 | A 4a4s , 即 Al A (A A 十 及 | 1) 三 Al 二， "Al 4 ,由 此 整理 即 证 . 

6. 对 四 边 形 48'4'B 应 用 托 寺 迷 定理 ,有 a b= ee' + AB: A'B , 即 a bicr = occ + AB* A'B' :ce,, 
同 理 ,对 由 边 形 BCA'C' ,4B'BC', A4'BC’ 分 别 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 AB* A'B':c, = AB: PC.b+ AB: 
Ca ,AB: BC b= abc+ wb , AB AC :a = oa'b'e' + aa’'a) .由 此 四 式 即 证 得 结论 . 

7. 设 圆心 0 到 4B, BC, C4 的 距离 分 别 为 , x; , xi, 连接 B80 并 延长 与 加 0 交 于 DD, 连 AD, DC， 
则 4D =2xi, CD = 2x; ,对 四 边 形 4ABCD 应 用 托 勒 迷 定 理 有 2x a + 2xsc=2 栅 , 同 理 ,225+ 2xy0 = 
2Re,2x1b +2x3c=2Ra. 加 之 2x (a+ b) =2x(b+ c) + 2x(e+ a) =2R(a+ + c), 但 Ex 十 EY2 十 
bry = rc b+ c), 以 上 两 式 相 加 得 可 + x xa= RI+ .但 | =R-h x = R-h,x =R-,, 由 
此 即 证 . 

8. 作 一 直径 48 = x(x 宕 11) 的 圆 ,在 B 的 两 侧 分 别 取 C,D 二 点 ,使 BC =2, BD =11, 于 是 ,AC = 
V -4,4AD=V ** -121, 对 四 边 形 4BCD 应 用 托 勒 迷 定理 ,有 CD*x=2*V x -121+11"V wi -4， 


将 此 式 与 原 方程 比较 得 CD = 7Y3. 在 人 BCD 中 ,由 余弦 定理 ,有 cos CBD = + 03) 


凑 卫 言 关 舍 玫 恒 杷 进 同和 渡 业 O 


-三 ,知人 CBD = 120, 故 x = 4B= 一 co -14 为 所 求 . 


9. 必 直 径 4C=1 的 圆 ,并 作 芝 4B = b,AD=a 的 圆 内 接 四 边 形 4BCD , 则 DC=» 1- o ,BC= 
v1- 六 .应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 AD* BC + 4B CD= AC' BD, 即 arV1- 让 +b*V1-@ =1'BD, 由 此 
得 B=1, 即 BD 也 是 图 的 直径 , 故 oz + 玉 =1， 


2 
10. 当 x=0 时 ,y=1, 当 #0 时 , 作 代 换 1= 扎 二 , 则 = 1 章 + 二 1= + 全 >vV5y= 


2x 


3+sn5 , 即 关 -1=sing- y+cos0, 以 和 B=1 为 直径 作 圆 , 作 弦 AC = ing1, 作 纺 如 = -刻骨 


-A 1cos9 1. 由 托 勒 迷 定 理 及 CD < 4B = 1, 有 1sin61+ 1yecos91< VI1+, 亦 有 


I -#1= 1sing - ycosOl slsind| + |ycosd lav 1+y ,ltl:ly-1liasw l+y,N2ly-1lae 
V 1+ , 故 2-V3<ya<2+Y3. 
11. 连 4C, CE, AE, 对 四 边 形 APCE 应 用 托 勤 迷 定 理 ,有 AC: PE = AE: PC + CE' PA, 击 AC = 
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AE = CE, 有 PE = PA+ PC. 同 理 , PD = PB+ PF, 由 此 即 证 . 

12. 不 失 一 般 性 , 令 P 点 位 于 全 0BF 内 部 (其 中 0 为 全 ABC 中 心 ), 作 PP, | AD 于 P,PP,| BE 
于 PP .PP; CF 于 P. 由 P,0,Pi,P 四 点 共 圆 ,有 PP;0 + 人 PPs0=180, 知 Pi,P;,0,P, 四 把 
共 圆 , 即 P,P;,0, P,P, 共 圆 , 推 知 会 Pl P,P 是 正三 角形 .在 PP; PP, 中 ,有 PP' P,P;= PP,: 
P,P, + PP,: P,P,,Bh PP = PP; + PP,, 破 Sapap = Sapge + Sapc. : 

13. 必 人 入 ABC 外 接 圆 的 直径 CF ,并 设 4F = x%x,BF=Y, 则 BFC = 4=60, 直 径 CF= d=27y. 对 


tanA -tanB tan BFC- tan AFC 
四 边 形 BCAF 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 cd = ax + bY. 从 而 tanB = tan BFC + tan AFC ~ 


也 -也 

y x _m-by_ m+ -2_ cd-2 二 2by 《一 
也 artbhy |. art+by 2y Cc 
y x 


14. 令 4B=AC = a, 对 四 边 形 4BPC 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 a PB + a PC = BC* PA4, 即 有 
_PaA 
PB 一 pr = PN. 对 四 边 形 8C4Q 应 用 托 勒 迷 定理 ,有 Q4' BC + a* QB = oa， ew- 本 -大 


15. 对 四 边 形 ABCD F 应 用 托 勒 迷 定 理 , BC.4D + BD AC = AB: CD, BC': 4 + BD 各 = 人 CD. 又 


入 4BDpw 作 MCP 及 人 4BCw 人 人 MP0, 有 车 = 垃 ， 4 - 4 于 是 BC: 他 + 即 - i = OD ,注意 到 CD = 


2MC = 2MD 即 证 . 
16. 连 EG6, FG 和 EF, 对 四 边 形 BFGE 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 BE'* FG + BF* EG = BG': EF,XX 


LFEG= /FBG= /ADB,L EFGC= /EBG, 则 AEFGCHAABD, 有 LE i 令 其 比值 为 1, 则 


AB AD ~ BD’ 

t* BE* AB + 1* BF* AD = 1 BG: BD, 消 去 1, 注意 4D = BC 即 证 . 

17. 作 DG/AF 交 昌 0, 于 CG, 则 4G= FD,GF = AD. 对 四 边 形 4GDF 应 用 托 勒 迷 定 理 , AD' FG = 
AG* FD + AF: GD. 

由 妨 平分 B4F, 知 FD= BD, 即 4G= BD, 由 此 知 6B// D4, 有 GD= AB. 故 

AD” = FD + AF* GD = FD + AF': AB. 

同 理 , 有 AE* = FE + AF': AC. 

此 两 式 相 减 有 D4 - FE4? = DF? - EF , 故 DE_L AF. 

18. 在 直径 48 = x > 2 的 圆 中 ,在 两 个 半圆 上 分 别 取 点 C 和 D, 使 40 =2, AD=1, 则 BC = 
V -4,BD = -1. 由 托 勒 迷 定 理 ,有 V 过 -4+2Y 天 -1= CD*x%, 与 原 方程 比较 得 CD =Y7. 
在 全 4CD 中 ,由 余弦 定理 ,有 cos 人 CAD= - 吉 , 则 CAD=120, 故 x= 一 5= 了 VY 到 H 

19. 由 (Vai+x)y+(vb-x)=(vat6b), 在 直径 4B=v a+48 的 加 中 ,在 一 半圆 上 取 点 C， 


使 4C=Vat%,BC=V5-x; 在 另 一 半圆 上 取 中 点 D, 则 4D = BD =/ 3248. 连 CD, 知 CD<48， 


由 托 勒 迷 定 理 , 有 2 二 at+x+ A gp .a EY rr 
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Vb-x<vV2(a+65). 又 在 全 4BC 中 ,AC + BC>4B5( 当 [5 与 4 或 日 重合 时 , 取 等 号 ), 故 /va+< 
yeV 2(a+b)., 

20. 设 x+y=e, 则 0<asl. 

当 a=0 时 ,命题 显然 成 立 . 当 0< ac<1 时 ,在 直径 4B = ao 的 一 半圆 上 取 点 C, 使 AC = |x1, BC = 


x+yl 2 1 一 113 二 lx+7l 
1yl, 因 t( 包 十 =x + 六 =a, 则 可 在 男 一 半圆 上 取 点 D, 使 BD = 万 ,AD = 


同志 站 ,由 托 夫 迷 定理 ,有 1x1-! 坟 ? + 1 4B CD ,ix(r+y) + |y(x-y)|e 


2a <2, 但 Ix: +2xy— yr | = |x(x+y)+ yr- yalx(x+ y+ 1y(x ~ yy) ev2. 
21. 设 点 了 在 劣 弧 48 上 , 连 47, B87, CT, 分 别 交 小 圆 于 点 D, E,F. 连 DE, EF, 有, 过 点 耻 作 公 已 


线 RO. 由 DFT= RTD = RIA = 4CT, 有 MCADF Wd 又 hz = AD* AT, CP? = CF 


rr 


AT* BC + BT* AC = TC AB, 而 AB= BC = CA, AT+ BT= CT, 故 AM + BN -= CP. 


AE AB AF. AB _ be 
22. 令 BC=a,AC= 4b,AB=c. 由 并 平分 ABC， 有 Ec = BC , 亦 有 3 = = BC+ 4B' 即 想 = 一 


A 4D 47 和 , 即 妙 - 每. 同 理 ,级 = 经 


LBPC, 有 A 和 人 AEF ww A PCB, £9 AF te, PB b= PC.(g+c)- PB.4a. 在 圆 内 接 四 边 形 


PABC 中 ,应 用 托 勒 迷 定理 ,有 PB"b= PC:c+ Ma, 故 Petec)-Pa= Pr P4*a, 因 此 ， 
PC= PA+ PB,. 

23. 由 BF:AC=(AF+ FC):AC, AF': BC+ AB* FC = AF:(BD+ CD) + FC(BE - AE)= AF* AC + 
AF* CD + FCAC— FC AE =(AF+ FC)"AC+(AF'CD- FC-AE),X AF' CD= FC AF,M) Br: AC = 
AF* BC + AB* FC, 由 托 勒 迷 定 理 之 逆 , 知 4BCF 有 外 接 圆 . 


24. 连 F4, ED, 由 BAR = 一 ECD, 目 CDpF = /BAD = 人 4BE, 有 人 4BEw 人 CDE, 亦 有 外 


各, 即 EC* 4AB = E4* CD. 在 图 内 接 四 边 形 4EBC 中 ,应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 E4' BC + EB: AC = EC: 4B， 


习题 B 


1. 在 弧 4DC 上 取 点 如 ,使 好 = CD = c, 连 HC, HB, 令 4C = m, BD = n, BH = p, 易 证 人 AHC 避 
人 CD4, 即 HC= 4D= d. 对 四 边 形 4BCD, 4BCH 分 别 应 用 托盘 迷 定 理 ,有 ae + bd = ma, ad + be = pm 
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又 在 缠 BCA 上 取 点 K, 使 BK= CH= d, 由 全 CHB 轨 入 KBH 有 HK= BC = bb. 对 四 边 形 ABKH 应 用 托 靳 
六 定理 ,有 中 + ef = 4 又 由 RM = BCD, 有 AK= BD = n. 于 是 m = (P+ bd) (og+ bo}, = 
( bd) (ab+ ed) 
-pc :由 此 即 求 得 AC, BD. 

2. 作 人 AGH 的 外 接 圆 0, ,分 别 截 4C, 4D, 4AB 于 点 且 , 8,6. 易 证 全 BCDw 人 全 APE， 即 产 = 2 ， 
即 _ B86, 即 pC= 馈 .BC= 优 .BC,8D= 和 舒 *BC. 对 四 边 形 48DC 应 用 托 勒 迷 定理 ,有 


AP:’ AP AP AP 


AD: BC = BD:AC + DC*4B= 今 * BC*AC+ 各 "BC'4B, 故 AP. AD = AE- AC + AK*: AB.(*) 


同 理 , 由 托 勒 迷 定 理 , 有 AP:40= AE* AH + AK: AG. 
于 是 AP' A0 = AP(AP + PO) = AP’ + AP* PO= AE' AH+ AK' AG, 
即 AP: + PG*: PH= AP’ + AP: PO = AE: AH + AK* AG, 
从 而 4 = AE: AH + AK: AG — PG PH. 
由 (* ) 式 减 去 上 式 , 有 AP(AD- AP) = 4E(AC - AH) + AK(4AB -AG)+ PG' PH, 即 
PA* PD= PK*Pl+ PE:PF + PG PH. 


又 EBP + Kr (PR+P) 1 KF, PE: PF EF, PG PHS GH, EF+ KY + OF > 


4P4: PD ,其 中 等 号 当 且 仅 当 P 为 全 4BC 的 重心 时 取得 . 

3. 设 四 边 形 4 4, 4;h 内 接 于 以 0 为 圆心 ,半径 为 R 的 圆 , 设 点 0 在 弦 4 4 A414,，, 4 4;， 
4 4 ,As Al 上 的 射影 分 别 为 点 印 , ,HH ,本 ,机 . 记 嫩 = OH.(i=0,1,…,4),51,5, 与 pi,pz 为 
人 A A, A; 与 么 4 44 册 ， 的 面积 与 半 周 长 ,mr , r; 为 它们 的 内 切 圆 半径 . 

考 虚 会 点 0 的 三 角形 ,不 妨 设 0 在 会 Ai4; 4 内 ,分 别 对 四 边 形 4, Ho OH; ,4 有 Oo , 4, H, OH, 
应 用 托 勤 迷 定理 ,并 注意 丙 中 ,于 避 ,再 吕 是 入 4 44; 的 中 位 线 , 有 ( 员 + mp = R*HoH + 
R-HoH + RAHH,+S,= (ho HA+ ho HoA) + (ho HAl+ hi*HoA)+ (ha HA + hi HA)+ 


六 (hi hibit har hhot+ho'hsh) =(h + hs+ ho)*pis 艳 Ri+irn=h+ht+ho. 


考虑 0 在 三 角形 外 部 的 情形 ,考虑 人 4 4441 ,对 四 边 形 41 本 负 0,43 五 HO0,44 HO0H, 应 用 托 
期 迷 定理 ,有 (Rt+n)pyp=R*HH+R*HH+R*HH +S={(h: HAA- ho* H, A,) + th,* 
万 让 一向 : 珊 和 + (hr 本 机 一生 "本 44) + 了 (hh 和 hs 有" 机 一 ho"hih)= (后 + ha 一 ho) 
pa , 故 R+ m=h+h oh. 

在 上 述 情 形 下 ,r+r=h+h+hh+ ha -2R. 
与 点 0 相对 四 边 形 4 4, 4; 4, 的 位 置 有 关 . 因 此 ,这 个 和 与 对 角 线 的 选取 无 关 . 

十， 设 图 CI 的 圆心 为 0 ,半径 为 r; 连 O04., , OB.(i= 2 nn) ,在 四 边 形 O04, BB, 中 应 用 托 勒 迷 
不 等 式 , 有 0 BB,+ 00,:AB,> 08, ‘A41B,, 即 r* B: B, + Ar* A Bl Ar( di As + A B,), 故 
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BiB, + Ad B=A(AlA, + A,B,). 

间 理 , 迭 用 托 勒 迷 不 等 式 , 有 BBy + A'AB,>A(AA+ A, B,); BB +A: A:B, A(A A + 
A Bs);-…;B,_,B, + A'A1 Bi 宇 A(A-14, + A.B, ), BB, + Ad,B, > 4( 4A + A B, ). 

将 上 述 几 个 同 向 不 等 式 相 加 ,得 BB,+BBy+:"+B..,B.+B.B>=4(AA,+ A, A; + 
4A-14, + A441), 故 py 宇和 计 .由 托 勒 迷 不 等 式 中 等 导 成 立 的 条 件 是 当 且 仅 当 四 边 形 041 BB,， 
O04, B, B, 04,B,81 ,都 是 图 内 接 四 边 形 ,由 圆 内 接 四 边 形 性 质 , 知 04, 4， = 0B,B:, /O04,A = 
人 0B;B,, 但 人 0B, B; = 一 0B;0:, 则 一 04:4 = 一 04:4; ,从 而 AO4 4 轨 和 044 ,因此 ,4 4, = 
4243 . 同 理 ,4 4 = 4 4: =…= 441, 即 n 边 形 4,4,…A, 为 正 m 边 形 . 


反之 ,车 刀 4u…A 为 正 边 形 ,将 其 绕 点 0 北 时 针 方向 旋转 罕 , 知 4 一 4; ,44 一 4 ，…, 4, 一 
41, 从 而 BL 一 BB ,BB ,…,B, 一 Bi .于 是 知 有 B,… 8B, 也 是 正 n 边 形 ,因此 有 A 4, = 4, 4; =… = 
A,Al =27°sin ,BIB, = B, B=" = 8B,B, =2Ar*sin 二 .此 时 有 pa = 2pi . 

5. 作品 0 ,OOD 的 公共 直径 中 大 ,其 中 GM 是 昌 O, 的 直径 , GK 是 加 0 的 直径 , 连 CG 交加 O 于 
点 .显然 MN/ KC, 寺 是 他 = 炙 ,f = CNC6= CC. 代 = C0 好 , 即 /= CEW 辆 . 同 理 ,d= 


4GC， Ee = Real RE :在 4BGC 中 应 用 托 勒 迷 定理 ,有 5b: BG + ec: CG = a'4C. 此 式 两 边 同 乘 以 


代 , 即 可 得 bd + ce = of. 


6. 首先 证 EF = GH, MN = PQ .由 切线 长 定理 ,有 (AC - BC)+ (BD- DA)= (AF- BF)+(BE- 
AE)= (AF — AE) + (BE BF)=2EF,(AC—- DA)+ (BD- BC)= (CH- DH)+ (DC- CC) = {CH 
CE) + (DG- Dr)=265, 而 (4C- BY+{BD- Rs (A4C- D4)+(BD- BC), 故 EF = CH. 同 理 
MN = PY., 

连 014, 0,E,03C,0;G, 由 人 BAD 与 <BCD 互补 , 知 了 014E 与 人 OsCC 互 余 ,有 一 0 外 = 
90P -0;CG= 人 C0;G, 即 人 014Ew 人 人 COG. 于 是 AE: C6 = O01E' O06 = RR,, 同 理 , BM: DP = 
R,* R,. 

令 AE=AQ0=a,BM= BF= 6b,C6= CN=c,DP= DH:=d,EF= CH=m,MN= PO = n. 于 是 ， 
AB=a+tb+t+m,CD=ctdtm,BC=btectnDA=dt+tatn,AC= AF+ CM=(a+t+m)+(e+n), 
BD= BE + DQO=(b+m)+ (d+n). 对 ABCD 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 AC': BD = 4B-: CD + BC D4, 即 
(at+ct+m+n): i 0 
ac + bd . 即 证 ， 

7, 设 人 BAN= 人 NAC = a A ei 应 用 三 弦 定 理 , 则 有 AN'2cosa = 4B + 4C, 因 Sowc + 


Se 如 + Sa = 方 AL'sina (4B+ AC), 则 a ke = AN': 柜 ' cosa "sine .又 在 Ri 人 A ALK 中 ,AL: cosa 至 
AK, 则 Sane = AN' AK: sina = 2 . 又 易 知 A = AN，, BA ANK 坚信 ANM ,于 是 Sa A = Sa ne = 


1 
本 Sm 即 证 ， 


唐 全 喧 民 了 甘 居 潍 时 回迁 粳 0 


兽 西 言 兰 导 皇 心 流 十 同和 上 灼 O 
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8 必要 性 : 连 08, 0C, 知 全 4B, 全 4C 均 为 等 腊 三 角形 , 且 人 BPC = AEP + CED = 
(BAD + A CAD) =27 BAC= /BOC,H B,C,P,0 共 圆 ,由 托 勒 迷 定 理 , 有 PB*: OC = PC OB + PN) BC, 
由 PB= PC+ PO 得 0C= 8B8C, 即 人 O08C 为 正三 角形 , 推 得 人 B84C = 广 作 BOC = 307. 

充分 性 :由 BAC = 30?, 知 全 OBC 为 正三 角形 , 且 由 人 BPC = 人 BOC 知 B8,C,P,0 共 圆 .由 托 勒 
迷 定 理 , 有 PB*: 0C = PC 0B+ PO: BC, 及 0C = 08= BC, 即 得 PB = PC + PO. 

9. 对 四 边 形 4C4, 8 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 J C+AC'A41B, 令 A41B=A41C=x, 注 意 


ABx + A1C 
BC 


2x= 4 有 +4C>BC, 有 244=2- 人 mm = (4B+AC) 下 SC > 4B + 4C, 即 44i > 二 (4B+ 4C). 同 


理 ,BB, > 小 (BA+ BC) ,CC > 二 (C4+ CB), 此 三 式 相 加 即 证 . 
10. 令 AC=a,CE=b,AE=c. I ACEF 应 用 托 勒 迷 不 等 式 , 有 AC: EF + CE* AF >> AE' 
bp BC 
CF, 注 全 EF = AF, 有 FC ,Bi BE 
i 


i 


b+e c+ua RS 
即 要 ( * ) 式 中 等 号 成 立 , 亦 即 每 次 应 用 托 勒 迷 不 等 式 中 等 号 也 成 立 . 从 而 4CEF ,4BCE ,4CDFE 都 是 圆 
内 接 四 边 形 , 即 48BCDEF 为 圆 内 接 六 边 形 且 a = b= 成立. 即 为 正六 边 形 时 成 立 . 


主 + 革 + 雯 )> 广 , 即 知 和 +a =,(*) 故 散 + 豆 + 艇 > 六 ,其 中 等 号 成 立 ， 


11. 连 妈 交 BZ 于 MM, 连 ZE,2C. 对 人 AXE 及 截 线 BYM 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 和 .3 人 = 1， 
BX AM BX BX 
即 元 = FLABC= LEBC=0, 有 Ep = 有 = cos20, 即 全 = cos20. 


对 四 边 形 EO BE+ AB: EZ = AE* BZ.(*) 0 24Bsing = 

2BEsin9 及 人 AZM = 人 EPZM, 有 全 - 伏 = cos20,(* ) 式 变 为 多 = 2 人 co 人 
Ez ME 1+ cos20 
cos20 . AC 

由 ABC = 9, 有 CAD = 0 一 4DC = 9%-206, 有 站 = 9:， 广 活 AC = BCsing, 有 5 = 
Ce , 即 全 = 名, 亦 即 移 = 这 ,再 由 LZBD = 人 C4Z 知人 ZBDw 人 ZAC, 有 人 ZC4 = 和 人 2DB. 
ALECA= ABZ = 一 2Z40D, 所 以 一 TD= 二 2ZDC, 即 证 . 

12. 设 P 在 丙 内 部 , 取 嫩 , 验 中 点 开 ,N, 可 证 P,E,M;P, 下, NN 分别 共 线 , 由 ME = AM = AN = 
NF ,可 证 全 D1 开 只 和 ADNP 及 EPF =60 = EDF, 知 P,D,F, 共 圆 ,在 此 贺 中 应 用 托 勒 迷 定 理 ， 
有 PD: EF + PE' DF = PF: DE .再 由 和信 DEF Ne PE = PF, 若 P 在 DC 上 有 PD+ 
PF = PE. 即 证 ， 

13. 设 a,b,e 分 别 为 全 ABC 顶点 4,B,C 所 对 边 长 . 下 人 和 信介 P 为 重心 6 时 取 到 , 且 最 
小 值 为 

AG + BG + CG =5[(28 +20 - 2 + {0 +20 -P+ 20 +2 -~ 2)= 计 (a ++) 
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设 厂 是 过 8, C, C 的 圆 , 中 线 民 交 卫 于 6G( 在 A4BC 内 ) 和 K, 令 人 BCGK = 9, 人 AGN = 
人 BGN= 6(N 为 4B 中 点 ). 由 工 为 BC 中 点 , 知 8,C 到 GL 的 距离 相等 . 即 BC， sing = CGsing, 故 -2 


sing 


a . 设 尺 为 贺 卫 的 半径 , 则 BK =2R:sing, CK = 2R'sing, BC = 2R:sind, 即 


~ sing "gin ” sing 
= 拭 = 诫 "(*) 又 设 P 是 人 4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,由 托 勒 迷 不 等 式 ,有 PK- BC BP* CK+ 


CP BK, 等 号 当 且 仅 当 PP 在 圆 上 成 立 .由 ( # ) 式 ,有 PK AC < BP BC + CP. CC. 两 边 同 加 4P: 4G 
得 (AP + PK)* AG < AP' AG + BP' BG+ GP: CC, Mi AKs AP + PK,W] AK: AG < AP: AG + BP: BC + CP: 
CGC, 学 号 当 且 仅 当 P 在 线段 柜上 ,和 且 P 在 圆 厂 上 成 立 , 即 等 号 当月 仅 当 PP 与 6 重合 时 成 立 ， 

14. 充分 性 ; 由 于 (ba — bica)toes — Bac) + (bc, — ba cas) be -bic)= (bc, — byc)( hac 一 
bi ces), 故 4 A,: As A + As Ads: A 4 = = 六 Se i tke 应 用 托 勒 迷 定 理 的 道 定理 ， 知 4 , A :六 ， 几 
四 反共 圆 (4<<j<n) .从 而 点 4 ,4,,…,4, 均 在 人 4 4,4 的 外 接 圆 上 , 即 4 4,… 4, 为 圆 内 接 多 边 
形 , 必 要 性 ;以 圆 内 接 多 边 形 4, 4，…4, 的 外 接 圆 为 单位 圆 建 立 复 平面 . 设 和 (= 1,2,…,n) 对 应 的 复 


数 为 ef ,其 中 0= 0 < 8, <… < <2r, 令 b =VZsin 4 ,0 -V2cos 号 , 则 对 对 任意 1 <i<1 sr 有 


144|1= 1e53 -ey | =2lsin 25 人 lm 全 和 全 -ioos 生 + 和 =2sin 和 3 外 = bc -26 . 综 上 即 证 . 


第 四 章 ”斯 特 瓦 尔 特定 理 及 应 用 
习题 A 

1. 因 48 = 4C, 由 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 1, 有 4P? = 4B? - 有 P PC, 则 4 本 + BP,…P.C = 4B?, 即 
mi = AP: + BP,: PC= AB*: =4,T m+ ma t+ "+ mm =4*100= 400. ; 

2. 由 CD 平分 人 4CB ,由 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 3, 知 CD = C4 CB - 4D: D8 < C4 CB, 故 CD < 
Vv CA* Ch. 


3. 由 斯 特 瓦尔 特定 理 ;有 4D? = 4B?" 谎 + AC 前 -BD:DC. 设 DC=x, 则 BC=5+x, 则 12 = 


13 5 -5x, 解 得 x1 三 9( 会 去 x; = -人 9). 


ee 

4. 由 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 PA? = 4B. + AC' "他 - PB. BC = (23) .PC ;WW3) :至 -本 ， 
PC=4PC + PB- PB: PC, .-. PA’ - PB* PC=4PC+ PB- 2PB: PC,X PR=2- PC,NW PA - PpB: PC= 
4PC+2- PC-2(2- PC):PC -2PC - PC+2= 2(PC -了 + 证 >0, 故 选 (C). 


5, 由 4D: DC = 2:1, 由 斯 特 瓦 尔 特定 理 推论 5, 有 BD? = 广 AB? + 名 BC’ - 言 4C?. 
o BD 
由 C=45°, ADB = =60, 及 于 区 = 2 有 38D? = =2BC2 . 


又 由 AD:DC =2:1, 有 AC = 广 4D.4C. 


应 卫 便 叫 导 上 吾 慷 溢 计 加 洗 疾 O 


雇 重 言 沁 愉 五 站 洋 测 同 率 奖 0 


于 是 有 4 = 4D.4C, 由 切割 线 定理 即 证 . 
6. 设 己 为 人 4BC 的 BC 所 在 直线 上 任 一 点 , 且 BP: BC =4 :1 ,由 斯 特 瓦 尔 特 定理 推论 5, 有 
AP =A(A -1a +A +(1-A)e. 


当 4= 方 时 ,AP = mm。 即 得 (1D); 


a 
当 )= 下 二 一 [时 ,AP = 1',; 即 得 (了 L); 


当 4 = 全 的 + 人 时 ,AP= 扩 , 即 得 (). 


7. 作 玉 B 的 平分 线 交 4C 于 了 , 则 名 = 角 = 2, 对 4BC 及 4C 边 上 点 DD 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 


3, 有 BD = AB BC - AD* DC, 即 (2DC)* =2BC? -2DC?, 即 DC = 二 BC ,又 4C = (4D+ DC = 


9DC =3BD? ,从 而 AC + BC2 =4BC2 = AB? , 故 公 ABC 为 直角 三 角形 . 

8. 设 6 为 三 条 中 线 AD, BE, CF 的 交点 ,了 为 人 4ABC 所 在 平面 上 任 一 点 .不 妨 设 P 在 全 4BC 内 ， 
连 PA, PB, PC, PD, PC, 对 从 APD 及 点 CG 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 PA : DG + PD: AG= PC * AD+ 
ev CD AD. 


由 DG- 十 46, 人 = 也 46, 则 3PG = Ph? +2PD? - 子 4G* 由 


在 PBC 和 人 GBC 中 ,DD 为 BC 中 点 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 2, 则 PD = 方 PF + 二 PC - 


BC ,GD = 二 CB + 方 CC? - 才 BC? ,此 两 式 相 减 ,并 注意 GD = 方 4G, 得 PD = 3 (PB? + PC) - 


十 (GB? + GC)+ 良 4G?, 代 人 OD 式 ,得 3PG? = (PA* + PB? + PC )-(G + CB + CC ). 显 然 , 当 P 


异 于 G 时 , 恒 有 P4? + PE + PC > G42 + GB + GC . 故 到 三 角形 三 顶点 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 是 
三 角形 的 恒心， 


习题 B 
1. 设 回 g 的 半径 为 r, 连 04,08,0C, 对 全 O04C 及 4C 边 上 的 点 B, 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 04 

BC 4 OC AB = OB:: AC + AB' BC AC, 而 4? = +a,08 =r+b,00 =r+c, 于 是 
(+a):BC+ P+ ec):AB= (r+6):AC+ AB: BC' AC, 化 简 即 得 结论 ， 


2. 对 入 4BC 及 BC 边 上 的 点 if ,应 用 斯 特 瓦尔 定理 推论 1, 有 4M = (2AB: +24C? - BC )，BN = 


cose GC 
A = 7 AN = 4B2 + BN: - 2AB* BN: cos/’ ABN = AB' + B74 + 4B BC* SS 


(cos ABN = - cos 一 Ch) ,于 是 4RN2 cos 一 4 = 4B2 cos 一 4 + BC + AB. BC'cos ecos 一 4. 而 


cos Aco C=c08( LA+ LC +sin /Asn C=sin/ Asin/C- sin/ BN AN 008 /A= AB*: 
oof LA+ 4 BC + AB:BCsinL ArsinL C- ABBC*eos /A= AB' "(oo8 ZA+ sint ZA)+ 1 BC -1. 


(AB’ + BC* _ AC?) = 玫 (2485? +24C2 - BC2) .AM (其 中 BC+sin C= AB*sin/A), 即 A = cos /A a 


CM AN sin(l8P- LA- LO) _ AM sih/B ，， 有 

CN'CN= sn/CN ,区 BM = CM, HE = sn BANM' sin BAM = sn CAN, 即 证 . 
为 证 : 设 AN 交 圆 于 万 , 连 BB, CD ,对 四 边 形 4BPC 应 用 托 勒 迷 定 理 , 有 AD' BC = AC. BD + AB: 

人 CD, 由 人 4CNWwACDN,A4BNWwAaDN, 有 牛 - 人 如 ,要 -下 ,而 用 =-CW, 则 4 有 D= 妇 :CD 注 


意 到 BD = 28M, 有 24D: BM = 24B- CD, 即 各 全 ,又 ChBW = ADC, 从 而 全 4DC 人 人 ABM, 故 
LNAC = /BAM. 
ps PT 


3. 由 PT = PT 及 PT PS = PT,* PS,, 有 PS, = PS ,从 而 中 mV SS ,pe = pr :mm PT, 


Ps, = PQ* PR, 则 PS? = 所 “PQ* PR, 对 人 51 Pi 及 S18, 边 上 的 点 $ 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 1, 有 
Pps? = PS? - 8 5: SS, ,又 在 加 0 中 ,SS 5S, = RS. SQ = (PR - PS)(PS- PO), 故 ps = 地" PQ-: 
1 1 ] 


1 

PR-(PR- PS)(PS- P0), 故 P+ BR PS+ Pr- 
4. 对 入 BCD 及 BD 边 上 的 点 已 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 或 其 推论 1, 有 CE? =4. 恕 +4.2 了 -BE 
DE = 16' 全 全- BE: DE = 16- BE* DE = 16- AE' CE = 16~-60CE. 解 得 CE =2({ 货 值 舍 去 ), 于 是 


BE* DE = CE*AE = 12, 而 BD < BC+ CD=8, 即 BE =3,DE=4 或 BE=4,DE=3, 故 BD=7. 
5. 由 BE: CE =2, 对 人 BCP 及 BC 边 上 的 点 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 5, 有 PF = 本 PB i 


村 PC -2. 对 ABCD 及 BD 边 上 点 P 应 用 推论 1, 有 PC? = 5C: - BP. PD =9+ PB? - 3V3PB, 于 是 
PE = PB* -2Y2PB +4, 故 PE+ PC=V (PB-Y2) + (0-V2) HA/ (PB- 32) + (0+ 3V2)’. 
令 PB=*, 上 式 表 示 + 轴 上 动 点 Q(x,0) 到 两 定点 4W2W3),8(3 巡 ,32) 的 虹 离 之 和 , 当 0 


为 线段 45 与 * 轴 交点 (全 V2,0) 时 , 即 PB = V2 时 ,PE + PC 取 最 小 值 /13。 
6. 设 凸 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 交 占 为 EF. 令 AB= a, BC= 8,CD= c, A= d,AC=e, BD=f,AE 
= g, BE = h, CE = 上 ,DE = 1. 不 妨 设 h< 1, 则 在 全 ABC 中 ,有 minig?, Bl et hg+ (斯 特 
瑟 尔 竺 定理 )<( 计 8 + (好 t= 二 (0 +), 于 是 2minfa,b,e, dl <2minia, bl = Vnlar Bie 
Wf e” + 户 , 当 且 仅 当 qa=b,g= kk,h= 1 minia, bt aminlc, di 时 等 刁 成 立 , 即 A8CD 为 苏 形 . 
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伴 囊 全 喧 导 世上 尼 潍 时 回 诛 姜 O 


亲生 人 前 王 导 捷 民 潍 汕 回 床 疾 OO 


7. 由 于 四 个 结论 都 与 内 心 1 有关, 不 妨 设 委 平分 4 交 了 于 万, 显然 7 在 4 上. 设 P 忆 为 
A4BC 所 在 平面 内 任 一 点 , 连 PB, PD, PC, PT, 注 意 到 a 边 上 点 


a be 
D 应 用 斯 特 昆 尔 特定 理 , 有 PD = a 
Al_c _b _b+tce b+e __4bp 1 | 
又 历 = HD = ED ,有 AI= 25 AD, ID = 而 如- 起 oj (P a), 对 和信 PAD 及 AD 


边 上 点 地 应 用 斯 特 瓦 尔 特 定理 ,有 PY = 2 PD 和 -各 将 PD 表达 式 代 人 上 式 ， 


时 
得 PP = P+b:PB +e:PC -ob QD 
四 十 四 十 下 


{I) 当 PP 与 1 重合 时 ,由 习 式 即 证 ， 
(本 ) 当 PP 为 外 心 0 时 , P4 = PB = PC= 情 , 由 中 式 即 证 . 


(三 ) 当 PP 为 重心 G 时 ,Ph? = C4? = 千 吕 = 计 (2 太 +2e? -a), 等 等 .由 OD 式 即 证 . 


(W ) 当 P 为 重心 是 时 , P47 = Hd = ooop4=ofcse 4-1)=4R -a ,等 等 .由 由 式 即 证 ， 
8. 设 CD 的 中 点 为 日 , 则 ABEH 是 平行 四 边 形 ,延长 BC 至 G6, 使 CG6= 04. 设 BD= DH= HC= 
了 3,C4= b, AB = c, BE = AH= x, AD= DE= 7y,CE=#.t 由 2 ABC= /ACB= LCGA+ A CAG= 


27 CGA =2 CAG, 则 人 ABGDA CAG. 于 是 有 小 A OD 


BG AG 

在 入 4CD, 和 4BH,A CDE 中 分 别 应 训 用 斯 特 瓦尔 特定 理 推论 2, 得 中 + 刀 = 2 好 + 主人 + 
27 + 训 , 六 + 攻 =20 + 扣 吕 . 从 前 两 式 中 消去 nn 
A x =z(z- qa) 或 BE? = CE(CE - BC)= CE EP. 这 
里 P 是 CE 上 一 点 , 且 满 足 CP = BC. 放疗 = 和， ,又 BEP= CEB, 知 和 BEPwmACEB ,从 而 


LECB= /EBP= /EBC-3(180- LECB). 故 人 ECB+ 180 = 2 EBC. 


第 五 章 ” 张 角 定理 及 应 用 


习题 A 
1. 延长 AM 交 DC 延长 线 于 下 ,过 下 作 FGW BC 交 48B 延长 线 于 5, 则 BG = a,GF = 6b. 以 DD 为 视 
点 ,对 4, E, F 应 用 张 角 定理 ,有 SA = 5 十 区 即 PR = Se + Se. 又 在 了 AhDF 中 ,sina = 


和 _2abv 4a + 所 
了 B= -7 全 二 .于 是 , 求 得 DE- 
2. 显然 4 站 是 “4 的 平分 线 , 以 4 为 视点 ,对 C,D,B 和 CC, 避 ,下 分 别 应 用 张 角 定 理 的 推论 ,有 
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Lm LA4 1 1 2me2C4 1 1 ga 
AD = AC+AB' AN = 7C + 大 "注意 到 4 - AC, 4M = 如, 则 一 和 一 = 斋 ; 
4cos 了 A 1 1 
太一 = 高 + 志 , 故 妇 =34K 


3. 过 EE 作 48 的 平行 线 交 4C 于 6G, 交 BD 于 种, 则 GE = m, EH = nn. 以 4 为 视点 ,对 B,E,C 应 用 


-sng + sing Bn! sing , sing SN m 
张 角 定理 ,有 AC + 4B ' Wi p + 部 + 而 sina = ,sing = 本 ,Bh le pp 


以 B 为 视点 ,对 A,E,D 应 用 张 角 定理 ,有 二 =1- 一 二 


m+n 
申 上 面 得 到 的 两 式 相 加 ,得 一 + = 1 即 证 . 


4. 令 人 BPNV=a,A4PMH=B, 以 己 为 视点 ,分 别 对 有,N,C 及 4,M,D 应 用 张 角 定理 ,有 
sin(a + B) sing ， We ,te +B) = 8 + Pe. 
Py = 要” 
上 述 两 式 相 除 ,有 PY = ee 0 
在 信 PB4 和 公 PDC 中 ,由 正弦 定理 ,有 PB sing = Pi.sin8, PD.sina = PC sinB, 叉 人 人 PAB 
会 PCD, 有 P4' PD= PB: PC, 从 而 由 中 式 即 得 P = PN. 
5. 令 人 P04 = 人 POB=a， 以 A 分 别 对 8,P,4 及 万 ,PC 三 点 ,应 用 张 角 定理 的 推论 ， 


2 1 l 2c0se ] 
有 = O04 + OF oP 05 : 上 述 两 式 相 减 ,有 说 - 认 = 泵 - 亦 : 由 此 即 证 . 


6. 以 4 为 视点 ,分 别 对 和 4BN 和 和 A4DC 应 应 用 张 角 定 理 ,有 SG -smeIAN ， si 人 4 ， 


sphc - a A AN -注意 到 一 BE = NAL = CAN = 60°, 上 述 两 式 变 为 


a _ 
ab+be+ a' 


7. 设 ( 呵 交 40C 于 E, 交 BD 于 F， ee HE = MF .以 MM 为 视点 ,分 别 对 全 AMC 和 入 BMD 


， Eee 
应 用 张 角 定理 ,有 se+ - 渗 ， + 和 


AN:AL+t a 机 = a AN,c*:AN+b'AN= be, 由 此 解 得 AL = 


sina (5 - pr sing( 去 6) -而 MA* MB = MC- MD, 即 sina( MC - MD) = sinB( MB - MA). 由 此 
即 证 . 
8. 设 CD=3, 则 CP=1. 考 虑 B80 ,QP 对 C 的 视角 , 令 人 DC4 =a, 一 4CB = 有 
: _ 3sina rm _ 3sin(a+B) mw _ 3sin(a+)) sin BCP _ 
在 人 4BC 中 应 用 正 营 定理 ,有 CB = :和 ， C4 = an + C0= 4ainf ;从 而 Gl 


sint w + 8) _ 4sing 
; 3 - 


3sin(a + 8B) 


启 生 便 喧 导 上 甘 性 潍 洒 则 迁 效 0 


离 阿 证 己 否 攻 必 入 址 局 入 症 O 


sinp 
BCP _ sin’ sin OCB 二 
放 四 久生 = 并 入 + .由 张 角 定 理 , 知 B,0,P 三 点 共 线 ， 
习题 B 


1, 令 Ki=ao,KB=b,KC= ce, KD=d,KRF=7,K6-= g; KL= ,DKC=a,LCKG= B, lh 玉 为 视 
点 ,分 别 对 4,B8,L; D,C,L;D,B,F;4,C,G 应 用 张 角 定 理 , 有 sinta + 8) -= 和 < + su ,0) 
sinta+ B)_ se + 8,@® sin(e + A -到 + ,0® e+ - _ sina na , Sink, @ 由 中 二 信 一 


2c08 
2. 以 有 为 视点 ,对 C,D,4 应 用 张 角 定 理 的 推论 ,有 一 成一 = 专 + 疝 > 天 + 让 ( 因 
AC > AB). 


2e0s 3 LC 1 1 
以 C 为 视点 ,对 4, 五 ,下 应 用 张 角 定理 的 推论 ,有 -= .将 此 式 代入 前 式 ， 得 
PR a 


让 > 襄 .又 由 AC > 4B, 知 了 AB> 一 C, 而 0<LC< 人 LB< 方 mw, 则 0< 方 人 C< 


孝 CB< 斑 , 双 cosx 在 xE 00, 到 屯 ) 为 碱 函数 , 则 cos 方 入 C> cos 方 入 B>0, 于 是 有 CE> BD. 


ee 37, 且 O00D=459,0,0O ,下 三 点 共 线 .又 设 04= OF = RR， 


二 SA sinl35° 24Y2 sin AOE ， 
pe 2DR™ 2R* OF 


sin EOF sin90* , sim5” 2+Y2 ho。 shOE , in EOF , 故 由 张 角 定理 , 知 4,E,F 


~ 04 ~” R R 2R 


由 00 =R-r=y2r, 知 r= 


三 点 共 线 . 
4. 设 0 0. 的 延长 线 分 别 与 4C, BC 交 于 对,AN, 连 CO1, DO, DO;. 由 Rt 全 ACD RtA CBD, 有 
元 = 的 . 又 了 0,DO; =90, 知 全 01DO;m 人 4CB, 有 了 0,01D= 了 BAC, 则 0,,M,4,D 共 圆 ,可 推 


知心 CHD 办 和 CDO, 故 CM = CD. 同 理 , CD = CN. 令 BCD=a, 则 ACD=90-a, 有 
sin90? _ sinag , sin(90° ~ a) 
CK ~ CM CN 


，  _ CD _ CD es 
而 sine = BG,cosa = 有 CC ' 层 有 TR= BC + AC- 


5. 不 妨 设 在 SF 上 ,由 题 设 知人 2 = Seee ， BE Sea, FF = Se 作 PB LC 于 B， 
可 or PE Sams PF 


va 


AE AF-:AP AE:AP”' 
上 式 两 边 同 乘 以 4B.4C, 有 4B.4C:sin4 = ,pp + <, 即 
AB AC 
3 Sa Sa Ss Sn 
Spry + Sapig + Sawgr = Saapgr = A + AE 一 :有 Serwe = AF + FT 
AB 4 FB EC Sa pge 
Se ,由 此 即 证 . 
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六 章 ” 西 姆 松 定理 及 应 用 
习题 A 
1. 由 西 姆 松 定 理 , 知 L, M,N 三 点 共 线 .注意 到 P,L,N,B 及 已 ,于 ,CC ,大 分 别 四 点 共 圆 , 知 一 ZPV = 
人 B, 人 LPM = 人 C. 又 由 张 角 定理 ,有 st 全 人 + 全 0) = 和 23 + EC , 即 mn-sinL4= Insin 人 B 


"PN? 
+ lm*sin 人 CC. 表 应 用 正弦 定理 ,得 mn a = in:b+ lm:e. 
2. 根据 直径 所 对 的 贺 周 角 是 直角 ,知人 BDP = 4DP = 90, /BFP = /CFP = 90, /CEP -= 
AEP =90, 即 知 D,A,B8;18,F,C;C,E,4 分 别 三 点 共 线 . 
XPD| ABF 于 D,PE | AC 于 E, PF | BC 于 FF,P 是 和 人 ABC 外 接 回 周 上 一 点 ， 由 西 姆 松 定理 , 知 
DD,E,F 三 点 共 线 . 
3. 延长 BE, CD 相交 于 点 天 ,延长 CE, BF 相交 于 点 上 . 设 CC 与 BE 相交 于 点 1, 则 /为 人 ABC 的 


内 心 . 由 C41 = 方 人 BAC， 而 CK = 90p- /CIK= 90- 方 (和 B+ 人 C0)= 方 人 BAC， 从 而 A,1,C,K 


四 点 共 圆 . 

又 AD | CK 于 D,AE lL KB 于 EE,AGDL CI 于 CG,A 是 全 LICK 外接 圆 上任 一 点 ,由 西 姆 棋 定 理 , 知 D， 
E,G 三 氮 共 线 . 同 理 , 有 14 四 点 共 贺 ,45 | BI 于 E,AGL 汪 于 G,AFJ| BL 于 F, 由 西 姆 松 定 理 ， 
知 E,G,F 三 点 共 线 . 故 ,CG,E,D 四 点 共 线 . 


4. 设 正 人 ABC 外 接 圆 弧 4B 上 任 一 点 P 到 边 BC, C4, 48 的 距离 分 别 为 h ,有 ,hh ,其 垂 足 分 别 为 
D,E，F, 正 三 角形 边 长 为 a. 由 面积 等 式 可 得 及 + 及 -及 = 如 a. 此 式 两 边 平方 ,得 
县 二 慑 ++ 慑 ++2( 有 局 一 有 及 一 机 h)= 访 a 


hh _ . _ ,pi 。 
由 E54 = sin 人 PAC = sin 人 PBD = 去 ,有 h," PA= h,* PB. 
同 理 ,hh :PA=h*PC, 故 hh*PA=h,"PB=h.:PC. 
你 P,P,E,A 及 P,D,B, 玉 分 别 四 点 共 圆 ,用 PFD = PBD = PAC, /PDF = /PBF = 


PCA, 得 人 PRDwA PAC, 故 PA = 2 ,aq. 同 理 ， PB= 坟 "a,PC= 拒 “4, 即 a 


侍 剖 可 喧 导 上 卫 上 潍 汪 同 诗 奖 O 


向 珈 前 叫 全 卫生 梁 泛 回迁 半 O 


由 西 姆 松 定理 , 知 D,E,F 共 线 , 即 DF+ FE = DE .于 是 

hh, 一 hh — hh. = CDE- DF- EF)'k=0, 

故 开 + 怖 + 民 = 寺 中， 

5. 设 以 4BC 的 三 个 顶点 为 圆心 的 三 圆 , 皆 经 过 同一 点 1 ,而 邓 在 入 4BC 的 外 接 贺 上 ,中 A 与 
四 用 另 交 于 万 ,四 4 与 个 C 另 迹 于 展 , 四 及 与 癌 C 及 交 于 下 

注意 到 加 4 与 加 日 中 ,公共 蕊 WHD 连 心 线 4B; 回 4 与 加 6 中 ,公共 艾 ME_L 连 心 线 4C; 铝 召 与 
@C 中 ,公共 性 MF] 连 心 线 BC. 对 和 个 ABC 及 其 外 接 圆周 上 一 点 姥 , 应 用 西 姆 松 定 理 , 知 D, EE, 三 
点 共 线 . 


习题 B 
1.( 了 工 ) 设 从 点 P 向 BC, 04,48B 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 X,Y, 2. 由 对 称 性 , 知 XY 为 全 PUV 的 中 位 
线 , 故 DV/ 了 Y. 同 理 , YW/ YZ, WU/ XZ .由 西 姆 松 定理 , 知 于 ,了 ,2 三 点 共 线 , 故 U,V ,下 三 点 共 线 . 
(I) 由 P,C,4,8B 四 点 共 贺 ,有 PCE = ABP. 亦 用 PCV = 2 PCE = 2 ABP= PBW. 
LPCO= /PBO,MWAPCV+ A PCO= /PBW+ PBO. 


Sa CY* oO 
即 人 QCV= 0BW, 从 而 cpp 0 


同 理 ， Sa - W* 40 Dag _ BO* BU Sagor , Samw a -1 
-0 人 Sa oy ~ AQ:AV Sa gg Sa pcr Sa 
机 CE AF _ Saggy ,Sagey .SAM 
于 是 ,PC* 玖 "而 ”By Soow Saor™! 
由 梅 勒 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 D,E,FF 三 点 共 线 . 
2, 由 西 姆 松 定 理 知 P,Q0,R 三 点 共 线 .而 上 乏 DPC = DOC =90?, 则 D,P,C,0Q 四 点 共 圆 .于 是 ， 
DCA = 了 DPQ = /DPR. 同 理 , 由 D,0,R,4 共 圆 ,有 人 DAC = 人 DRP. 故 人 DCAm A DPR， 
类 伺 地 ,入 DABmA 人 DOP, 信 DBCmA DRO, 从 而 
DA DR DB:OR/ABC OR' BA DA BA 
党 = 关 = 贡 :名 从 = | 故 PO = 0R es» De = BC :而 人 ABC 和 一 4pC 的 角 平 分 线 分 


4C 的 比分 别 为 写 和 FG. 即 可 证 ， 


3. 设 PP 在 肥 , 由 了 PDB = 了 PFB = 了 PEC=PE4, 知 B,P,D,F 四 点 共 回 ,PP, 下 ,A,E 四 点 共 
圆 ,从 而 PFD = PBD= PBC= /PAE= PFE, 故 FF,D,E 共 线 ( 当 /PBD = /PEC = PFB = 
90° 时 , 即 为 西 姆 松 定理 ). 

4. 由 PCE = 4 及 A4' /BB' ,有 Lh' = BGD(G 为 P4' 与 BB' 的 交点 ), 即 PCE = BGD. 又 
了 CBB' = 一 CPPB' ,从而 在 全 BGD 和 全 PCE 中 ,有 BDP = 人 CEP, 即 知 D,P,E,C 四 点 共 圆 ,有 
PDE=/ PCE= /A , 夏 Ad’' /DE. 

同 理 , A4' / DF, 所 以 D,E,F 下 共 线 ( 当 P4 上 BC 时 , 即 为 西 姆 松 定理 ). 


5. 设 0,P 顺 次 在 BC 上 ,由 PCE = 了 PBA, 有 PCV= 人 PBW. 又 人 PCQ = 人 PBO, 有 人 QCV = 
452 


ED 


S00 - VC: QC _ PC: OC 
QBW.WMe ,= WE 06 = PE- OF 


同 理 ， Soe -中 QA Sewr _ PB OB 
PC:QC’'Sam: ™ PA QA 


本 CE. 久 Seom .Seoa .Seam PEB.08.PCOC. BO4 | 
PC EA FB Sa Saow Sao ™ PC* QC PA.Q4 PB.QB-™ 


由 梅 勒 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 D,E,F 共 线 ( 当 P,Q 重合 时 , 世 为 西 姆 松 定理 ). 


6. 设 K 点 在 BC 上 , 连 0C, 则 OP.00= 0C ,又 ZLPOC= 一 C00, 则 入 OPCwoAcoo, 有 一 DCp = 
00C. 又 ZLOKC= 一 00C+ LKCQ,L OCK= /OCP+ /KCP, 而 

ORC= /LOCK, OP = 一 DO0C, 知 一 PCKE = 一 Ko, 即 一 OCY=2 一 KCE. 

同 理 , QBW = 2 KBA. XA KCE = /KBA, 则 QCVY= OBW, 有 


Daw CCO _ 所 人 如 -全 Seam - _ PB 08 
Soo 05 WB ™ PB OB PC'QC’ Sa0w = PA™OA 


BD CE AF Sa Sa Sa 
万 7 Fa FB= SAow 5 : 故 D,E,F 共 线 [ 当 P( 或 0) 在 圆周 上 时 , 即 为 西 姆 松 


定理 ]. 


河 囊 人 王 愉 上 卫 尾 潍 洒 加 诛 闭 O 


第 七 章 ” 九 点 圆 定理 及 应 用 
习题 A 

1. 设 POP' 是 人 4BC 的 外 接 圆 (圆心 为 9) 的 直径 ,关于 P 点 的 西 姆 松 线 为 有 ,关于 已 点 的 西 姆 
松 线 为 有 ,因为 与 2 的 交角 可 以 本 PP 度量 ,从 而 有 与 6, 的 交角 为 直角 . 设 万 为 人 4BC 的 重心 ， 


则 4 和 5 分 别 经 过 PH, PB 的 中 点 0,0', 而 8 和 在 人 ABC 的 九 点 圆 上 ,HH 点 是 三 角形 的 九 点 圆 
和 外 接 圆 的 外 位 似 中 心 ,线段 00' 是 线段 PP 的 位 似 图 形 ,从 而 00 是 九 点 圆 的 直径 , 故 4 与 4 的 交 
点 在 全 ABC 的 九 点 贺 上 . 

2. 连 4C 并 延长 交 BC 于 上 , 则 4 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 ,L 在 全 ABC 的 九 点 圆 上 .又 CG 是 人 4BC 
的 外 接 圆 与 九 点 圆 的 内 位 似 中 心 , 且 位 似 比 为 2:1. 而 PG: CO =2:1, 且 PP 点 在 外 接 贺 上 , 则 0 点 必 
在 九 点 圆 上 . 

3. 设 1,0,H,V 分 别 为 人 4BC 的 内 心 .外 心 . 重 心 及 九 点 圆 圆心 , R,r,o 分 别 为 人 4BC 外 接 圆 、 
内 切 图 、 九 点 圆 的 半径 ,1 ,ps 分 别 为 在 BC 边 外侧 相 切 的 旁 切 贺 圆 心 和 半径 , 则 由 心 距 公式 ,有 

OF = FR -2Rr, 1H =2r ~ 2R0, OF = RR -4Ro. 


注意 到 为 0 的 中 点 ,由 斯 特 瓦尔 特定 理 的 推论 ( 即 三 角形 中 线 长 公式 ), 有 VP = 二 (VP + 
好 ) -VHP = 并 民 -应 + 局 =( 寺 R-7, 即 扫 = 二 Rr. 故 九 点 圆 与 内 切 贺 相 内 切 . 


同 理 , OF = 玫 +28o ,得 WV = (FR+ PA, 即 有 WI = 3R + p41; 故 九 点 圆 与 此 旁 切 圆 相 外 切 . 
同 理 , 可 证 九 点 图 与 其 他 两 个 旁 切 圆 相 外 切 . 


兽 卫 计 三民 玫 在 冰 是 回 入 站 C 


4. 设 G 是 全 4BC 的 重心 ,V 是 九 点 圆 的 圆心 ,0 和 站 对 于 CG 和 也 是 共 线 且 调 和 共 思 的 ,考察 以 
0 点 为 起 点 的 向 量 , 则 外 =3 C=3( 学 2; +) -人 + 访 + 这 .因此 ,| 人 1!<I0O1+ 10B1+ 
[ 攻 | =3R, 仅 当 4=8B8=C 时 等 号 成 立 , 这 是 不 可 能 的 . 故 0H <3R. 

s., 设 0,H 分 别 为 会 4BC 的 外 心 与 重心 ,1 了 ,五 ,1 分 别 为 全 ABC 的 肉 心 和 三 个 旁 心 .由 于 有， 
二, B,C 构成 一 老 垂 心 组 (四 点 中 , 任 一 点 是 另 三 点 构成 的 三 角形 的 重心 ,此 四 点 为 垂 心 组 ); 7 与 矿 ， 
六 六 构成 一 新 重心 组 ,又 生 4B80 的 外 接 圆 是 和 仿古 Li 的 九 点 圆 ,从 而 会 帮 Lh 的 外 心 0 是 关于 0 
的 I 的 对 称 点 .其 余 以 此 类 似 地 推 证 ,从 而 新 垂 心 组 各 点 与 老 垂 心 组 各 点 关于 公斤 5 的 九 点 加 的 图 
心 对 称 . 


习题 B 

1.(1) 设 5,F 分 别 是 边 B4 的 延长 线 , C4 的 延长 线 上 的 点 .由 旁 心 的 定义 , 知 4 平分 人 BAC， 
TsA 平分 了 CAE ,1 和 4 平分 BAF. 又 BAF= CAE, 从 而 有 五 ,4 天 三 点 共 线 ,是 A jic. 

同 理 , .BLDLI,1CLiIs. 故 全 ABC 为 全 lale 的 垂 足 三 角形 , 故 入 4BC 的 外 接 贺 即 为 会 Tol 
的 九 点 圆 . 

(2) 设 OO 为 会 1slc 的 外 心 , 则 二 人 有 下 = 让 (180" -入 LO ) = 广 ( 180° -2 D1). 由 于 ,I， 
和 A， C 四 点 共 图 ,知人 TAC = elf :从 而 和 0 Tle + lAC= 90F, 即 JO0° | AC. 

同 理 ,140' | BC,10' | BA4. 故 三 条 夫 线 共 点 于 0 . 

2. 设 A(x ,y ) ,B(x2;), C(x; ;73) ,D(x4,Y4) 是 单位 加 上 任意 四 点 , 则 xi + y=1(i=1,2,3， 
4) .由 九 点 圆 圆心 是 三 角形 外 心 与 垂 心 连 线 的 中 点 ,得 全 ABC, 公 4BD, 公 BCD, 公 ACD 九 点 圆 图 心 坐 
标 分 别 为 

0 到 各 一旦 ,六 t+ 加 ) ,0,( 人 年 9) ， 


0,( 守土 名 + 和 m+nty) 0,{ 2 有 + + +y 
委 PJ 本 9 % 过 少 本 p] " 


考虑 点 cl Ed 加 ++ ty , 则 


101C1=[( 妆 二 各 二 知 二 和 入 二 各 (加 + 了 人 + yy 


同 理 ,10,61=10; Cl=10,G| = 可 . 


故 0 ,0. ,0, ,0, 在 以 5 为 圆心 ,二 为 半径 的 园 上 ， 
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第 八 章 ”相交 两 圆 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 连 AP, AC,AQ,AD, 由 PA0= CAD, 有 PAC = OQ4D. 叉 CD」4B, 则 AC, AD 均 为 直径 . 
从 而 RtA PACw RtA 04D, 故 PC: 0D = AC:AD 为 定 值 . 

2. 过 4 作 4B 的 垂 线 交 两 圆 于 P,0, 连 BC, BP, BD, BQO. 由 于 PO 4B, 则 PB,08 为 直径 , 即 有 
PB=05. 又 ACBDoAPBO, 则 入 CBD 也 是 等 采 三 角形 , 即 CD 上 的 中 线 BE 也 是 高 , 故 CD | BE. 

3. 车 PQ 与 CD 重合 , 则 PO = CD. 若 PQ 与 CD 不 重合 . 连 BP,BC, B80,BD, 由 CD」48 知 BC 为 
圆 的 直径 ,从 而 在 Rt 人 BPC 中 ,PB < BC. 又 ABPOwABCD, 则 PO: CD= PB: BC<1, 即 PO < CD, 故 
POs CD, 

4. 连 AF,AC,AD,AE, 则 从 4ACE 公 AFD. 连 FC, 由 4, 下,C,B 四 点 共 贺 ,用 AFC = ABE = 
人 ABD -人 人 EBD= 人 ABC - 人 KBC = 人 ABF = 人 ACF, 从 而 全 ACF 为 等 腰 三 角形 , 即 有 AF = 4C. 此 
时 , 仿 ACF 宇和 AFD, 故 CE = FD. 


习题 B 

1. 连 KM, 由 人 DAM = 人 CBK, 知 4, B,M,KK 四 点 共 图 .于 是 , 设 VN 为 MB 延长 线 上 一 点 ,有 
MRA= ABN= DCM, 即 知 M,C,D,KK 四 点 共 贺 .因此 4D, BC 分 别 为 过 镶 AKMK 与 © KMCD 的 
两 交点 天 ,对 的 割 线 . 由 相交 两 圆 性 质 2 的 推论 1, 知 全 4AMDw 人 BKC, 故 /DMA = 一 CKB. 

2. 设 0 为 弦 489 的 中 点 , 连 OM, 0P, 00, 则 OM.| PO, 于 是 0, 刘 ,P,P 四 点 共 圆 . 同 理 , 0,M， 
Q,0 四 点 共 圆 . PQ 与 PO 分别 为 过 OMPP 和 加 OMQQ' 的 两 交点 M,O 的 制 线 , 由 相交 两 圆 性 质 2 
的 推论 [, 知 会 PMO 全 POQ .又 由 于 总 PQ 为 定 长 ,不 论 PQ 滑 到 什么 位 置 ,所 得 和 P00 均 为 全 等 
的 等 腰 三 角形 ,帮会 PMO' 的 各 角 的 大 小 不 变 . 

3. 连 MP, MQ, 则 由 四 点 共 圆 ,有 BRM = APM, 人 CRM = 人 AQM. 又 人 APM + 人 /AQM = 180， 
则 过 BRM + CRM = 180p, 从 而 B,R,C 三 点 共 线 . 同 理 BP ,R',C' 共 线 . 

连 AM,A'M, BM, BM, CHM, CM, 则 由 人 ABMPAA'BM,ABCMPAB CM, AACMPAA'CM, 
即 证 . 

4. 由 和 B= 人 C=60, 知 人 BO1D= 人 BIC=12P= 了 PO,C= DbC, 故 4,04,1,D,C 五 点 
藉 圆 ,4,0: ,六 ,了 ,有 8 五 点 共 图 , 且 此 两 圆 相等 叉 相交 于 4,D, 由 相交 两 圆 性 质 2, 知 二 0 DO, = 
CEBMC=60, 且 要 平分 人 DO DO: ,由 一 人 0 = 一 4D0, =30p = 一 帮 妨 , 知 如 办 0DP. 则 理 4 刀 V 
0,P, 即 可 推 知 人 0; PO, =30P, 由 此 推 知 D 为 人 0,0,P 的 外 心 . 

5. 公 ABD 与 全 MNB 内 接 于 同一 个 圆 ,而 公 MNB 与 人 MNC 有 公共 边 MN, 因 此 要 证 明和 公 ABD 与 
合 MNC 的 外 接 圆 相等 ,只 须 证 明 : MBN = MCN. 事 实 上 ,由 DB = DC = DA, 有 DBN = /DCN， 
MAD= LMCD, XL MAD = A MBD, 有 LMBN = /MBD + LDBN= /MAD + DCV = /MCD + 
性 DCN = MCN, 由 相交 两 圆 性 质 5(1) , 即 证 ， 

6. 考虑 圆 S 和 圆 3 ,Mi M; , Mi Ms 的 端点 分 别 在 该 两 圆周 上 ,由 相交 两 圆 性 质 6 或 人 M, M4 = 
hd My = 180 - AsMs ,所 以 WMA Mi. 同 理 NM; /MsM, 及 Ms M3 / Mi MM. 因而 
村 | MA My 有 ,从 而 村 与 本 重合 . 


应 可 窟 吕 慎 卫 尾 湾 测 同 诬 效 O 


离 百 说 三 悟 自 性 流 江 加 潍 旺 O 


第 九 章 ”完全 四 边 形 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1. 由 于 Sowpe = Sapme ~ Sagre = Sagcs - Sagcb. 
如 图 9- 2, 记 点 DD 到 CG、GE 的 距离 分 别 为 di,d;,D 到 4E、 并 
AB 的 距离 分 别 为 d ,dd, 则 


FEF(d + d)- EF: :由 = 本 BC( 由 + 出)- 记 l gc. da < 


2 EP d= 上 
Ww" | - 
有 BC- 本 yz0, 知 机 -二 ,如 训 在 ccE 的 平分 线 上 Se 
注 此 题 为 2003 年 德国 数学 竞赛 第 一 轮 试题 的 等 价 表述 . Wi 


在 户 4BCD 中 , 避 ,N 分 别 在 4B、BC 上 , 且 MN 不 与 端 各 重 
AM = NC. 设 AN 与 CM 交 于 点 @. 证 明 : DQ 平分 人 ADC. 
2, 如 图 9- 33, 显 然 , EB4 =90,CFA =90, 从 而 B、F 
在 以 CE 为 直径 的 贺 上 , 即 有 4B，4C = AF* AE. 
易 知 和信 CAP 是 直角 三 角形 , PB 是 它 的 高 线 , 有 4AB* AC = 
AP:. 
同 理 , 在 全 EAWM 中 ,有 AF*AE = 4Mf 
由 AB: AC = AF* AE ,有 AP = AM° , 即 AP = AM. 
又 PO | AC, 则 4AP= AQ. 
同 理 , AM = AN. 
综 上 ,线段 4M 、AP .AN .40Q 都 相等 , 即 P.N、Q、M 都 在 以 
4 为 圆心 的 加 上 . 
注 “ 此 题 为 2005 年 第 36 届 奥 地 利 数学 奥林匹克 决赛 题 的 等 价 表述 . 
已 知 锐角 入 4BC ,以 4C 为 直径 的 圆 为 圆 卫 ,以 BC 为 直径 的 圆 为 圆 ,4C 与 贺 T 相交 于 点 EE， 
BC 与 圆 了 | 相交 于 点 ,直线 BE 和 辆 T, 相交 于 点 L、N, 其 中 点 上 在 线段 BE 上 ,直线 AF 和 国 T 相 
交 于 点 KK.M, 其 中 点 下 在 线段 4F 上 .证 明 :四 边 形 KLWMN 是 圆 内 接 四 边 形 
3.(1) 易 知 ,四 边 形 4BCF 是 正方 形 ， 
因为 人 EFN mA EAB, 人 A CMG DACFE, A CCB nA CEA, 


则 人 筷 = 闪 ， O 
CH CE CB GM EF 
且 部 ~ 友 =- 雇 式 =A: © 
由 中 .加 及 4B = 08B, 得 FN= CM 
FM CM 
(2) 因 为 FG/ BC, 所 以 We = MB 二 


由 于 CM= FN,MB= CGB- GM= FG- FN= NG , 代 人 人 得 4 = Xe, 故 HNN CBE， 


456 


(3) 设 FC 与 AN 交 于 点 豆 , 则 由 和 4FV 号 FGM ,AHF = HFN+ FNH= /MFG+ /FMD = 
902 , 故 HD_L AN， 

同 理 ,ND ANM. 故 DD 为 人 AMN 的 重心 , 即 4D_ | MN， 

由 MN/ CE ,NN ADL CE. 

注 此 题 为 2003 年 第 54 届 罗 马 尼 亚 数学 奥林匹克 第 二 轮 题 . 

在 RtA4BC 中 ,一 4=90p, 一 4 的 平分 线 交 边 BC 于 点 卫 , 点 DD 在 边 4B,、AC 上 的 射影 分 别 为 己 、 
0. 若 BQ 交 DP 于 点 用 ,CP 交 DQ 于 点 NN, BQ 交 CP 于 点 日 .证 明 :(1) PM = PN;(2) MN/ BC;(3)AH 
| BC . 

4. 由 于 4C > 4E, 则 知 直线 BF 必 与 直线 MN 相交 , 设 交 点 为 了 . 


由 直角 三 角形 性 质 ,有 EN: EC = EF*, CM: EC = CPP ,从 而 如 = 2 


ae CB: CF EN CE CF' EF 

HM EB:EF CM * EB 出 
又 国 CF EF = PFCE CB' EB = BM: CE, 

所 以 SE EF _ FN _ TN 加 


由 四 ,@ 得 名 = 委 , 因 此 , 甩 .6、7 三 点 共 线 ， 


由 点 = 高 CB’ 

PM CF 

XEM™ EF 
ON _ CF: EF 

上 面 两 式 相 除 , 得 和 = 全 全 ® 


CN CE = CF , 相 乘 得 QN' CE = 全 和 Ce EE 


CF 


,FM CE = EB , 相 乘 得 PM CE = BF 


由 四 .@ 得 信 = 向 ,因此 ,P、O、T 三 点 共 线 ， 
从 而 四 直线 PO .BF .BC 、MN 都 过 点 7, 亦 即 这 四 条 直线 相交 于 点 7. 


第 十 章 ” 根 轴 的 性 质 及 应 用 
习题 A 


1. 由 人 PAB 全 40B, 有 一 PB4 = 一 48B0, 即 知 0 点 在 PB 上 ， 且 知 = 第 : 由 和 从 AOBw 作 ABR, 有 


一 B40= 一 MB, 即 知 玉 点 在 40 上 , 且 忽 = 售 . 故 PB' QB = AB’ = AQ' AR. 

设 和 人 POR 的 外 接 圆 圆心 为 口 , 则 4 ,8B 关于 0 是 等 知 的 , 作 切 线 47, B85, 连 04,08,07,05, 由 
47 = BS = AB? ,OT= .03 有 全 047 纪 和 08S,04 = 08, 即 加 0 关于 4B 的 中 垂 线 对 称 , 故 疡 ， 0 ,R 
都 在 @@0 上 . 

2. 设 两 圆 圆心 为 0, , 0: , 连 0, 0: ,由 于 0 ,0 是 梯形 BCED 两 条 对 角 线 的 中 点 , 则 0,0,// 
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潜 卫 全 呈 导 了 匡 性 潍 洒 同和 讲 潮 O 


册 下 训导 亚 开 性 加 洞 同 入 怪 O 


习题 B 


BC,GDO 入 0, 的 根 轴 与 BC 垂直 . 

设 人 4Bc 的 三 条 高 线 为 息 , BM, CN, 垂 心 为 日 , 则 必 在 0, 上 ,NN 在 ©@0, 上 , 且 B,C,M,N 共 
圆 ,直径 为 BC, 记 此 图 为 © 0; ,这 三 圆 的 贺 心 不 共 线 , 则 三 条 根 轴 相 交 于 一 点 根 心 .又 中 0; 与 中 0 
的 根 轴 是 BM, CN 是 0, 与 加 0, 的 根 轴 , 又 BM 和 CN 相交 于 重心 瑟 , 从 而 @0, 与 日 0, 的 根 轴 是 
过 垂 心 正 且 垂直 于 BC 的 直线 , 即 高 民 所 在 的 直线 . 

3. 设 以 BE 为 直径 的 圆 为 @O0, ,以 CD 为 直径 的 圆 为 @ 0,, BM, CN 是 高 线 , 妃 为 垂 心 , 则 4 在 
0, 上 ,N 在 @0, 上 ,由 昌 ,C,M,N 四 点 共 圆 ,有 HB HM = HC* HN, 即 是 关于 两 圆 的 等 敌 点 , 则 
万 在 提 D， 和 名 0, 的 根 轴 上 . 

4. 过 A 引 BC 的 平行 线 , 并 与 #4MM 的 延长 线 交 于 BP ,与 4'N 的 延长 线 交 于 C', 令 公 ABC 的 外 接 
圆 为 卫 ,全 二 BC' 的 外 接 圆 为 了. 

因 和 全 MB4' 和 和 从 NA'C 都 是 等 腰 三 角形 ,BC A BC, 则 在 全 M4B' 和 全 NAC' 中 ,人 NMBA’ = 人 MA'B = 
/MBA= /MAB ,ANAC= /NCA = ANAC = LNC'A, 即 有 AB= 4'B',AC=A'C', 即 全 4BC 名 
入 NBC .又 AM': BM= A M: BM,AN: CN= AN:CN, 从 而 上 H,N 是 圆 I 和 T, 的 等 宪 点 , 即 直线 
MN 是 圆 工 , 和 TI 的 根 轴 , 又 荆 与 了 是 等 圆 , 则 MN 是 局 和 也 的 对 称 轴 . 又 4 在 上 , 则 # 关 
于 MN 的 对 称 点 在 上. 

5. 设 凸 六 边 形 ABCDEF 切 图 于 点 R,0,7T,S,P,U(R 在 4B 上 ,0 在 BC 上 ,等 等 ) .选择 任意 实数 
a >0, 在 直线 BC 和 EF 上 作 点 0 和 P ,使 00 = PP = a, 而 向 量 0C 和 P 户 同 向 量 迟 和 瑟 间 方向 ,类 
位 地 作 点 请 ,S',T ,UC 有 RR' = SS' = 7T = UV = w), 再 作 @O, 切 直 线 BC 和 EF 分别 于 护 P,@'， 
类 似 地 作 @ 0; ,中 0,. 

下 证 点 B 和 上 5 在 人 @0, 和 人 @0, 的 根 轴 上 . B80’ =00 - B80 = RR' - BR= BR (者 08' < BQ, 则 
BO = BO - 00' = BR- RR = BR') 和 EP' = EP+ PP = ES+ SS' = ES' .类 似 地 可 证 ,直线 FC 和 4D 
分 别 是 四 0 入 0; ,0, 和 Q@ 0; 的 根 轴 . 而 三 个 圆 的 根 轴 交 于 一 点 .因此 4D,BE,CF 共 点 . 

6. 若 圆 DD' EF' , EE' FP" , FV"DD' 是 互 异 的 ,那么 直线 4B, BC, C4 将 是 它们 的 根 轴 ,而 这 是 不 可 
能 的 ,因为 三 圆 的 根 轴 不 可 能 构成 三 角形 .因此 ,至 少 有 两 图 重合 ,此 时 ,三 圆 必 重合 . 

7. 设 入 ABC 内 切 圆 半径 为 +, 其 与 BC, C4, 4B 的 切 点 分 别 为 D,E, 下 .又 设 P,0,R 分别 是 线段 
EF, FD, DE 的 中 点 .由 全 18D 和 全 DQ 均 为 直角 三 角形 ,有 10'18 = 1D = , 同 理 , IR* IC = 让 ,于 是 
8,C,R,Q 四 点 共 圆 .由 于 点 0,R 分 别 在 1B, IC 上 , 则 了 在 © BQRC 的 外 部 ,T 关 于 BQRC 的 蜡 为 IB* 
10= 记 ,从 而 该 圆 与 ©7 直 交 . 同 理 , CRP4, APQB 也 与 @@/ 直 交 , 故 ,B,C' 就 是 P,Q,R, 且 


人 PQR 的 外 接 圆 半径 为 地 . 即 证 . 


1. 由 人 BM'M 一 族 BM 一 90 - MB ,LABM ——3 MMB, 有 LBMM = 90° - .ABM ,由 


AB | AN, 有 ANB =90° -ABM, 即 了 BM M = 人 ANB, 故 有 HM ,N,N 由 点 共 圆 ,此 图 记 为 古 . 于 
是 , MM' 是 @0 和 圆 卫 的 根 轴 . 又 4 在 根 轴 上 , 刚 AN': ANW = AB 4B , 即 AN* AN' 恒 为 4 对 于 避 0 的 


夭 . 
2, 记 直 线 AM 与 DN 的 交点 为 0, 须 证 点 8 在 直线 好 上 . 连 MN, 由 PP 在 两 圆 根 轴 和 上 , 知 PC: 
PM= PB* PN, 由 此 有 全 PBCw 公 PMN, 故 PMN = PBC. 再 由 AC 和 BD 分 别 为 两 器 直 径 , 有 
LAMP=908 APBC+ AD=90, 得 AMN + AD= AMP+ PWN+ .AD=180, 故 4, M,N,D 四 
瓜 共 略 ,于 是 40: QM = QD*: QN, 即 点 0 对 两 圆 的 罕 相 等 ,从 而 0 在 两 圆 的 根 轴 邓 上 . 

3, 连 拒 , BE,AO,,010;,0,B. 设 0 与 4 相 切 于 日 ,F401 = 8,@0 与 @@0, 的 半径 分 别 为 
rn: 则 两 圆 外 公 切 线 长 AH =2 w mi .再 由 04A 08, 得 人 0,4AEw 作 0,BE, 于 是 4A, E,B 共 线 ,日 
AE =2ricos0,AB = 2sec8, 于 是 有 4AE: 4B =4m = 4 盏 , 即 点 4 对 @O0O 和 0, 的 窒 相 等 , 故 4 在 两 图 
的 根 轴 ( 过 切 点 D5 的 公 切 线 ) 上 , 即 4D 为 两 圆 公 切线 . 同 理 可 知 BC 为 @0 和 人 @O, 的 公 切 线 , 故 0C = 
QD, 即 001 -= 003 -总 , 故 O08]010,, 即 0E 为 上 @0 和 0, 的 公 切 线 ,于 是 0E = 0C = 0D, 即 
0 为 全 CDE 的 外 心 . 

丸 证 : 因 i Ab, 连 014,0,B, 则 0,.4/ O08. 连 010;, 则 AO01E = BO,E. 连 AE, BE, 则 
AE0| = BEO,, 故 4A,E,B 三 点 共 线 . 

设 昌 0 与 交 于 FF, 同 理 可 知 B,D,F 三 点 共 线 ,所 以 


LAE ACE = 3 Emb-e—/ BDE. 则 l A,E,D,FF 四 点 共 圆 ,所 以 ,8B 点 在 人 0 与 @O 的 根 


轴 上 ,因此 ,BC 为 @0 与 ©O, 的 根 轴 . 同 理 , 4D 为 上 0 与 加 0: 的 根 轴 . 因 此 ,0 为 @0,@O ,GUO， 
的 根 心 , 且 0C = 0D = 0 . 

所 以 ,0 为 全 CDE 的 外 心 . 

4. 记 4B 中 点 为 于 ,为 证 用 在 ©@C 和 D 的 根 轴 上 ,只 须 证 时 向 信 C 和 @D 引 的 切线 长 相等 ， 
只 须 证 对 任 一 与 以 4 内 切 而 与 昌 B 外 切 的 圆 而 言 , 自 M 向 I 所 引 的 切线 长 为 定 值 ( 仅 与 @@A 半径 
及 及 48B=2a 有关, 而 与 了 的 位 置 和 半径 > 无 关 ) . 

连 AC, BC, MC, 则 4C = RR-r,BC = R+r,4B=2a, 故 由 斯 特 瓦 尔 特定 理 的 推论 {或 三 角形 中 线 


长 定理 ), 有 MC?= 方 (AC* + BC -本 4B:) = 省 [(R+r) + (Rr) - 方 4a]= 民 + 户 -. 于 是 


自 前 点 向 中 C 所 作 切 线 长 为 V MC - =v 民 一 为 定 值 {与 @C 的 位 置 与 半径 无 关 ), 从 而 自 于 
点 向 @C 和 QD 引 的 切线 长 相等 , 即 M 在 两 圆 根 轴 上 , 故 直 线 PO 平分 线段 4B. 


第 十 一 章 ”线段 调和 分 割 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1, 如 图 11 ~ 40, 事 实 上 ,在 梯形 EFGH 中 ,EG 与 HF 交 于 点 8B, 两 腰 
EH FC 的 延长 线 交 于 点 4, 设 直线 4B 交 HG 于 C', 交 EF 于 DD. 
CE CB_HC HC _AC_CG 即 有 Ee-= 2C HC 


洋 生 全 记 只 了 匡 届 潍 沁 加 订 并 O 


知 C , 尺 分 别 为 了 ,三 的 中 点 , 故 C 与 C 重合 ,以 与 忆 重 合 ， 
又 由 HG/ BF, 有 饥 - 姑 = 倚 = 顺 , 即 沁 = 话 , 故 5C.D 调 和 分 制 48. 


| ™ 


4B ,日 4B 直线 上 4.B、C.D 的 垂 线 与 圆 局 上 任 一 点 了 的 
切线 交 于 点 E、F,G、H. ' 
直线 4 、BF ,CG .DH 在 直线 由 和 EF 上 截 下 成 比例 1 
的 线段 ,于 是 点 G 和 互 调 和 分 割 线段 EF ,所 以 直线 0G6、4 
OH 调和 分 割 直线 08 和 OF. 但 直线 0E 与 OF 垂直 (由 


LOEF + 人 OFE = 地 "180 =90P), 从 而 OF 是 COH 的 平 
分 线 . 
oc CF CB .06 CB 
于 是 ,96 = 级 -组 , 故 06 保 持 定 值 绿 ,不 因 切 线 的 
选择 而 变 . 
3, 如 图 11 - 机 , 设 直线 4D 与 到 交 于 无 穷 远 点 0， 
在 完全 四 边 形 4EBPOD 中 ,对 角 线 4P 与 ED 交 于 点 以 , 则 4P 被 对.C 调和 分 割 .从 而 EF4 EP、 


EM 、EC 为 调和 线束 ， 
而 EP」E4, 故 到 平分 MEC, 妈 PE 平分 人 DEC. 


证 五 言 三 梧 王 性 杰 二 由 入 粗 O 


图 11-41 


图 11 - 42 
4. 如 图 11-43, 设 妇 交 DF 于 6, 在 完全 四 边 形 BDCHAF 中 ,对 
角 线 BH 被 G. 上 5 调和 分 割 , 则 DB、DH 、DG 、DE 为 调和 线束 ,而 BPD] 
HO, 故 HD 平分 GDE , 邑 EDA = FD4. 


5. 如 图 11 - 和}. 
(1) 由 题 设 A 、B8P、CD 三 线 共 点 , 设 该 点 为 百 ,又 设 由 与 BD 交 
于 点 :让 3 D 
在 完全 四 边 形 4BCHPP 中 ,由 对 角 线 调和 分 割 性 质 , 知 4 术科 56、 图 11-43 
严 调 和 分 割 ,从 而 知 BM 、BH、BG、BF 为 调和 线束 
而 BD BE, 故 BF 平分 了 ABP 的 外 角 , 即 BF 是 一 PBC 的 角 平 分 线 ， 
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应 囊 全 喧 怀 卫 恢 淡 负 加 洗 奖 O 


图 11-44 
(2) 不 妨 设 0 的 半径 为 1, 了 PCB = a, 由 (1) 知 了 PBE = EBC =30, 且 是 所 的 中 点 . 
因 人 MPE = PBE = 30°,/ CPE = / CBE = 30°, 则 由 PD = PE /PDE = /PED = 15°, PE = 2 
sin30P = 1, DE = 2'0c0815°. 
XX BE=2*sin’ ECB =2"sin(a+ 30)°,/ BED= PREP-1S$o=u-15o. 


所 以 ,在 RtA BDE 中 ,有 cos(a -15) = 做 -2 +30) 


半 costa - 15°)* cos15° = sin(a + 30°) , 即 cosa + cos( a — 30°) = 28in( a + 30°), 

即 cosu + cosa * cos30P + sina * sin30° =V3,sina + cosa , 

Re ee -S16 

6. 证 法 1 如 图 11-45, 连 结 48 交 CD 于 点 0, 由 于 
48 是 点 已 的 切 点 纺 , 则 已 .O 调和 分 割 CD ,从 而 4P、40、 
AC ,AD 为 调和 线束 . 

又 EF/ AP 县 与 其 他 三 条 线束 相 截 ,从 而 BE = BF. 

证 法 2 连 BC,B4、BD, 则 ABC = 了 PAC = EE. 所 
EABC nA AEB, 


BE AB _ AB: BC FE 
从 而 BG =4C' 即 BE= 山 
XA ABF = PAB= /ADB, PILIA ABF nA ADB, 

BF AB _ AB: BD , 


2 BC _PC AC_PC 
男 一 方面 ,因为 人 PBC ww 作 PDB, 八 PCA 人 有. 所 以 丽 = 二 ,本 = 击 


uBC AC 

而 PA= PB, 所 以 地 = 写 - 
BC BD 2 

了 于 是 和 = 态 , 故 由 名 四 鸭 三 式 即 知 BE= BF. 


7. 证 法 1 如 图 11-45, 当 4B= AC 时 结论 显然 成 立 . 当 4Bz¥AC 时 , 设 直 线 MN 与 直线 BC 交 
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次 五 塞 二 车 生性 海域 巾 淤 业 O 


于 点 P( 或 无 穷 远 点 ), 则 知 线段 MN 被 4、P 调和 分 割 , 即 知 DM、DN、DA、DP 成 调和 线 东 . 而 DA 上 


DP, 故 知 4D 平分 一 HPDN， 


图 11-46 

证 法 2 记 必 MD4A = a,ANDA = 8. 
因 MN. MB、NC 都 是 加 0 的 切线 , 则 MAB = 人 MBA = ACB, 人 NAC = 人 NCA = 人 ABC, 对 
入 D4B 及 点 叶 应 用 角 元 形式 塞 瓦 定理 ,有 : 
l= FINDB sn MAA sn MAD™ oo “ein MAD = sinl MAD tanc， 出 
同 理 ,对 人 DAC 及 点 W 应 用 角 元 形式 塞 瓦 定理 ,有 1 = 吾 ( 避 各 vtanp， @ 
比较 (四 两 式 , 即 得 tana = tan8, 因 此 ,z= B, 即 4D 平 分 一 MDN， 


习题 B 
1. 如 图 11 -47, 先 证 4、MH、H 三 点 共 线 . 
对 全 ABC 及 点 EE、F 分 别 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 ， 
有 
sin/ ABE .sin BCE .sin CAE _ | @ 
sin EBC sin ECA sin/ EAB 
sin BCF .sin CAF .sin ABF _ | 四 


由 入 ABF AACE, HABF = 90P, 知 一 4CE = 90?， 
/CAE = / BAF,/ FAB= /FAC. 


sin EBC sn FCA sin ABC sin EBC sine FCA sine HAB 
由 塞 素 定 理 的 逆 定 理 知 BE .CF 、4F 共 点 , 故 4、.M、H 三 点 共 线 . 
设 GH 交 BWM 于 点 NN, 在 完全 四 边 形 BHCMAG 中 ,N、D 调和 分 割 BM ,从 而 BB、HM ,HN、HD 为 调 
和 线束 .而 HB HM, 故 MH 平分 人 GHD. 
2. 如 图 11 - 48, 连结 DA、DE、DF, 过 点 4A 作 AG' BC 于 CG, 则 由 个 BDF 人 BAG ,人 CDE " 


_ Be _AG _AG _CG mBE ,CE 
CG ,HH DE=DF,A 有 BF = DF DE- CEM BF Ce = 


AF BG CE AF BG CE _ 
由 4F= AE, 肌 "GC' 记 = 本" BE CG -1 


此 时 , 作 DG' | BE 于 CG, 连 FG , 则 知 DD,L,BH.C' 四 点 共 
圆 ,8、D、.G 、F 四 点 共 圆 ,有 AHG = 了 LCDL= GFB, 于 是 下、 
C 及 .4 四 点 共 圆 ,从 而 0' 与 6 重合 . 

由 BG - GE = (BD - DO) - (DE - DO) = BD - DF = BP’, 
即 证 . 

证 法 2 连结 EF, 则 4D 垂直 平分 EF 于 点 0, 作 EP BC 于 P， 
连结 PO 并 延长 交 4B 于 R, 连 结 有 ,由 0、D、P、E 共 圆 ,有 OPD 
= 人 QED. 

由 4 了 中 .五 共 加 有 一 OED = FAD, 从 而 A、R、D.、P 四 点 共 图 . 

ZRAQ = LDAC, ARQ = LADC, 则 从 ARO ww 入 ADC, 有 


已 

由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 知 如 .CF AG’ 三 线 共 点 . # 
所 以 ,高 4G' 过 点 昌 , 即 点 0 与 6 重合. ye 

设 妈 与 FG 交 于 点 天 ,在 完全 四 边 形 BGCHAF 中 , BH 被 训 
K.EE 调 和 分 割 ,从 而 GB、CH、 GK、 CE 为 调和 线 东 .而 BC | 数 
GH, 吉 HG 平分 性 FGE. 天 
3, 证 法 1 如 图 11 -49, 同 上 题 , BE、CF 与 BC 边 上 的 高 B si C | 的 

线 忆 共 点 于 形 . 名 
旧 

题 


从 而 4R .4C= 4Q* 妇 = 4Fr = 4F* 氏 , 即 保 = 急 . 所 以 RE// FC, 有 人 AFC = 人 ARE， 


作 DG | BE 于 GG, 则 A.R.D,P,C .DD、P、E 分 别 四 点 共 圆 , 则 BG :BE = BD': BP = BR* B4 , 故 
4 . 尼 .G EE 四 点 共同 . 
所 以 ,ACE = LARE = AFC, 因 此 4、F,G' .HH 共 圆 , 故 6G 与 6 重合 .以 下 同 证 法 1， 


第 十 二 章 ”三 角形 内 心 的 性 质 及 应 用 

习题 A 
1 先 证 0 、8、0, .CD 五 点 共 贺 ,再 证 0, C、0,D 是 全 BCD 的 两 条 内 角 平 分 线 . 
2. 先 证 4、.01、0,、8B 四 点 共 贺 ,再 证 AO01 C= BO,C.， 


3, 因为 Snugwwn = 3 MN Al, Saie = 了 BC 到 ,所 以 只 须 证 MN* AI= BC* 到 即 可 . 


4. 注意 Sa mp = Sapop = VY Sm Sap ,内 须 证 明和 个 P48 与 人 A PCD 的 周 长 之 和 等 于 入 PBC 与 
从 PDA 的 周 长 之 和 . | 
5. 连 杂 并 延长 交 BC 于 NN, 连 MN. 因 4C = 4B,1 为 全 4E8 的 内 心 , 则 AN BC, BN = CN, 即 


MN// AC, MN = 3 AC = 六 BD.O 又 4C BD, 则 MN| BD, 从 而 DBC = /ANM = /NAC = 


出 可 麻 关 村 手心 光 直 同 积 症 O 


专 题 研 究 系 列 


LBAE. 连 BI, 则 人 IBE = 去 人 4BE, 从 而 一 1BN = 方 人 4BE, 于 是 人 IBN = 人 IBE + 人 DBC = 
二 (LABE+ 人 BAE)=45°, 放 内 = BN= 方 BC. 四 由 四 ,@ 得 MN: DB = NI: BC=1:2. 又 人 ANM 
= 人 DBC, 则 人 MNIPA 人 DBC. 从 而 MILCD, 且 MM= 方 CD. 

6. 由 B,4',1,C 四 点 共 圆 ,有 和 IC = 人 A'B1 = 二 人 B. 同 理 人 LIMB = 人 ICB' = 方 和 C. 从 而 
A= 人 /MC+A MP =3(LB+LC). 
同 理 得 LB = 旋 ( 和 C+ 人 4), 人 LC = 方 (4 + 之 有 ). 于 是 原 不 等 式 等 价 于 cot 4 + cot 一 有 + 


cotL C2tan 方 之 4 +tan 让 人 B+tan 方 入 C. 又 


sin(AB+L0_ 2sin/4A in A 
co Bod OO se ZH i ne Cl vl Tn 
=2tan 广 人 4. 


类 似 其 他 两 式 ,此 三 式 相 加 即 证 . 
7. 过 点 8B 作 直线 40 的 垂 线 , 重 足 为 卫 . 连 08, 0C, CD, 由 AE = AF, A0_| EF, 知 OE = 方 EF, 


O04E = /OAF .由 4CB =90 = 4DB, 知 4,B8,D,C 共 贺 ,从 而 BD= CD, 即 BD= CD. 由 A0L 
OE, BD | A0, EO0/ BD,Tm AE = BE,Mm A0 = 0D.X A0= OD,AE = BE, 有 BD=20E, 得 BD= 


EF. 因 40 = EF, 则 BD = 0D = CD, 即 知 D 是 人 0BC 的 外 心 .于 是 0CB8 = 方 作 0DB = 45°, /004 = 


90? - OCB=45°, 故 0 是 全 4ABC 的 内 心 ， 

8. 设 @[ 切 4B 于 E, 连 车 , 则 契 |48, 设 和 公 ABC 的 外 心 为 0, 连 DO 并 延长 交 斩 0 于 中, 连 BD， 
BF', 则 A FBD =90 .又 /BFD= /BAD, 则 Rt 人 AIEwm Rt 人 FDB, 即 有 DF: BD= 林 : IE, 由 内 心性 质 3 
得 BD= 疙 ,于 是 2R: 站 = AIT:r, 故 AI: 风 =2B. 


1 1 1 I I 1C_ AC+BC ~ CK_ AC+AB 


大 AB 
即 为 全 = 区- 4C+ 8 名, 亦 即 有 站 = 和 + 镶 ~ 龟 ,@ 由 @-@ 得 态 - 基 =1, 即 证 . 


AB IK AB 
et IK_AC+BC pIK- DK AB+BC- AB ngmlD _ AC+ BC- AB 


AB 
OD - 鲍 即 证 . 

10. 延长 4 交 人 入 ABC 的 奸 接 圆 于 P, 因 [是 全 ABC 的 内 心 ,由 肉 心性 质 3 知 BP = IP = CP, 从 而 
知 P 是 会 JBC 的 外 心 , 又 水 是 入 有 BC 的 外 心 , 则 A' 与 P 重合 ,从 而 在 全 ABC 的 外 接 加 上 . 同 理 ,B'， 
C' 也 都 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 ,由 此 知 4 ,B,C ,4A,B,C 六 点 共 圆 , 故 全 BC 与 人 4BC 有 相同 的 外 心 ， 


习题 B 
1. 设 入 ABC 的 内 心 为 1, 由 内 心性 质 5 有 IP= BP= CP, 于 是 2IP= BP+ CP> BC, 即 IP> 


454 


广 BC,D 又 由 性 质 8 有 他 = 人 44,@ 由 人,@ 有 -全 A > 全 直下 ,于 是 p> 让 (4B+ 4C). 
— BC 
广 


同 理 BO > 六 (BC + 4B),CR> 才 (4C+ BC), 此 三 式 相 加 即 证 . 


2. 设 妇 ,BC,CD, PA 中 点 分 别 为 且 ,N ,M,N, 则 开 = M4 = MB = Ml , 即 作 J.MI, 为 等 腰 三 角 
形 .又 MM 平分 人 DMC, 有 MM' | To. 同 理 MM' Ls, 有 lsW Lh. 同 理 jl WL1, 故 四 边 形 
jlsicls 为 平行 四 边 形 . 但 MM' AN ,而 hls ,Islc 分 别 与 它们 垂直 , 即 有 1 1 . 故 11slls 是 
和 矩形 - 

3.(1) 设 [为 全 4BC 的 内 心 , 即 7 为 44o, BBo, CCo 的 交点 . 设 二 BC = a, 4BB = 8B, 则 
LBU)=at+B,LABI= B+ LABC=B+a, 所 以 41B8= hi7, 易 知 BB |B4o, 所 以 A, 而, = 90F - 
4 和 下 = 和 -一 EM = 人 41 4 B,414ho = A1B= A411. 于 是 Sa4 m=2Sa4 a .类 似 地 还 有 其 他 五 个 等 
式 , 这 六 个 等 式 相 加 即 得 SA a 6 =23tc ma om . 

(2) 由 于 4 ,CG 分 别 是 467, Co 的 中 点 ,所 以 41C 是 人 ho Bo 的 中 位 线 ,平分 女 , 从 而 5 


Sa Ci ,类 羽 地 还 有 三 个 等 式 ,将 它们 相 加 得 Dan a Ci 一 a TO + Se 让 a 二 Sacp, 由 一 i 间 
于 是 只 需 证 明 San BC > Sage .KK Sa =2R sin: sinB*sinC =2R sin2a' sin2B' sin2C(R 为 外 按 圆 
半径 ), 全 41 Bi Ci 的 内 角 分 别 为 a+ B,B8+ 7Y,yY+a, 因 此 Sanac =2R sin(a+B)*sin(B+ 7):sin(y+ a) 


=2R (sing - cosf + cosa * sing } ( sinB * coay + cosf * siny )《 siny ' cosa + cosy : sina ) > 2 RR 


sin a* cos Bcos avsin Bcos y'sin y =2R +sinda*sin2B "sin2y = Se, 


4. 由 3(1) 得 464 = 41,CC,= C7, 则 AC, / Mo Co, San a = 广 Sa mrs 易 见 ad Be = 


1 , 
计 Sah .由 3 上 题 结论 得 45a, ,80 dsc ,BB Sa pe Saarc. 


4 1 2 
5. 设 BC=a,CA=b,AB=e,AC, -= b',ABy = 0 ,p=3(atbt c), 设 入 ABC 的 内 切 圆 半径 为 . 


由 Dac B, = 方 AC1* AB, "sink, Sse = 二 AC*AB-sink, C, 是 48 中 后 及 Sec = 加 ;可 推 得 SA B, = 


ACI "AB 
“AB AC * SAasc = 中 .但 Sa xg, = 方 cr,Sawe = = 了 注意 到 Saac, a 加 Ai = = Saagrc, , 则 
5 中 - 字 = 拼 ， 放 2c(p -86)= be, 即 (a -b+c)e’ = be, 同 理 可 得 (a+b- ec)b' = be, 男 一 方面 ,由 已 


知 Sec = Sasgc 可 得 be’ = bce. 于 是 由 (a-b+rec)(at+b-c)be = 得 a-(b- c=be, 教 


= 如 + 0 be. 由 余弦 定理 知 eos 人 CAB 一 汪 ,故人 C4B =607. 
6. 由 RS// MK 有 LMBR = /KMB, /KBS = /MKB,M BM 5 BK 是 两 条 切线 , 则 BM = BK， 


小 天 言 己 要 妖 棋 涟 汪 司 并 闻 O 


部 阿 语 三 想 扫 星光 晤 同 涉 站 O 


/KMB= MKB, 从 而 HBR = 人 KBS. 连 结 1B, 则 IB| RS. 又 人 IMK=90 -六 人 C= 人 CKL = 


/BKS, 则 人 BRM = 人 IMK = 人 BKS. 从 而 人 BMRA BSK, 有 BR: BM = BK: BS, 故 BM. BK= BR* BS， 
即 BR.BS= BM = IB-r(r Wo < JB, 即 BIS 为 锐角 . 


a We 
7. 由 例 10 知 D= 钛 , 且 压 + 古 = PT ri ri C' 改 如 +AC” pT 


8. 令 BC=a,C4=6,AB=c,BC =a,CA = 水 及 =w, 由 题 设 及 正弦 定理 ,得 4 = 
sin 直人 B/eos 直 人 C 等 = 式 ,41= fs 方 人 4/eos 方 C4 等 三 式 ,有 AI* Bl* Cl = abc 四方 Ch 
1 1 1 Fr 1 中 中 机 网 六 Bl* CI pe. 
tan FB tn CAl BI*Cr= a be *tan 7 4 tan > B tan A 


-er -A -六 字 <1, 堆 MIB-IC< IA’. IB':IC’. 


9 要 证 网 = FC, 即 颁 证 FG4 = FAC. 由 4,C,F,G 共 圆 及 4F 平分 人 人 CAD 知 和 FGD = 
FA4D. 还 须 证 DC4 = DAC. 由 条 件 易 知 1, E,FF 共 线 , 且 直 线 BI,AF 关于 等 爵 梯 形 的 对 称 轴 /对 
称 , 即 两 直线 交点 必 在 1 上 ,1 平分 BMA 且 1N IF, 故 肌 = MF. 又 易 知 4,B8,C, 导 ,DD 五 感 共 图 ,有 
ADC = AMC, 故 欲 证 DAG = 人 DG4, 只 须 证 MFC = LMCF( 因 4,C,F,G 共 圆 , 人 MFC = 
DECAY, RAMEC+ LMCF = LAMC = 人 ADC = DCA + DAG, 即 证 MF = MC. 但 由 BM 平分 
CBD 及 M 在 全 BCD 的 外 接 贺 上 ,有 MI1 = MC( 内 心性 质 3), 于 是 MF = MC. 

10. 作 高 BD, 又 作 40 使 人 04D=30 且 40 交 BD 于 8, 连 PO, 易 知 P 是 全 4BQ 的 内 心 (AP, BP 
是 角 平 分 线 ) ,P04 =607. 设 PO 交 AC 于 CC, 则 PC'4 = 和 PQ4 -人 OAC = 60 -30=30°= PCA， 
故 C' 与 CC 重合 ,从 而 04 = 0C,B4= BC. 

11. ee AE 是 了 A 的 平分 线 . 设 BC = a,AC = 上 5,A4B =c. 由 三 角形 内 角 平 分 


线性 质 有 冶 = 全 ,BE = 让， .又 设 p= 方 (a+ b+c)， 由 已 知 4B + BR=p,BR=p-c,ME= 
alc— 号- _ le- bl NE _ 
1BE — BMI = |p 1= Ri MR= |BM - BRI=| (p-e)l 人 -从 而 DR = 


ja, 而 由 内 心性 质 , 从 = 太 2 = 和 故 4RA NT 即 后 N 


N 是 48 中 点 , 连 不 , 仿 上 证 明 得 CJA M. 连 应 并 延长 到 已 ,使 = BT. 连 CE ,AF, 则 MI, NI 
分 别 是 入 BCF ,和 BAF 的 中 位 线 , CFA ,4PN 也, 从 而 CF // AJ ,AF /1 CJ, AJCF 是 平行 四 边 形 , 故 
A = CF =2MIi. 
12. 在 BC 的 延长 线 上 取 一 点 ,使 EAC = 10, 过 B 作 4C 的 垂 线 分 别 交 hE, AM 于 了 ,下 . 连 
DM,DC, CF, 由 MAC = 1p, 了 ACB = 80°, 知 4F | BC, 故 下 为 全 ABC 的 恒心 .又 人 C4B = 30, 则 
FCA=607. 又 人 MC4=20, 则 MCF =40°, 易 知人 4DB = 80p = 人 ACB, 故 4,B,C,D 四 点 共 圆 .于 
是 才 DCA = /DBA = 00, MCD = BO0F. 
在 A4FD 中 , 易 知 了 MFD =80p = MCD, 故 D,M, 下 ,CC 四 点 共 圆 ,所 以 人 MDF = MCF = 4 


从 而 DM 平分 ADB. 又 AM 平分 人 D4B, 故 上 为 人 ABD 的 内 心 ,人 MBA= 方 人 4BD =307. 


13. 连 MN, 取 入 AMN 的 中 心 1 ,1 必 在 如上, 连 珊 , IN. 由 8B,MDN, CC 成 等 差 数 列 , 则 
LMDN= (LB+ LC) = 9 - 村 一 BMC. 义 由 内 心性 质 ,MIN = 90P + 方 作 BAC， 则 MDN + 


人 MIN= 180P, 即 了 有 ,DD,N 四 点 共 圆 ,从 而 MDI = /MNT = 方 人 ANM. 但 一 MD = 方 (AMN + 


ZL MAN), 则 LMDI+ LZ MID = 广 :180 = 90, 妈 ML MD. 又 及 平分 AMN, 则 MD 必 平 分 人 BMN. 


易 知 MN BC, 则 BDM = NMD = BMD, BM = BD. 同 理 可 证 CD = CN, 故 AB + AC =2(BM + 
CN) =2( BD+ CD) =2BC, 即 4B, BC,AC 成 等 差 数 列 . 


第 十 三 章 ”三 角形 外 心 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1. 证 OCB + OpPpB = 90°. 
2. 先 证 5S、.E、C 和 5S、F、B 分 别 共 线 ,再 证 5、.E、4 四 点 共 圆 ,最 后 证 0 点 在 此 圆 上 ， 


3. 利用 Sa cr 计 SA noe ;Sa por 之 Sa po Sa gr = Sa pn 以 及 Svar 一 地 Suc 证 有 明 . 
4. 证 明 点 DO .0 、Oc 均 在 全 ABC 的 外 接 图 上 . 
5. 连结 杂 并 延长 交加 0 于 EE, 则 忆 为 BC 的 中 点 ,可 证 D.0、E 三 点 共 线 .对 于 圆 内 接 四 边 形 


ABEC ,由 托 勒 迷 定 理 及 EB = EC = Fl = 方 氏 ,可 证 得 AB + AC =2BC. 


6. 应 用 外 心 张 角 公 式 和 正弦 定理 . 

7. 作 公 4BC 的 外 接 圆 , 连 CD 交 贺 于 FF, 连 BF,AF. 由 于 FB_| BC,AHJ] BC, 则 FB// AH.R FAL 
AC,BH]| 4C, 则 FE4/ BH, 从 而 AFBH 为 平行 四 边 形 , 故 BF = AH. 在 信 ADE 和 入 FBO 中 ,DAE = 
BAC= /BFO,AD= AH= FB,AE = AO0 = FO, 从 而 人 ADE RA FBO, 故 DE = BO = AO = AE. 

8. 设 个 AED ,和 BBC 的 外 接 圆 半径 分 别 是 品 , 民 , 设 FF， ee EC 的 中 点 , 则 0, F_| ED， 


0 6 EC, PCDC. 由 正 藤 定理 , 知 EF= 方 DE = Ri:sin 4, EG = 玉 EC = 六 :sin 一 有 , 因 4DN 


BC, 有 sinB = sin 4. 从 而 写 = 姑 = 冯 ， 人 017E - 了 0GE = 90, 故 和 全 FEO, A 信 GE0,, 即 有 
LFEO, = LCEO, , 亦 即 人 /FEC = 一 0 EO0,. 由 六 -= 站 部 :, 有 一 PECw 和 0, E0,, 从 而 


= sin 人 中 ,于 是 0, 0: = 人 二 


9. 连 CR, 由 于 入 CDRDA4CR, 有 CR = :而 ,由 此 可 知 回忆 与 RC 相 切 于 点 C, 从 而 C,E,S 
三 点 共 线 . 同 理 8B, ,5 三 点 共 线 . 连 BS, C5, AE, AF, 则 人 ABF nA 人 ACE, 从 而 FAE = BAC = 
一 ESC, 放 5S,4,E, 下 四 点 共 圆 .又 OF | AB,OE_L AC, 故 FOE + 人 BAC = /EOF + BSC = 180, 从 
而 RF,E,O0,S 共 圆 ,因此 有 A,E,0,F,S 五 点 共 圆 . 

10. 过 B 作 PO 的 平行 线 交 AD 于 FF, 交 AC 的 延长 线 于 C, 作 OE | BC 于 E, 则 EE 是 BC 的 中 点 ， 
而 0E 上 BC, 即 Ok] EF. 又 0D」| PD, 则 0,E,D,P 四 点 共 圆 . 连 ED, 知 FDE = /OPE. 因 BG// 
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僻 本 总 己 全 卫 很 潍 汪 同 六 站 O 


离 了 本 言 兰 导 玫 大 渐 洪 同 洲 沽 O 


PO, 则 0PB = PBC, 进 而 人 EBF = EDF, 故 8B,E,F,D 四 扩 共 圆 .所 以 和 人 CEF = 和 FDB = 
了 ACB ,从 而 EF// 4C. 又 忆 为 BC 的 中 点 , 则 是 BG 的 中 点 .又 POW BC, 从 而 0 是 MN 的 中 氮 , 履 
OM = ON. 


11. 作 O,GLEC 于 6G, 作 0,H| EF 于 旧 . 连 GH, 由 中 位 线 定理 ,有 GH LL 方 CF . 设 和 从 CDE 的 外 
接 贺 半径 为 R, ,人 E4F 的 外 接 圆 半径 为 忆 , 连 01,E,0;E, 有 O01E= Ri,0;E= R,. 在 Rt 人 0,6GE 与 


1 
五 Ec 
EH = 和 二 = 中, 得 Rt 全 0.6GEm 导 全 0,HE, 从 而 


12,{1) 由 轴 对 称 的 性 质 有 MP = MQ, 又 由 4B= AC,QM/ C4, 有 MO = MB, 即 知 M 为 全 PBQ 的 
外 心 . 同 理 入 为 人 PCQ 的 外 心 ,从 而 人 BPQ = 方 和 BM@, 人 QPC = 方 人 QNC, 但 人 BMQ = 人 BAC = 


了 ONC, 从 而 上 BPO = 了 OPC. 由 角 平 分 线性 质 ， 即 有 拷 Se 


(2) 由 (1D) 知 BPC = 和 BMO = BAC, 又 名 = 党 =- 笑 = 器 = 入 ;由 此 即 证. 


13. 显然 ,入 4BC 是 正三 角形 ,BAC = BCA4=60°, 由 KC | BC 有 ACK= 30. 叉 由 4B= AC = 
AD 可 知 点 4 是 全 BCD 的 外 心 ， 故人 BDC = 方 人 BAC = 30p = /ACK. 又 LCBD= 广 人 C4D = CAK, 


则 入 BCDm 人 ACK,， 即 有 4 = 2 , 亦 即 4K。 BD = AC: BC = BC , 故 3S = -只 ac = 好 hk: 8D. 


14. 作 一 4BKE = 90P, 天 在 站 上 , 易 证 B,C, B,C 四 共 点 圆 ,得 4C'B' = 一 4CB 又 AKLBC'， 
44 | BC, 故 BAK = A'AC, 从 而 Rt 人 ABKw Rt 人 A4'C, 赦 AKB = 4CB, 即 有 4,B,K,CC 四 点 共 
圆 , 即 天 在 和 48C 的 外 接 圆 上 ,又 已 作 一 45K = 90p, 可 断定 线段 本 必 是 全 ABC 外 接 圆 的 一 条 直径 ， 
换言之 ,直线 1 通过 全 ABC 的 外 心 . 同 理 ,直线 4, ,4 也 通过 全 ABC 的 外 心 . 


习题 B 

1. 设 0 , 0; ,0; 为 三 个 等 圆 的 圆心 , 且 信 0,, 人 0, 均 与 48 相 切 , 则 0 ,0: 到 4B 的 距离 相等 ， 
即 O,0;W 4B. 同 理 0,0;// BC, O0301W AC. 又 01,0,,0; 在 全 ABC 的 角 平 分 线 和, BI, CT 上, 则 
入 ABC 与 全 0,0;0; 位 似 , 位 似 中 心 为 I 又 KO, = KO, = KO , 则 下 为 全 0.00 的 外 心 , 故 DO, 大 天 
三 点 共 线 . 

2. 连 04,08,04,08, 因 PB 与 四 0 相 切 ,知人 0PB = 一 0O4P. 同 理 一 4PoO = 人 PBQ .由 三 角形 
外 骨 等 于 不 相 邻 两 内 角 之 和 ,可 得 A408B = 0PB + OAP+ APO + PBO=2/APB. 叉 由 0 为 
心 4BC 的 外 心 ,有 一 40B =2APB, 即 有 40B = 一 40B ,于 是 4,B8,0,0 四 点 共 圆 .从 而 二 0O0B = 


se DS ny. ” 
专 题 研 究 系 列 : 


L048B= 方 (180- LA0B) =90p - LAPB, /PQO = 360 - 7/ POA - /40B - /008 = 360 - (180 - 


APB) -2 APB - (90° — /APB) =%°,Bh O04 Po. 

3. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C, BD 相交 于 PP 点 ,过 P 作 直线 PHJ」 4B 于 瑟 , 作 DP 的 中 
重 线 交 HP 于 0, 交 DP 于 E, 下 证 0 为 会 CDP 的 外 心 . 

过 D 作 DLA EQ 交 1 下 于 上 L, 则 DLL DP,0 为 PL 的 中 点 .由 LDIP= /BOP=%P- EPO= 
0°- 人 HPB = 人 PBH= 人 ACD = 人 DCP, 知 D,P,C,L 四 点 共 圆 , 记 为 @7T. 由 人 PDL 为 直角 ,因此 0 
为 T( 即 全 DPC 外 接 圆 ) 的 中 心 , 故 为 其 外 心 . 

4. 设 010 与 OP 交 于 0, 连 00 ,过 已 作 PH1 4B. 由 3 题 结论 知 点 0, 必 在 直线 PH 上 .又 00, | 
48, 故 00 7 PH, 即 00,/ 0;P. 同 理 可 证 00,W 0 P, 所 以 四 边 形 00, PO, 为 平行 四 边 形 , OP 与 
010; 互相 平分 . 设 它们 相交 于 C, 此 即 是 说 0, 0; 通过 OP 的 中 点 C. 同 理 0; 0, 过 OP 的 中 点 6, 故 
OP,010;,0,0, 三 条 直线 共 点 ， 

5. 作 公 DCP 各 入 4BP, 易 判断 四 边 形 4BCD 是 轴 对 称 图 形 ,其 对 称 轴 是 过 点 P 所 作 BC 边 的 中 
垂 线 ,显然 四 边 形 48CD 是 等 腰 梯形 , 它 必然 内 接 于 圆 , 记 此 圆 为 工 .由 一 DCB = /ABC =24CB, 有 


4CD= 4CB. 在 @L 中 ,由 一 4CD = 一 4CB 有 外 = 镶 , 即 4D = AB, 此 时 由 DP= DC = 48= D4, 知 
DD 为 全 APC 的 外 心 ,从 而 PAC = 地 人 PDC. 由 PDC = P48, 则 /PAC = 2 BAC( 利 用 外 心 还 可 


入 隔 二 居 蛋 和 性 光 油 四 入 粳 O 


得 到 : :人 PC4 = 方 人 PDM， 而 由 PA = 4B = 4 旭 = PD, 人 和 PAD 为 正三 角形 ， 则 人 PC4= 方 60° = 30°), 


6, 设 入 ABC 的 三 边 长 为 a,b b,c ,外接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 Ts 0 为 外 心 , 0 到 三 按 BC, CA, 
4B 的 距离 分 别 为 ,由 ,d,, 易 见 di =A/ 到 -号 = V 庆 一 ES- Ricos41. 同 理由 = RicosB1， 


ds = RilcosC|. 
d+t+d+d= RicosAlt+ losBl+ lcoCl)> R(coA + cosB + oosC), 故 只 需 证 R(cosA + eos + 


+1, 亡 = 


cosC) = 3r, 也 即 cs4 + cosB8 + cosC> 天 由 于 cos4 + cosB + cosC = 4sin 分 * sin -一 号 Rh 


CC 
人 
4sin 入 ,sin 如 sin, 于 是 只 须 证 + 137, 而 由 R21 即 证 

2 "sm 7 sin 7， R R， 


连 OP,AE, BF, MN, 易 知 0,4, 六 及 0O,B,N 分 别 共 线 .此 时 ,由 才 AEN = AME = /OMP = 
LOPM, 和 NN AE/ OP. 由 LBFM = /BNF = /ONP= /OPN, 和 和 BF/ OP, 则 AE // OP / BF. 因 PP. 


PE = PC* PD= PN PF, 知 用 ,N, FE 四 点 共 圆 ,有 PEF = /PNM. 由 外 心性 质 ， 知人 PNM = 起 


< POM= 9% - LOPN, 则 LPEF = 90 - LOPM, 和 LPEF + /OPM =90, 故 OP | 本 ,又 已 证 AE// 
OP BF, 知 AE | EF, BF EF, 故 直线 EF 是 中 A,@B 的 公 切 线 . 

注 :题目 中 的 内 切 改 为 外 切 ,结论 亦 成 立 . 

8. 取 人 4BC 的 外 心 0, 易 知人 BOC =2 人 人 4, 人 C04 =2 人 LB,A40B =2LC, 设 Sagoc =%， NE 


ee 0B=OC=1,W -二 sin24  _ eosd 
a 


离 五 言 冯 本 手心 沼 星 划 茹 


B C 
同 理 ,一 = aCC- nr BY): 
由 柯 西 不 等 式 , 有 [(x+y)+(z+x)+(x+y)]( )=9, 即 知 


ti Zz 十 沈 人 


cosAd cosB coaC 邯 Y -A 3 
co( B ~- C). co CA)tco( A- BB) y+z2 z+x x+ 2° 


第 十 四 章 ”三 角形 重心 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1 易 知 外 + 人 + 大 -名 + 如 + 怀 =2, 则 航 = 人 0= 禹 =2, 故 0 为 人 4BC 的 重心 


AC*AB © BC*BC™ BC BC™ CA AB 
MP _BM_1 gl Ml 
2. 先 证 BD = AE = CF, 表 由 和 从 BMP 人 BCF， ,得 CF = BC6= 万 ， , 同 理 刀 7 方 '4E 万 ' 则 


MP= PN = MN. 
3. 易 知 G 到 BC 的 距离 等 于 全 ABC 内 切 圆 的 半径 >, 则 BC 边 上 的 高 为 3r, 再 利用 面积 法 证 明 . 
4. 证 明和 从 0DG 与 全 ABC 的 重心 重合 ， 
5. 由 AM=3,8M =4, CM =5, 有 AM + Bf = CM , 知 两 中 线 妇 , BE 乘 直 . 于 是 Sawe = 方 " 4M- 
BM = 18. 
6. 连 BE, CF ,并 延长 相交 于 前 , 则 MM 为 入 的 中 点 ,由 E,F 分 别 是 全 ABD 和 公 ACD 的 重心 , 则 


ME MF MG ME 1 De BE 2 1 
= = .于 是 EF/ BC,ECV 有 D, 从 而 7 = vy- 3 DM B33 DM, De= 
子 DW,46= AM + MG= DUH+ 村 而 = 子 DU, 故 DG: GA= 字 DM: 人 DM=1:2. 

7. 由 题 设 及 梯形 的 中 位 线性 质 及 三 角形 重心 性 质 , 推 知 所 有 这 些 直 线 都 经 过 公 ABC 的 重心 , 即 
共 点 于 重心 . 
习题 B 


1 设 6 为 人 ABC 的 重心 , 连 DE 并 延长 到 五 使 三 = DE, 连 HC, HF, 则 以 三 条 中 线 4D, BE, CF 
围 成 的 三 角形 就 是 全 HCF. 当 BC = a? ,04 = 六 ,4 及 = ec 成 等 差 数 列 时 ,车 全 ABC 为 正三 角形 , 易 


证 人 ABCwAHCF. 若 a bc, 有 CF = V2 + -od, BE= VI +2 -BAD = 


方 V 2 了 +20 一 到 .将 到 + 局 =282 分别 代 入 以 上 三 式 ,得 Cr- = ,人 D= 烃 从 而 CF: BE: 


AD= a:b:ce, 故 有 公 ABCmAHCF. 反 之 ,车 有 全 ABCw 人 HCF, 当 全 ABC 中 a 二 b> ec 时 ,全 HCF 中 
CF > BE > AD, 征 Sope : Saner = (CF:a). 据 "三 角形 的 三 条 中 线 围 成 的 新 三 角形 面积 等 于 原 三 角形 


面积 的 邯 “, 有 cm:az=3:4, 即 32=4C =20 +2 -ek 故 a +c =2b., 
2. 分 两 种 情况 讨论 .中 若 6,1 两 点 重合 , 易 断 全 ABC 为 正三 角形 ,此 时 Sen = Sa = Sace = 
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0, 结 论 显然 成 立 . 回 若 6G,1 两 点 互 异 ,过 G6, 7 作 直线 1. 车 /通过 和 4BC 的 一 个 顶点 , 易 推 知 公 ABC 
为 等 腰 三 角形 .此 时 Sow , Saga ,Seca 中 一 个 为 零 , 其 余 两 个 相等 ,结论 亦 成 立 ; 着 i 与 全 ABC 的 两 
边 相 交 , 不 妨 设 1 与 4B,4C 相交 .延长 46 交 BC 于 E,E 必 为 BC 的 中 点 , 连 应 .过 8,E,C 分 别 作 到 
直线 1 的 距离 BB', FE’ ,CC , 易 证 BB' + CC' =2EE ,从 而 Sm + Sacw =2Sapgo .又 由 重心 性 质 知 4C 
=265, 从 而 Sow =23ag0; 克 Si = Sagw + Sa - 

3. 要 证 tan4 ,tanp,tanc 成 等 差 数 列 ,只 需 证 ”2tan8B = tan4 + tamC, 叉 在 全 ABC 中 ,由 tanB = 
- ,有 tan4 + tanC = -tanB + tanA'tanB'tanC. 故 内 需 证 2tanB = - tanB + tanA*tanB: 
tanC , 亦 即 tanA'tanB =3.， 


因 0 为 外 心 ,有 AOC =2B, Sawwe = 方 居 :gin AOC = 尾 : sinB:co6B, 又 由 CG 是 重心 ,有 


FE 


Se 民 = 本 Sawr= 可 :2 有 sin4'simB*sinC. 注 意 到 OCG/ AC, 有 Soaroc = Same; 故 RR-sinB*cosB = 


冯 书 ne ed pe oa bd nt ool .000 nd 


3cos4" cosC, 由 此 有 即 证 . 
4. 全 ABC 中 ,重心 E 到 三 边 距离 之 和 为 CC + CC + CC ,全 ABC 内 切 贺 半径 为 ,内 心 了 到 三 边 
距离 之 和 为 H+ 并 + j=3r. 


记 BC=a,C4=5,4B=c, 射 线 46 交 BC 于 D, 连 CB, GC. 则 由 Sasu = Ssew = 村 Se， 知 


! 
WE Wd _ 25annc _ 25auc 2. (上 
Gh = 下 二 . 同 理 ， 一 3 ,rte3 = 3 .于 是 Ga + GO + GO =2 Da ape (30+ 
7 a 
了 + 了) = 村 r(a+ 5+ ce)( 二 + 二 + 二 )> 计 : 子 =3r, 即 证 ， 


第 十 五 章 ”三 角形 垂 心 的 性 质 及 应 用 


习题 A 
1.B8. 由 DD, 上 .EC 四 点 共 图 ,得 AH: AD = AE': AC = AC* ABeosA4 = &6 + 6 = 4 . 同 理 还 有 两 式 ， 
相 加 即 得 ， 


2.2:1. 延 长 BO 交 A4BC 的 外 接 贺 于, 证明 四 边 形 AHCE 为 平行 四 边 形 即 可 
3. 不 变 . 分 二 4 为 锐角 .直角 ,. 钝 角 三 种 情况 分 别 讨 论 .或 设 入 4BC 外接 图 半径 为 1, 由 重心 性 质 


5, 有 CH = BH =2cosB. Same = 7 CH BH*sin/ BHC = 7 BH* CH*sin( 180° — /4) = 
Samc= 方 4B* AC. sind = nd BM a dan A i i dl, 


Same = 让 BC'( 不 变 ). 
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壮 卫 前 品 舍 吾 慷 涟 测 加 入 奖 O 


离 隔 童 关 要 玫 性 泗 油 同 让 恒 G 


， 线 要、BE、CF 共 点 可 应 用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 . 


有 == 


4. 只 需 证 明 Ch | 而、Ch LL. 
“5. 存在 性 可 通过 作 图 证 明 , 即 设 AH 交 公 4BC 外 接 贺 于 上 , 交 BC 于 天 ,连结 OL 交 BC 于 D, 则 
DD + DH = 0D + DL= 0L= R(R 为 人 4BC 外 接 贺 半 径 ). 类 似 地 可 在 C4、4B 上 得 到 点 E、F. 证 明 直 


6, 只 需 证 明 OCHM 是 蓉 形 . 

7]. 过 DD 作 DCW CF 交 4B 于 6G, 有 AMLDC, 于 是 知 于 为 A4DC 的 垂 心 , 故 GM AD, GWM/ BC. 
由 DCN CF,D 为 BC 中 点 ,于 是 知 6 为 BF 的 中 点 ,从 而 用 为 DF 的 中 尽 . 

8. 由 BCD = BRAC, 有 BC0; = 一 C40 ,而 一 BC0: + 一 4C0: = 90, 从 而 一 C40 + 一 4CO: = 
90* ,于 是 CO, | A0, 即 CD 上 00: . 同 理 C0, | 00, . 即 证 . 

9. 作 BC 边 上 的 高 急 , 延 长 AD 交会 4BC 的 外 接 圆 于 DD , 则 HD= DD’ . 连 PD' 交 DC 于 Q, 延 长 
PA,(4, 为 PP 在 BC 上 的 射影 ) 交 圆 于 U, 与 HQ 的 延长 线 交 于 V, 则 全 QVP 为 等 腰 三 角形 .由 人 人 4D'P = 
AZDAU= LDPU=/AB AP=AAUP= LDHV, 可 证 HY/ AV/ 41Bi(Bi 为 P 在 4C 上 的 射影 ). 又 
Ai 为 PY 的 中 点 ,所 以 Bi 为 二 的 中 点 ， 

10, 设 BC 中 点 为 0, 连 40 与 PO 交 于 点 G6, 于 是 40| PQ. 设 4D, BE 是 个 ABC 的 两 条 高 ,于 是 
点 玉 在 @@0 上 .由 HEC=909 = 了 HDC, 知 ,DD,C,E 四 点 共 圆 , 即 有 40 = AE' AC = 好" 4D. 连 
00, 则 00140 .由 射影 定理 ,有 402 = 4G' 40, 即 有 46.40 = 4 全 , 故 G6,0,D, 昌 四 点 共 轿 . 连 
HCG, 由 HDO =90, 知 HCO =90°, 从 而 直线 HG 与 PQ 重合 , 故 已 ,所 ,@ 三 氮 共 线 . 


11 连 0C,AC, 由 C 是 弧 欠 的 中 点 , 知 0C 4C. 又 CD_L4B, 则 知 百 为 人 C40 的 重心 . 连 0E 交 
A 于 MW, 则 OW | AC BCL AC, OM/A BC. 而 WM 为 4C 中 点 , 故 AE = EF. 


12. 由 正 葡 定理 ， er = caAA'B' Cn A ABC, ,上 且 A =AA B= B, 


ZC = 了 /AC. 在 全 4BC 中 ,A'B =sinAC,BC =sinAA,CA' =sinLB.H 是 全 4'B'C 的 垂 心 ,由 
4 NE - AB AB snoC_l 
A'H = cos 4. 同 理 BH= cosB,CH= 由 三 角形 重心 的 唯一 性 及 三 图 公共 点 的 瞧 _ 性 可 ， 
知 结论 获 证 . 


13 由 4 本 +o2=4 到 及 =24 有 -28 有 5o+4Ro -12 居 =0, 解 得 a = 与 有 R. 再 由 正 豆 定理 


z=2Rsin4 ,得 sin4 = 


I4. 由 正弦 定理 及 等 比 定理 ,有 一 42+ 人 t=2R. 又 个 == 二 C=2R, 有 


AH + BH+ CH 2 有 R .因此 a+b+e AH + BH+ CH 
cos4 + cosB+ cosC sinA + sinB+ sinC cosA + cosB + cosC 


由 五 为 锐角 三 角形 内 一 点 ,有 a+ b+ce> AH+ BH+ CH. 

故 sinA + sinB + sinC > cosA + cosB + cosC. 

15. 延长 NE 交加 0 于 天 , 作 0D_LAC 于 DD, 由 垂 心性 质 9, 有 BH=20D= EC. 叉 BH | AC,EC| 
AC, 知 BH 之 EC, 即 BECH 为 平行 四 边 形 ,点 训 为 BC 中 点 .或 由 垂 心性 质 6, 有 BH =2R'cosB. 叉 
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人 AEC = 人 ABC ,在 RR 人 AEC 中 ,EC=2R"cosB, 则 BH = EC. 同 理 CH = EB, 得 BECH 为 平行 四 边 形 . 
16. 连 08, OC, OP, OF. 因 48, BC 与 加 0 相 切 ,所 以 人 EBO = OBF. 双 AB = BC, 所 以 08B | 
BC. 同 理 0C | BD, 所 以 P 为 人 0BC 的 重心 , 故 0P BC, 又 OF BC, 故 0,P,F 三 点 共 线 . 
17. 连 EF 并 延长 交 4B 于 天. 由 DBE,BC | E4, 所 以 下 为 人 4B 的 垂 心 , 则 EK | 4B. 设 过 
的 切线 与 EK 交 于 CG, 所 以 人 GCB = 人 CAB. 又 A,C,F,K 四 点 共 圆 ,所 以 人 CFG = C4B = ccB , 故 
= CGR.X 人 ECF =90°, 则 G 是 EF 的 中 点 . 同 理 可 知 过 DD 的 切线 也 过 EF 的 中 点 6, 所 以 过 点 C,D 
的 切线 与 EF 三 线 共 点 于 G6. 


18. 由 垂 足 三 角形 性 质 (四 ), 当 R= 1 时 ,p< 忆 , 它 是 关系 式 p<1- 二 (1+ 己 ) 的 加 强 ， 


专 题 研 究 系 列 


习题 B 

1. 由 BE,CF 为 人 ABC 的 高 , 知 ,8,C,E 四 点 共 圆 ,有 AFE = 4cpg 又 EF // RO, 和 AFE = 
全 4RO, 从 而 4RQ = 人 4CB, 从 而 8,R,C,0 四 点 共 圆 , 故 DB DC = DR: D0. 连 ED, EM, 则 
EM = MB, A EBM = LBEM .EBM = /EPC + /PEB,/ BEM = /DEM + /BED, /BED = /BCF 
= BAD= LPEB,MWmAEPC= /DEM, 即 有 DEM WA EPN .i ME: = EM = MD.: MP - MD{ MD 
+ PD) = MD + MD: PD, 于 是 MD: PD = MB - MD? = (MB + MD)( MB ~ MD) = BD: (MC + MD) = 
BD .四 由 外 ,加 得 DR: DO = DM- DP, 即 P,R,M,0 共 圆 . 

2. 设 有 为 全 ABC 的 重心 ,而 MM 是 边 4C 的 中 点 .分 别 在 线段 好 和 CH 上 取 点 $ 和 7T, 使 Ps | AB 
于 P,TQL BC 于 Q. 将 直线 PS 和 07 的 交点 记 作 K, 由 于 BPK = 一 BOK = 9, 所 以 四 边 形 BPKQ 内 
接 于 圆 . 现在 来 证 明天 与 六 相互 重合 . 

全 PBQ 为 等 腰 三 角形 (BP = 8Q), 因 为 人 HPB = HE0B, 因 此 点 天 位 于 一 下 的 平分 线 上 . 现 证 天 


亦 在 直线 WM 上 .事实 上 ,人 PC 人 Hh, , 因 它们 有 两 对 内 角 对 应 相等 ,因此 间 - 名 . 同 更 ， 


人 4HC1OA CH ,因此 天 = 能 ,进而 般 = 不 ,此 因 人 PHsw 人 THQ， 帮 种 = 能 = 襄 = 念 .由 
此 得 知 dE 并 克 家 轴 人 HSKT 是 平行 四 边 形 , 所 以 点 KK 在 直 
线 HM 上 , 故 知 点 K 是 直线 HW 与 一 有 的 平分 线 的 交点 .从 而 点 下 与 点 中 重合 . 

3. 设 人 4BD, 公 ADC 的 内 心 分 别 为 M,N. 又 设 BM 的 延长 线 与 CN 的 延长 线 交 于 下 cg 所 在 直 
线 交 4AM 于 P, BH 所 在 直线 交 AN 于 0. 由 于 BH, CH 分 别 为 人 ABC, ACB 的 平分 线 , 则 上 H 为 人 4ABC 
的 内 心 . 由 4M 为 人 BAD 的 平分 线 ,4D 上 BC,4B AC, 易 得 了 BAD = 4CB, 从 而 人 MAD = 二 PCB , 故 
CP 14WM- 同 理 BO 上 4w., 从 而 妃 又 为 4MN 的 重心 .所 以 一 而 厅 = 一 MB 又 4 有 | 了 ,所 以 会 = 


和 机, 即 作 ALK=45°, 即 有 公 AIN 荆 A4DNW, 设 4D= 天 得 SS， = 址 大 ,而 a 广 喀 ,显然 人 ABC 斜 


边 中线 长 不 小 于 高 , 即 e324h, 故 Swige >25aw . 

4. 先 看 由 Pi 点 得 的 直线 M,N, 交 人 4BC 的 高 4D 于 已, 垂 足 瑟 ,天 各 是 已 M ， DO Ni 之 中 点 ; 作 
PGL BC 于 G, 显 然 E,G,F 共 线 ( 西 姆 松 线 ) .延长 AD 交 贺 于 KK,AK 交 EF 于 L, PH 交 EF 于 0, 连 
PRB, PC, PRK, PL RRKC, KG, GH. 由 EF 是 人 Pi MN, 的 中 位 线 知 P00 = QH; 又 由 P,GA HL 知 
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周 囊 便 己 导 - 下 性 涟 沁 同 新 疾 O 


GP, HL 为 一 平行 四 边 形 , 推 得 GH = PiL. 由 Pi, G6, C,F 共 圆 知 人 PGL = 人 Pi1GF = 人 PiCF， 
LP,KL=/P,KA=/P CA,MmWAP OL+ LP KL= LPCF+AP CA=10, 故 G, Pi,K,L 四 点 
共 圆 .而 P, GA/ IK, 可 知 四 边 形 CP, 应 为 等 腰 梯 形 , 必 有 GK = PL, 即 有 GH = GK, 由 此 易 证 得 
入 GHC 入 GKC, 推 得 BCH= 人 GCH = /GCK= 人 LBCK= /BAK, 即 DCH= SAH(CH 交 4B 于 1 
9). 从 而 ,有 过 ASH = 了 CDH =90, 即 CS 是 人 4BC 的 另 一 条 高 , 故 昌 是 人 ABC 的 重心 .这 就 是 说 直线 
MN 通过 全 ABC 的 重心 .同样 可 证 1 Na , M, PN 也 都 过 入 4BC 的 垂 心 . 

5. 利用 简单 的 结论 : 设 在 全 UVW 中 ,人 UVW 和 VWU 都 是 锐角 , 则 “点 P 是 人 UVW 的 重心 ”eo 
“UP VW EAYPW=r- 人 VOW”.(i) 若 D/ CF, 并 且 8 在 全 ABC 的 外 接 加 上 , 则 CFA4B, 且 
AFB = .ADB =n- AHB=x- A4CB. 因 此 ,点 下 是 和信 ABC 的 垂 心 .( 让 ) 著 是 全 4BC 的 重心 , 则 
显然 D/CF, 且 ACB =n- AFB=x- AHB, 因 此 ,4,8,C,H 四 点 共 圆 . 


向 
6. 易 知 已 ,已 ,局 均 在 人 ABC 的 外 接 回 上 ,于 是 人 = = 人 人 -4 个 D 


CE _ CH: CP 
同 再, =A-4P ® 
连 BH, nes CH ,有 PBH, = PCH, ,由 


OD Sa Dg Sere " OP- 08 \ 9 
PH, 
CP 


CP 
由 四 ,四 ,@ 有 和 :于 .全 -人 级- 人, 玖 人 .巧合 -1 及 梅 涅 劳 斯 定理 之 道 , 知 DD,E,F 三 点 
共 线 . 


第 十 六 章 三 角形 旁 心 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 先 证 明 OP 与 昌 0 的 交点 及 为 全 P48B 与 全 PCD 的 共同 内 心 , 再 证 明 PO 的 延长 线 与 书 0 的 
交点 NN 为 全 PA4B 与 入 PCD 的 一 个 共同 旁 心 . 

2. 应 用 旁 切 圆 的 性 质 . 正 弱 定理 和 人 割 线 定理 ,通过 计算 实施 证 明 ，. 

3. 由 题 设 知 BA 和 C4 分 别 是 全 DBC 的 B,C 的 外 角 平 分 线 , 基 4 为 人 DBC 的 旁 心 ,所 以 D4 
是 BDC 的 平分 线 . 

作 BJ AX 交 AD 于 J], 因 ABJ = XBL= ,ABC= /XBD, 了 CBJ= DBJ, 妈 BJ 是 CBD 
的 平分 线 , 从 而 点 是 全 BCD 的 内 心 , CJ 平分 BCD .由 于 4CB = YCD, 则 JC AY. 

因 一 4BJ = 40J = 90?, 故 四 边 形 4CJB 内 接 于 图 , 且 圆 心 在 Rt 全 ABJ 的 锋 边 A4J( 即 4D) 上 ,所 以 
过 4,8B,C 的 圆 的 圆心 在 4D 上 . 


4.(1) 由 plp— ec)= 方 (a+ b+ co 二 (ar+5-c) = 二 [(e+ bo]=3b=I[e-(a- 


b)] = 方 (-a+ b+ 中)" 方 (a-b+c)=(p-a)(p-), 即 证 . 
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(2) 由 mi 二 盏 一 同一 太一 在， =p,r=p-c, 知 rtmtretre=p-c+p-b+p-a+p= 
dp—(at+ b+ ce)=2p. 

5. 连 40 并 延长 ,过 下 作 BC 的 垂 线 ,两 线 相交 于 0 ,过 0' 作 4C .4B 延长 线 的 垂 线 ON ,ON 
肝 , 上 为 垂 嘴 .由 085N OP, 有 个 = 全. 设 90 切 4C 于 6, 连 OC , 则 0G OH ,有 区 4 = 玉 . 故 
OE _ OC 
OF OM: 

义 0E = 06, 则 0'F= OW. 同 理 有 OF= ON. 从 而 ,以 0' 为 圆心 , O'F 为 半径 的 圆 必 切 4N, BC 
AM 于 NN,F,M, 即 信 O' 为 人 4ABC 的 旁 切 圆 .由 旁 心 性 质 7, 知 BD = Cr. 


6. 因 /是 人 BEC 和 人 4FB 的 内 心 , 则 由 内 心性 质 知人 BIC=907+ 续 , 和 AIB=90+ 如 .又 因 1 是 


雷 下 当 己 苇 妊 煤 注 二 同 新 姜 O 


公 AED 及 人 DFC 的 旁 心 ,由 旁 心性 质 3 知 一 4 有 =o0p - 和 ,一 CD=90- 生 .从 而 ee M1B: 


sinZAB=M' 1B"sin(90P+ 和)= 二 IB'cos 8. 


同 理 , 5 ww = 方 丙 .四 :oos 本 廊 人 BIC'o08 $, Sac = 本 1C， 帮 ,oos 六 ,而 这 四 个 三 角 


、4D,BC Son*Sam oog 过 

形 的 高 都 等 于 内 切 图 的 半径 ,所 以 人 = ee 
习题 B 

1. 用 扣 0 表示 圆 卫 的 圆心 ,点 0, 表示 T 的 圆心 ,点 0, 表示 了 的 圆心 rm 分别 为 图 , 厂 
的 半径 ,点 5 是 直线 PQ 与 的 交点 , 连 00, ,0: 5, 00, , 则 一 0s0, = 0 Q5 = O00P = 一 OPo . 利 
用 0,P,0, 共 线 有 00,/ 0 5, 从 而 ARPO:w 和 RSO , 即 有 RO,:RO -= r: rm .而 RO, = RO, + 0, 0,, 
从 而 RO, = ro OA ri *), RO, m0, 人 AP r 儿 注意 1" 并 不 与 荆 相 切 ). 

设 0 0, 分 别 与  , 相交 于 村 ,N, 则 N,M,0, 共 线 .又 0,,P,0 共 线 , 则 NMOQ + 一 WPo = 


(xr- OMO) 十 (x =- 2 NPO, 一 一 OpD) 三 [r- 广 (xz- LMO, 0)] + [x ~ (rn- LPON) - 方 (x- 


人 P00)]= 吾 + 六 (MOQ + 人 PO;N+ 人 P00) =x( 其 中 注意 到 MO, = 00, ,Po, = NO;, PO - 


00), 因 此 ,P,N,M,0 共 圆 .由 此 RT? = RP. RO = RN. RM(P,N,M, 0 共 圆 ) = ( RO, + 7)( RO, 一 站 ) = 
mo 74 Wy 
(Tt) ) mr 1. 

役 直 线 A8 切 圆 症 让 局 Or , 切 圆 1, 于 点 OO; , 则 AOr = p,AO;: -pp— a, 于 是 Or DO = AO! 
A0; =a. 由 于 00” 10 0 0010 0; ,因此 (0,0, 六 =07 OA+(r 一 ri= 吕 + (mo-r), 


2 主 
从 而 RP = ml 1 Se pr Sonpc = Sango, + Sanon, — Sa = 地 4B: 


mry 


业 村 1 [3 = 量 _ Da4Bc _ AH 一 @- 由 1 
T+ 7 AC ra 7 BC m=(p a) .r= p Se plp -a) nn 工 ” 
PpP-a pp 


灌 末 堡 关 要 乓 性 泗 同 苏 旺 O 


2.(D 记 p= 方 (a+ b+e)， 则 AP=p-b,PM= AM- AP:= 地 c-(p-b)= 方 (4- a).(2) 设 加 
厂 切 4B 边 于 点 NN, 则 NB=p-8= A4P. 当 5>a 时 ,以 点 4 为 坐标 原点 ,射线 4 为 x 轴 正 向 建立 直角 ， 
坐标 系 , 则 B(e,0),C(bcos4 ,jsin4) ,显然 AN=p- a,O(P- a, 认 ),MM( 生 ,0),P(p -5,0). 设 直线 

Salp 


bsin4 bsinA 
CP 的 斜率 为 证 ,直线 MQ 的 斜率 为 司 , 则 =A-(p-5) Brcod4) -p= ee 
2 


2S、 2Sa [Bb(l+cosA)-—p]_ elbtl+ cosA)- 

pg a .又 2S、 = be*sin4, 套 于 nS py .由 于 cLb(l1+ cos4)-p] 

nn :] = bccos4 一方 (好 + -四 )=0, 从 而 如 = 和 ,因此 
CB PB ec-AP b+ 

CPN MQ. 于 是 B=MB- ec = Mm B= (*) 


当 a= 5 时 ,个 ABC 是 一 个 等 腰 三 角形 ,点 P, N, M 三 点 重合 , 则 点 8 与 点 C 重合 ,于 是 BQ = 
BC = a, 也 满足 ( * ) 式 , 故 ( * ) 式 给 出 了 本 题 所 求 的 BO 长 ， 
3. 设 信 AED 的 内 切 加 日 0, 交 ED 于 P, 则 ED= EP+ PD=n(eot 方 之 4ED + cot 方 和 ADE). 显 
然 0 是 人 AED 的 旁 心 ,由 旁 心性 质 1 知 0E,0D 是 个 4ED 的 两 条 外 角 平 分 线 , 由 于 0; £0 = 90?, 故 
可 得 ED=r(cot 人 DEO + cotLEDO) = r(tan 方 人 AED +tan 方 人 ADE). 
tan 廊 人 LAED + tan 5 LADE 


a a 
cot 3 LAED+ cot LADE 


又 ED// BC, 有 LAED = 人 B, 人 ADE = 人 C, 从 而 车 = tan "tan 


| 


注意 到 在 公 ABC i WW 1, 得 r=ri+r,+ 
4. 设 男 一 圆 的 圆心 为 0,4D, BC 的 延长 线 交 于 及, 则 0 为 会 MCD 的 旁 切 圆 , 设 MC = a, MD = 


6, CD = cc, 申 0 的 半径 为 7r, 则 由 旁 心 性 质 5, 知 Sawep = (p— c).r= 坊 (at+ b—e)r.K Saws = 
十 (MA+ MB)"r, 而 4BCD 是 圆 内 切 四 边 形 , 则 入 M4Bw 和 AMHCD. 于 是 网 = 如 - 各 = 5 常数 ), 邵 


AM = ak, BM= bk, AB = ok. 而 Saws : Saw = 及 , 故 开 于 =， 即 -全 二 他 = 大 .从 而 a+8= 


(a+t+b-c)k=ak+t bk- ck= MA+ MB- AB, 坎 AB= MA- b+ MB-a=(M4- MD)+ (MB- MC)-= 
AD+ Bc. 
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第 十 七 章 ”关联 三 角形 巧合 点 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 作 高 CF, 易 知 忆 点 是 入 ABH 的 垂 心 . 再 取 公 ABH 的 外 心 0, 由 于 CG 是 和信 ABH 的 重心 ,可 知 0， 
GC 三 点 共 线 { 欧 拉线 ). 由 B=30 知 /BAH =60, 亦 即 BOH = 2 BAH = 120. 而 /BCH = 90 - 
人 B=60, 知 BOH + 一 BC = 120? + 60° = 180p, 故 0,8,C,H 四 点 共 圆 .此 时 ,0CB = /0HB = 


六 (180?- 人 BOH) =30P. 从 而 ANM = 人 CND =90° -人 OCB = 607, 故 知人 AMN 为 正三 角形 . 


2. 连 04, 0C, HH, 妇 , CH. AH、 CH 的 延长 线 分 别 交 BC, AB 于 D,EE. 在 RtA HAE 中 , 名 = 


. __AE 办 上 是- 二 el __Ac 
Cos HAE =cos(9P — LB), AH = 7B' 因 Ac = LBAC = A ,从 而 AE = 7 AC, AH =; 和 汪 


2R:gsin B 
mB = RR 为 外 接 圆 半径 ). 


又 人 OAC= 人 0C4= 方 (180P - 人 40C) =90 -人 B= 人 HAE,1 为 人 4BC 的 内 心 , 故 二 10 = 


MAH, 全 M0 这 人 MH, 于 是 有 O01= 1H， 

3. 看 6, 两 点 重合 , 易 断 全 ABC 为 正三 角形 ,此 时 Sanw =0, Sago = 0, Saow = 0, 结 论 显然 成 
立 . 

者 6,7 两 点 互 异 时 ,过 6G, 了 作 直 线 1. (让 如 果 1 通过 个 ABC 的 一 个 项 点 , 易 断 入 4BC 为 一 等 腰 三 
角形 ,此 时 Ssey , Sagor ,Saca 中 ,一 个 为 零 , 其 余 两 个 相等 ,结论 也 成 立 . (iH) 如 果 1 与 人 4BC 的 两 边 
相交 ,不 妨 设 与 4B,AC 相交 .延长 46 交 BC 于 E, 忆 必 为 BC 的 中 点 , 连 语 . 过 8B,E,C 分 别 作 到 直线 
二 的 距离 BB' , EE' ,CC , 易 证 BB' + CC =2EE' ,从 而 Sogo + Seow =2Sapo .又 由 重心 性 质 , 知 AG = 
2GE, 从 而 Saie =2Sago ; 邦 Saio = Sp + Savo. 


4. 设 下 为 4C 的 中 点 ， 则 E 在 DF 上 , 且 认 = 部， 设 CG 为 BC 的 中 点 ,AG 交 CD 于, 则 玉 为 


全 4BC 的 重心 . 连 FG 交 CD 于 7, 则 [为 CD 的 中 点 ,从 而 促 = 字 = 翁 ,EH/ FI/ 4B, 从 而 DO 上 


EH. 又 HOLL DF, 从 而 0 为 全 DEH 的 重心 , 故 0E | CD. 
“全 由 心 径 会 式 ( 性 质 15) ,有 AM = R, AN = 2R: cos4d ,在心 AMN 中 用 余 吾 定理 ,有 MN’ 一 R: + 
(2ReosA)’ -2R*2ReosA'cosA4= 必 , 故 MN=R 


6. 设 6C, BH 的 延长 线 交 AC 于 E,F, 于 是 BF = 4B.sin4 =2Rsin4 ， sinC, BE = _ costA+ C) - 
F sinAd*sinCG 


1 cotA*cotC. 由 2tanB = tand + tanC 及 tand + tanB + tanC = tanA "tanB'tanC, 有 coth*cotC = 广 , 从 而 


BH 2 
好 = 当 = 衣 ' 故 GH/AC. 
7. pp et at Sp 
B+C_ 1 
即 cos -一 7 = 方 cs 一 了 ,有 克 = R+cos B=—< C 在 和 O41 中， 04 = 二 (C- B) 及 4= 民 ,可 得 
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守 百 当 之 和 村 攻心 注 果 同和 蔗 烛 O 
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8. 设 入 4B8C 中 , 边 C4,4B 上 的 高 的 延长 线 分 别 交 公 4BC 的 外 接 圆 于 B,C, , 则 由 性 夺 16(2) 有 
Sauc = Sakec + Saizc + Sanac .又 由 性 质 16(3), (4) 推 导 可 知 Sasic < Sawpc， Sanac, 所 Saasc ;从 而 
Sa ngc < Saxac + Sanpc + Sassc ;其 中 等 号 当 且 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 时 成 立 . 

9.(1) 因 446 ,BBo 的 交点 1 是 公 ABC 的 内 心 , 则 411= 41B. 又 BBo ,Bho 分 别 是 作 B 的 内 、 外 角 
平分 线 , 则 BBo_ | B46 ,41B4o =90 -人 Bh4o1, 从 而 41B= 机 ho = A11, 故 Sa4 m=25a4 a: 同 理 , 有 
类 似 这 样 的 五 个 等 式 . 将 此 六 式 相 加 , 即 有 Sa4 sc =254c a ea、 

(2) 由 性 质 16(3) 可 知 Soe < Sac + Sa ce + Saxsc , 即 2Sem<Scaam，, 故 Sawaaq = 


之 hi BA CB 2"2 9 pe 三 4 9 0r 


10. 由 9 题 (1) 可 知 44 = 411,Co C= Cl, 得 Ci/ AoCo. 又 BBo| B46,; 从 而 BBo_L 4C. 同 
理 44, BC, 故 了 为 4 BC 的 垂 心 .由 性 质 16(2) 可 得 Dan Be, = SanB e+ Sam, 5 Sa a ,就 
是 25an BC = Sac ah Ca .再 由 9 题 (2) 的 结论 可 知 45an 8 C 45aupe ,页 SA4 a c 区 aes 

11, 设 如 是 全 4BC 的 垂 心 , 则 一 BBC = 180? - 人 C4B = 180 -C418,, 于 是 太 ,B,41,C 四 点 共 
贺 . 同 理 ,H, C, BA4; 昌 ,A4,C,B 分 别 四 点 共 圆 .从 而 人 BHC = 人 BHA+ 人 LCHA=/B.CA+ 
CBA=360P- (ABC + ACB)-(ABAC+LCAB)= LB AC + LBAC=2/BAC. 
同 理 , C1 HA =27 CBA,,A A HB, =2 4 CB , 故 日 为 和信 4 Bi 的 外 心 . 

分 别 过 全 ABC 的 顶点 作对 边 的 平行 线 , 围 出 全 ho Bo Co ,可知 日 也 是 全 46 Bo Co 的 外 心 ,并 且 4 
在 以 AoH 为 直径 的 贺 上 .因而 ,可 将 全 hl BC 绕 上 H 道 时 针 方 向 旋转 A H4o 后 ,得 到 的 三 角形 与 
全 Bo Co 位 似 ( 以 H 为 位 似 中 心 ), 所 以 过 HH Hi=ZHA do = 90?, 这 里 Ho ,页 分 别 是 从 A Bo Co 和 
和 A4i Bi Ci 的 垂 心 .所 以 ,只 需 证 明 人 ABC 的 外 心 为 线段 HH 的 中 点 ,事实 上 ,利用 A4BC 关于 其 重 
心 G6, 以 -2 为 位 似 比 ,所 得 的 位 似 图 形 为 人 ho Bo Cu ,可知 有 态 = - 2 3 入 ,而 由 性 质 4( 欧 拉线 ) 可 知 
及 = -2 入 ,于 是 0 也 = -人 ,所 以 0 为 HH 的 中 点 . 


习题 B 
1. 设 直 的 延长 线 交 @O0O 于 D, 交 BC 于 FF, 连 0D 交 BC 于 E. 显 然 4,6, 上 5 共 线 . 
易 证 4, 上 及 ,0,N 四 点 共 圆 且 04 的 中 点 P 必 是 入 AWW 的 外 心 . 连 玉 , Of, 由 内 心性 质 知 应 = DB = 


pC .由 托 勒 迷 定理 ,有 4B: BC + 4AC: DB = AD* BC, 即 DI(AB + AC) = 4D- BC, 从 而 4 = 各 - 


28C _ 2, 亦 即 1 为 4D 的 中 点 ,所 以 01 | 4D. 在 Rt 人 CAO 中 , P1= 方 04, 故 1 在 从 AMN 的 外 接 圆 上 . 
易 证 Pi/ OD, 有 0D | BC ,PW PI BC. 
AG AT AB+ AC AG 
又 于 =2, 而 二 = 人 pe 一 = = FE ,从 而 有 BA EF, 即 G1A BC, 于 是 GILPI, 故 Gf 与 OP 必 相 
切 . 
2. 车 从 ABC 是 等 边 的 (点 0 与 1 重合 ), 则 结论 显然 成 立 . 今 设 点 和 在 点 了 与 C 之 间 . 作 高 CE, 则 
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人 BIB=90- 方 人 4BC, 人 ODB=90 -人 4BC, 故 01B + 0DB = 180p, 因 此 ,有 ,7 0,D 四 点 共 加 


于 是 一 IDB = 10B( 同 为 妇 所 对 的 图 周 角 ). 又 人 10B = 孝 刀 40B= ACB ,于 是 /1DB = LACB, 所 


IID/ AC. 
当 点 了 在 0 与 C 之 间 时 ,证 法 同 前 . 
3. 设 招 =c,C4=b,BC= a, 设 半径 为 的 内 切 圆 与 人 ABC 的 边 BC, C4, AB 分 别 切 于 点 D, EE， 
2~1 
2 


F, 则 站 = 2-1 ,所 以 = (a+c— 6b). 


位 十 万 = 


由 /208 = 4B - AC 以 及 欧 拉 定理 OP = 所 -2(R 为 人 ABC 的 外 接 圆 半 径 ), 有 2( 六 -2Rr)= 
(ec-6), 即 2R -2W2-1)(ate-b)R=(c- 6b}. 将 a =2R*sin4,b =2R'sinB, c=2R:sinC 代 人 


上 式 ,化 简 得 2- 2W2 - 1) (jsinA + 2sinC - 2sinB) = (2sinC ~ 2sinBY, 即 1-205- 0.[sn4+ ( 弃 . 
sin4 + 这 com4) - ly 2[( 当 an4+ 友 oed)- 这 了 , 亦 即 2sin4， cosA + /2—2)°sind -2eos4+G -TI) = 
0, 亦 即 (W2sin4 - 1).[V2ooa4 - W2_-1)] = 0, 则 sin4 = 类 或 oo4= 工 (2 -2). 由 cos4 = 方 (2- V2)， 


求 得 sin4 = 二 V4.5-2, 故 ginA = 如 或 了 V4-2. 

4. 设 4BCDE 是 加 0 的 一 个 内 接 五 边 形 ,6 为 人 ABC 的 内 心 ,P 是 DE 的 中 点 , 作 GOLDE 于 0. 
在 直线 GO 上 取 一 点 五, 使 磅 =- 拖 仿 , 则 0 = 信 + 信 = 寺 ( 习 +O6+ 芝 )+ 手 仿 = 计 (Oi+ 
OB+ ro + oF). 

由 此 可 知 , 满 足 条 件 坎 = 二 ( 破 + 态 + 芭 + 访 + 矿 ) 的 唯一 的 点 万 在 直线 CO 上 . 同 理 , 可 以 


证 明 点 也 在 另外 的 九条 直线 上 . 
注 : 题 中 1 点 即 为 圆 内 接 五 边 形 的 “ 垂 心 ”. 在 圆 内 接 五 边 形 中 ,由 任意 三 三 顶点 构成 的 三 角形 的 


重心 到 图 内 接 五 边 形 的 “ 季 心 "的 距离 ,等 于 外 心 到 “对 边 "距离 的 3 


第 十 八 章 ”几何 变换 的 性 质 及 应 用 
习题 A z 

1. 车 C 与 0 重合 , 则 结论 显然 成 立 . 今 设 C 与 0 不 重合 ,将 半圆 以 直径 为 轴 , 对 称 变换 成 整 贺 ， 
设 KR ,为 K,M 关于 4B 的 对 称 点 , 则 KR ,CMM 共 线 ,K,C, 用 也 共 线 .人 KCM 荆 ( 人 + 元 矿 ) - 
一 KOM. 故 天 CO,M 共 辐 . 


2. 等 爵 入 48C 的 外 心 0 在 顶 角 平分 线 上 ,而 顶 角 平分 线 又 是 人 ABC 的 对 称 轴 , 以 40 为 轴 作 
全 A408 的 对 称 公 AOR, 则 004 = 一 OKR4 40O = AR. 
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入 百 言 芝 于 具 虱 流 油 全 和 江 闻 O 


浇 百 说 居 层 所 性 江 对 同 永 焉 CO 


由 4B= AC, 有 CR= AR- AC= AQ- AB= BQO= AP. 连 0C,0P, 设 0M 是 等 腰 入 0O4C 的 对 称 轴 ， 
则 OM 垂直 平分 4C( 几 为 垂 足 ). 于 是 MR = MC + CR = M4 + 4P = MP, 从 而 全 OMR 与 翁 OMP 关于 
OM 为 轴 对 称 , 所 以 OP4 = OR4 ,又 已 证 人 OR = 004, 所 以 人 OP4 = 004, 故 0,4,P,Q 四 点 
共 圆 . 

3. 设 直线 4B 与 1 的 交点 为 已 ,过 己 作 直线 m | 4B ,分别 作 出 4,B 关于 ! 的 对 称 点 41,B,, 则 4 ， 
BI 在 m 上 . 连 4B, 交 ! 于 C, 则 CC 点 为 所 求 . 设 CB, 04 与 圆 的 交点 为 E,D .由 对 称 性 ,知人 Al BI C= 
LABC.LCDE= /ABC,PB, /AB C= /CDE, DC/ m,Mm DEL AB. z 

4. 将 入 ABP, 绕 和 点 逆 时 针 旋 转 全 ACP,' 处 ,使 4B 重合 于 AC. 因 AP,C+ AP.'C = 180?, 故 4， 
P;,C,P' 共 圆 . 设 4C, PP.' 交 于 DD 点 .由 和信 AP.DwAACP,wAP'CD, 知 APi = AD: AC, PC: PC= 
DC: AC, 于 是 mi = APi + BP,* PC= (AD+ DC)* 4C=4C =4, 故 m+ ms + "+ mim = 400. 

5. 易 知 ABD = 一 4CD = 90? .分 别 过 P,03 引 开 , MN 垂直 于 BE 交 BE 于 KK,N, 交 CF 于 L,M. 显 

Kp _ BP BP _CP 


然 ,它们 也 垂直 于 CF, MN = 三 .由 全 BKPwA4EB, BF = ap1 人 ABPO 人 DCP,45 = Pe; 人 人 PCL" 
te _F KP FL nkP BE BE _ My 一 
人 CDF, FC = CF 了 是 BE = CF' 旭 pr = CF- 关 今 BOEw 人 FQC, 有 GF = 08( 相 似 三 角形 对 应 商 的 


比 等 于 相似 比 ), 于 是 秀 = 她, 故 千 +1= 基 +1, 即 铬 = 扩 , 故 PL= ON. 因 此 POL4D. 


注 : 此 题 中 , 若 P 为 直线 4B 与 DC 的 变 点 ,可 类 似 证 明 ,得 到 PO_| 4AD. 
6. 设 这 两 个 等 圆 的 对 称 中 心 为 0. 从 0 引出 的 两 条 射线 分 别 交 图 周 于 4) , 4, 及 B,,B,, 如 图 


18 -19 所 示 . 又 4s,Bs 及 B 分 别 是 B ,4 及 hs 关于 0 点 的 对 称 点 ,由 对 称 性 知 包 BB = 4 丰 , 从 而 
di 4 =ABBb,MA, A,B, = B,B, 4 ,所 以 A ,Bl , A, , B» 四 点 共 圆 . 


图 18- 19 


对 于 右 图 情形 ,有 4 和 过 B;h. ,从 而 友和 4 4 三 ~ B,B. B, .NM A A B, = L80? — -AsA, A , 因 
此 ,BB B+ 机 机 Bi =1802, 故 4,B,B; ,4 四 点 共 圆 . 


7. 由 MNA/ 外 ,有 MNO = OLK, /NMO = LKO, 从 而 和信 ONM A OLK,， 即 有 ZK = 2 .又 


考 0MD = OKB, 玫 OND = O01B, 因 此 OMDN 和 OKBL 关于 0 点 为 中 心 位 似 , 所 以 点 D,0,8 在 一 
直线 上 ,结论 证 毕 ， z 

注 : 题 中 条 件 AM | NL 可 省 略 ; 当 4BCD 为 平行 四 边 形 时 结论 亦 成 立 . 

8. 以 C 为 位 伏 中 心 ,2 为 位 似 比 作 位 似 变换 , 则 5~r B, 一 4. 四边形 ECFM 的 外 接 圈 变 为 
和 4BC 的 外 接 圆 ,并 且 点 形变 为 点 6 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 .由 CM: MD =2:1, CW = MG, 知 MD = D6 = 
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光大 红 失 | 和 


2 
方 ' 亦 即 AB=3/3n. 


9. 由 态 = 起 知 ANBK 二 4B, NK 互相 平分 于 点 P, 从 而 CP 
PA, CD =Y3PA 及 PM NP, PM =y3NP. 

今 以 P 了 点 为 中 心 , 先 作 按 顺 时 针 方 向 旋转 90? 的 变换 ,再 作 位 似 比 为 /43 的 位 似 变换 ,于 是 4 点 变 
为 C 感 ,NN 点 变 为 MM 点 ,从 而 线段 AN 变 为 线段 CW. 因此 AN| CM 日 CM =Y34N. 

10. 设 公 ADE 在 旋转 过 程 中 的 任 一 位 置 如 图 18 - 5. 考虑 这 样 两 个 位 似 旋 转变 换 ; S( E,45° VI1) 


和 5( C,45, 痉 ) .在 前 一 个 变换 下 ,点 万 变 到 4 ,BC 的 中 点 所 变 到 1 .在 第 二 个 变换 下 ,点 4 变 到 点 


3 .由 相交 纺 定 理 及 BD = DA, 有 BD: D4 = CD' DPC, 即 BD? = n*3 , 即 BD = 一 


B, 点 及 变 到 条 .因此 M 是 两 个 变换 的 复合 的 不 变 点 .由 于 S( 尼 ,4 .8(C,45 好 ) - SC 90 


1 .在 这 个 复合 变换 下 点 DD 变 到 8B, 所 以 人 DMB =90*. 又 DM = BM, 由 此 即 证 得 命题 成 立 . 
11. 由 于 要 证 明 的 两 角 在 两 个 三 角形 中 , 且 题 设 中 有 线段 的 比 内 分 不 在 一 条 直线 上 两 线段 ,条 件 
CD 


H(B,——) H(D, = ) 
较 分 散 , 须 作 辅助 线 将 条 件 集中 .不 妨 连 BD, 则 C 一 人 + 外 ,4 B+ 名 | 和 个 设 
AB €D 
D H(B, B+ Ch Cp’ P 则 2P AB DP _ H(D, B+ ep) 
站 B+ cD(*) m9 E 


pa 第 , 则 入 = eee 
H(E, Ee ) 
12. 设 直线 060 交 4 于 忆 ， 交 本 于 已 作 位 似 变换 : 4, 8， 人 PpP, 0;A,B,F 


H(C, 全) H(D,28) 
O,P,G:A,B,F 


习题 B 
] ， 连 AV. ; AD; , BO 了 CD , DO,, EO,, FO, , 易 知 A0, DO 为 平行 四 边 形 , 即 人 也 AO, . 同 理 , 有 


0;E 2 BO, ,OsF CD .于 是 ,分 别 将 @ 0,, 0, 平移 使 之 与 0, 重合 . 设 (0 


OO 
EF #4, 0,D' 共 线 , 8B, 01, EF 共 线 , C0', 0,, Fr 闪 线 ， 由 此 即 知 A0,B+ 


LCOD+AEOF= /A0B+ALACOD + 过 下 四 有 =180*. 即 证 . . 
2. 将 全 41 BiC 绕 4 点 旋转 a 角 到 和 人 4LPC 的 位 置 ,使 4GC/WAB, 则 GE=CE + 4 。 
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彤 也 半 产 属 丘 性 淮 直 同和 洲 粳 O 


次 本 言 二 亚 姓 必 攻 沽 四 和 江 业 O 


aing, BID= BD - 4 Bisina ,于 是 用 F* BC+ BD:AC+ CE-AB= AIF:BC+(BD - ABsina). 
ee BD*AC+ CE :AB+(A CAB- AB AC):sina. 


人 4BCo 人 人 Ah BiC1, 有 x 入 号 4C 即 4Ci. 妇 -4Bi.4C=0. 又 因为 画 太 = 和 玉民 C =AE, 


从 而 A F:BC+ BD:AC+ CE .AB= A FBC+AD':AC+ A EAB=2Samwc (其 中 CEL AB 于 
EF,AF | ABF 于 EF,ADLACFTD,BD J]ACTFTD). 
3.(1) 由 /ADB = ACB+ CAD+ CBD,NA CAD+ CBD = %. 
将 也 .下 旋转 90p 到 下, 则 由 一 4DB = CAD + 人 CBD + 一 4CB 及 已 知人 4DB = 人 4CB + 90 知 


CBE=%0- /CBD= /CAD. 又 做 = 表 = 条 ( 轩 AC* BD = AD: BC}), 和 A BCEW A ACD ,从 而 和 = 全 ， 


了 ACD= BCE, 则 ACB = 一 DCE ,于 是 义 有 从 ABC" 人 DEC， 即 有 能 - 个 ， 而 BE =v2 BD, WY 45. 


CD = 4CVIBD, 故 生 -5 =y/2. 


(2) 入 ACD 的 外 接 圆 在 C 点 的 切线 与 CD 夹 角 等 于 一 C4D( 弦 切 角 与 圆周 角 ) ,他 BCD 的 外 接 圆 在 
C 点 的 切线 与 CD 夹 角 等 于 CBD, 且 两 切线 在 CD 不 同 侧 , 故 它们 的 夹 角 等 于 CC4D + 和 CBD = 
907, 即 两 切线 互相 垂直 . 

4. 若 证 明 类 似 结论 :对 于 以 B 为 位 似 中 心 ,与 以 酌 为 直径 的 圆 位 似 的 圆 也 有 类 似 的 性 质 , 则 原 
命题 的 结论 即 可 成 立 . 

设 入 ABC 的 三 条 高 4W , BK， CL 相交 于 点 可 ， 则 以 BH 为 直径 的 0 与 以 BK 为 直径 的 图 位 似 , 且 
0 过 点 于,L. 由 OM= OM, 有 OMB = 人 0BM = 0 -ACB. 

设 入 为 AC 的 中 点 , 连 MN, 则 AMN = 人 MAN =9 -ACB, 从 而 人 AMN = 人 OMB. 于 是 人 OMN = 
/OMA+ AMN = 了 OMA+ 人 OMB = 人 AMB =90, 所 以 MN 是 日 0 的 切线 . 

同 理 可 证 LN 也 是 信 0 的 切线 . 

由 位 似 图 形 性 质 的 对 称 性 ,以 BK 为 直径 的 图 也 有 同样 的 性 质 ， 

5. 将 全 BCB' 沿 PE 平移 至 A EFC, 那 么 以 DD 为 中 心 ,位 似 比 为 2, 将 BC, BC 和 4 的 中 点 变 到 
E,C 到 4 .由 图 形 的 对 称 性 可 知 EC = G4, 和 BCB = 人 C4D = 人 BCA, 所 以 BC | 54, 从 而 BM 上 EF. 


/AEG = 方 (180 -2 人 FEC) ( 因 EA | 区) = 三 人 PFC ( 因 EF= BC= BC= CF) 


= 方 人 BCB' = 二 ChC4' ( 因 一 BCB' + BCA= LACA' + LBCA) 


= AEA' ( 因 已,4, 汪 在 以 C 为 圆心 的 同一 圆 上 让 . 

所 以 EE,C,4' 共 线 , 因 而 在 上 述 位 似 变 换 下 ,它们 的 原 象 : BC 的 中 点 , B'C 的 中 点 , DA’ 的 中 后 也 
共 线 . ; 
6. 设 电 为 人 ABC 的 重心 ,由 人 BAH= 和 人 BCH= 人 CBiH=90, 知 4,B,Ci,H 和 4,,C,B,,H 

分 别 四 点 共 圆 .因此 ,一 BC = 一 BBC = BHC= 人 BAC, 从 而 CAH=0% -人 BAC = 
9P- 了 BAC= 人 BiA1H, 即 41 映 平分 人 BiAhiCl. 同 理 , BH, C,H 也 平分 人 Al BC Ad Gi, 故 
和 是 全 4 B,C, 的 内 心 (此 可 由 垂 心性 质 直 接 得 正 为 其 内 心 ) .从 而 HH 也 是 全 4, Bs C; 的 外 心 . 


由 hi B,, Al C: 分 别 是 入 4 BC 内 切 圆 的 切线 , B,H, C,H 分 别 是 内 切 圆 的 半径 ,所 以 4 B, = 
4 Ca 及 下 = CH, 从 而 4181 BC, 但 41HL BC, 从 而 B,C,/ BC. 同 理 ,4, 8B, NA4B ,4 CH AC. 

由 于 全 4BC 与 公 4, 8, C; 的 边 对 应 平行 ,因此 它们 是 位 似 形 .于 是 这 两 个 三 角形 的 欧 拉 线 ( 对 应 
的 线 ) 或 者 平行 或 者 重合 .由 于 公 ABC 的 重心 即 人 4: B,C; 的 外 心 ,而 这 一 点 分 别 在 这 两 个 三 角形 的 
欧 拉线 上 ,所 以 这 两 个 三 角形 的 攀 拉 线 重 合 . 

7. 过 点 4 引 AKA/ CB, 交 圆 $ 于 点 天 ,延长 KD , 交 图 $ 于 点 户 . 现 证 明 :对 每 一 个 符合 条 件 的 点 
及 ,点 P 卫 和 P, 重合 . 


(这 当 点 Nz Po 时 , 设 点 N 在 BoB( CP,) 内 ,由 4,K,N, Ps 共 圆 ,知人 ANP, 与 一 4KP, 相等 ( 相 
补 ), 由 CB// AK, 有 MDPo = AKPo, 则 MNPo 与 人 MDP。 相等 ( 相 补 ), 因 此 , M,D,N， Po 共 贺 ， 
P=P. 

(让 当 点 N= Po 时 ,以 点 Po 为 位 似 中 心 , 将 点 天 变 为 点 万 ,直线 4P, 变换 为 自身 .由 CB/ AK， 
所 以 线段 4K 变换 为 线段 MD, 即 点 4 变换 为 点 M, 于 是 圆 5 就 变换 为 三 角形 NMD 的 外 接 贺 ,因为 P， 
为 位 似 中 心 ,所 以 这 两 圆 只 有 一 个 公共 点 ,P= P，. 

所 以 ,所 要 求 的 点 MM 的 位 置 应 是 点 P, 在 BC 的 射影 .因为 二 4 是 锐角 ,所 以 该 射影 在 线段 BC 
内 .又 因为 人 KDC > 人 KBC = 人 4CB, 所 以 KDC 为 钝 角 , 故 点 Po 在 BC 上 的 射影 不 会 与 点 DD 重合. 

8. 题 中 条 件 及 结论 均 满足 伸缩 变换 的 不 变 特性 . 设 4B 中 点 为 R, 将 人 AMR 变换 为 以 及 为 直角 
顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,建立 仿 射 坐标 系 , M(0,0) .可 设 4(2,2),R(2,0),B(2, -2),C(- a, -2). 
D(a,2), 则 P(1,1),Q(1, -1). 由 直线 DP:y-1= 2 (x -1 和 CO:y+1= 二 (xz - 1) 的 


方程 联 立 , 解 得 N(2- @,- a), 点 NN 在 个 ABM 之 外 的 充 要 条 件 是 ， 
Xn EE XR 了 二 =<2 


1 2 
Yr EX 1 -2a 1< osle 可 < 7 Sj <3< 所 8C1 志 3 结论 获 证 . 
-x ~aa -2 


> 攻 A4F_ a AE 20_ a 
9. 可 设 4F = a,4AE=2a, 则 4 = 1I6’:AB 12 6° 


再 将 公 4BC 变换 成 直角 三 角形 ,建立 仿 射 坐标 系 , 设 8(6,0)， C(t0,16), A(0,0), 册 EF(Ca,0), 
F(0,0)，M(3,8). 由 直线 4M:y = -3 4, 直线 EF: z+ y= e 的 方程 联 立 , 解 得 C(39,39), 帮 2&6 - 


10. 要 证 三 点 共 线 ,车 能 证 其 中 两 点 是 以 第 三 点 为 位 似 中 心 的 一 对 对 应 点 即 可 . 易 知 和 人 0, 0, 0， 
0 人 人 486C. 又 40 80:,C0 分 别 为 4, 一 下 ,一 C 的 平分 线 , 应 交 于 一 点 , 即 作 ABC 的 内 心 1 ,因此 了 
是 人 4ABC 与 0 0: 0 的 位 似 中 心 .又 00 = 00, = 00,, 即 @ 为 全 0,0,0, 的 外 心 , 且 0 为 人 ABC 
的 外 心 , 由 此 即 证 ， 


亡 本 全 富 导 -二 居 洋 沁 则 讲 辣 吕 


11 由 Mi jl 4441 ,希望 有 S SA 44 .由 题 设 ,7T 与 S ,7 与 开 都 关于 有 4B 对 称 , 则 TBD= | 2 
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禾 盏 人 讲 王 层 二 和 怀 洋 渤 上 伍 入 疾 O 


"和 和 N ,其 数值 为 2a ,因此 该 梯形 的 中 位 线 经 过 w 的 圆心 ,但 KW 的 中 点 与 BC 的 中 点 重合 ( 因 三 角形 


寺 人 .又 与 54,7 与 7 关于 hsB; 对 称 , 则 久 区 = 天台 , 于 是 11 515,, 故 5, 5;// 424. 
同 理 , S$, 83// 43 A;, S535/ 4 4 ， 

有 hy. 于 是 全 MM Ms 和 公 515,5， 的 对 应 边 两 两 平 
行 , 放 这 两 三 角形 或 全 等 或 位 似 .由 于 全 $15,5; 内 接 于 内 切 圆 1, 而 全 MM MM 内 接 于 九 点 圆 , 且 
入 A, hs 4; 为 不 规则 三 角形 , 故 内 切 圆 与 九 点 圆 不 重合 ,从 而 全 51 5,5 与 会 加 MM 位 似 .这 就 证 明 
if 5S1 ,有 52 ,M3 S; 共 点 于 位 似 中 心 ， 

12. 由 对 称 性 , 知 01 ,0; ,MM ,Mi 共 线 .延长 0 0; 与 Pi P, 相交 于 P., 取 P 点 为 反 演 中 心 , 反 演 
霉 = PP ,PP, , 则 圆 CG 与 C; 互 为 反 形 . 因 4 为 两 圆 的 交点 ,所 以 4 的 反 点 仍 为 4, 即 PA* =. 

OPP=APBWM0=%0,Yy0,,P,,P, ,时 共 圆 , 即 PO,: PM = PP PP,= 上 = P4 , 亦 即 
直线 Ph 与 昌 01 MA 相 切 , 故 一 4D M, = 一 Pd . 山 

同 理 , 一 0: Mi Pi = 人 PiP;0;=90, 故 AM 0; = 人 P40,.@ 

由 加 - @ 得 0,AM) = 到 0,AM;, 即 0140, = MAM;. 

13. 以 已 为 圆心 ,过 GC ,C; 的 切 点 作 图 C, ,可 知 圆 C; 分 别 与 Ci , Cz 直 交 (交点 处 切线 垂直 ) , 设 
Ci 与 0; 的 两 条 公 切 线 为 ,42(4i ,4 不 过 C1, C; 的 切 点 ). 

作 图 形 关于 6, 的 反 演 , 圆 C, 和 C; 因 与 C; 直 交 而 保持 不 变 , 4 ,六 分 别 交 成 图 B,, 8B, , 且 均 通 
过 反 演 中 心 P, 因 ,4 与 C1 ,Gi 相 切 ,所 以 ,Bi,B, 亦 与 这 两 个 圆 相 切 . 

8B, ,B, 是 具有 上 述 性 质 的 仅 有 两 个 圆 ,车 还 有 另外 一 个 图 通过 关于 Cs 的 反 演 ,可 得 到 三 条 Cl， 
C, 的 公 切 线 , 且 均 不 是 根 轴 , 这 是 不 可 能 的 , 故 B, , B 即 为 所 求 . 

14. 首先 考察 点 0 和 B, 分 别 位 于 直线 BK 的 两 侧 , 点 P 和 8B, 分 别 位 于 直线 BM 的 两 侧 的 情形 
(其 余 情 形 可 作 类 似 讨论 ) .直线 OK 与 PM 相交 于 点 入 ,因此 点 9 和 已 分 别 是 点 天 和 形 在 以 六 为 中 
心 的 位 似 变换 之 下 的 象 (切线 变 为 与 自己 平行 的 、. 切 点 在 驶 的 中 点 的 切线 ), 从 而 一 NoB + NPB = 
180° ,并 且 亦 有 二 ;5+ 一 KO3 = 180p 和 一 NBB+ 一 HPB= 180°, 因 此 ,KB B+ 人 MB B = 180?， 
亦 即 点 B, 位 于 直线 KM 之 上 .进而 ,二 BOB = BKB, = 一 KWM= 一 BiHMHB=BIP. 又 因 一 0OBP+ 
ONP = 180* , 故 知 在 四 边 形 BPB, 0 中 ,一 组 对 角 相 等 , 且 两 个 邻 角 之 和 为 180? ,因此 , BPB, C 为 平 
行 四 边 形 . 

15. 为 确定 起 见 , 设 点 0 在 线段 48 延长 线 上 8B 的 外 侧 .将 了 与 圆 w 的 交点 记 作 P 和 0Q, 将 边 
BC 和 AD 与 w 的 切 点 分 别 记 作 半 和 六 .过 点 P, 0 分 别 作 w 的 切线 1 和 上 ,将 切线 1 (或 4) 与 弦 PQ 
的 夹 角 记 为 a. 

在 以 0 为 中 心 ,将 m 变 为 w 的 位 似 变 换 下 ,过 点 下 的 切线 BC 变 为 ,再 将 om 变 为 w 的 位 似 
变换 下 ,直线 4D 变 为 4 . 故 知 BC ,4DA ,及 人 LKC = KID=a. 叉 由 攻 与 切线 之 夹 角 关系 式 知 


BMN = ANM .由 此 可 知 四 边 形 KILNM 为 等 腰 梯 形 , 因 而 PO/MN, 它 们 在 mw。 上 截击 相等 的 弧 PO 


的 边 与 内 切 圆 的 切 点 同 它 与 旁 切 圆 的 切 点 关于 边 的 中 点 对 称 ). 同 时 , LN 的 中 点 也 与 4D 的 中 点 重 
合 . 故 结论 获 证 . 


Ad84 


第 十 九 章 ”空间 射影 图 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 设 B, M,C,P， No 在 过 4 与 Po 平行 的 直线 上 的 射影 即 证 . 

2. 分 别 设 4, 8,C,P 在 对 边 上 的 射影 即 证 ， 

3. 设 P,4 在 08 所 在 直线 上 的 射影 为 K,D, 设 0,8 在 04 所 在 直线 上 射影 为 7,C, 所 求 办 迹 为 
线段 CD. 


_00_ 
人 


5. 找 CIB,4C 在 面 488 4 内 的 射影 ， 


6. 利用 性 质 8, 求 得 截面 面积 为 28 w 34， 
7. 过 D 作 平 面 a 的 垂 线 交 a 于 豆 , 由 a/B,ABLa, 得 DH 4B., 连 AH, HC ,在 Rt 人 DHC 中 ， 
DH= 12, DC = 13, DH | HC, 从 而 HC=5, AH = 5,./ HCA = 60. 


显然 在 a。 上 的 射影 为 4,F 在 a。 上 的 射影 为 CH 的 三 等 分 点 P, 即 CP= 本 CH = 互利 用 余下 
定理 , 求 得 4P = 与/ 了- 故 EF = -3V7. 
8. 设 人 DCA = 0 ,一 ECB= 0,, 人 DCE = 0, 所 求 二 面 角 为 9. 由 sing, = 二 ,sing, = 了 之 及 9=60, 由 


性 质 9 的 推论 1, 求 得 szzp = 全 , 故 平面 CDE 与 平面 4BC 所 成 的 二 面 角 为 mcsin 之. 
9. 由 题 设 知人 1B ,一 CC 分 别 是 4 C， AE 与 底面 4 BC 所 成 的 角 , 一 有 4 Ci 为 
EA C 在 平面 4， Bl Ci 上 的 射影 . 设 玫 4 B, 一 六 ,A CA Gl 至 0, ,BA, Gi = ,全 EB, : BB 过 k， 


则 eng = 不 遍 = 二 ;= vtanb; = 1 显然 <=607. 由 性 质 9 的 推论 2, 有 tmp45 = (已 +1- 有 /入 )， 


即 4 到 一 4 大 二 1 = 0, 亦 即 # = 二 ,从 而 BE = EB . 故 当 点 EE 为 BB 的 中 点 时 ,平面 4 EC 与 平面 
A BC 所 成 的 二 面 角 为 45°. 

10. 过 R 作 平面 48CD 的 垂 线 , 则 垂 足 尼 在 线段 CD 内 ,上 且 CR' =1. 

由 于 入 4R'B 是 入 PRO 在 平面 4BCD 上 的 射影 ,又 可 求 得 Same = 二 AB? = 了 ,PO=VI0, PR 


MY 
> = 


V14,QR = V14, 等 厦 人 PQR 底 边 上 的 高 为 之 外 ,有 Sm = 十 VE. 于 是 cosa - 


whe 


1 /5 . 故 a = arccos 人 5 为 所 求 . 


习题 B 
1, 设 二 面 角 4~ DC-B8,A-DB-_-C,A- BC-D 的 大 小 分 别 为 ,8,7, 而 二 面 角 C -48B-D， 
B88- AC-D,C- 4D- 8 的 大 小 分 别 为 x,y,z. 由 性 质 8, 有 


Sa pry 三 Sa cp * COSO + a "cosB + Sa ge "COBY ， 


OO 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
几 
何 
问 
题 


离 百 言 尖 导 下心 疙 沽 加 入 上 旺 O 


结合 题目 和 条件, 有 cosa + cos8 + cosy = 1 . 
同 理 可 证 如 下 等 式 :eosx + cosy + cosy = 1,cosx + cos 有 + c0sz = 1 ,cosa + cosy + C082 = 1. 
注意 到 a,8,7,x,y,z 都 属于 区 间 (0,x), 由 上 述 等 式 可 得 cosa = cosx ,cos 有 = c087 ,co8sy = c083， 


从 而 a=x,B=7Y,7Y=z. 
利用 y= z, 过 4 作 面 BCD 的 重 线 刀 , 过 已 作 BF 上 4C,P 为 重 足 , 则 48E = 7. 类 似 地 作出 
BoH:= 2. 

由 于 Wi acp = 地 4AE: Sa pen » Va acp =BH Sa .结合 Wi aco = Weicw ;以 及 Sapcp = Saacp ,可 
知 AE = BH, 而 AE = AF siny, BH = BGsinz,Y = z, 故 AF = BC. 

再 利用 Sa Apc = 方 4F: BGC, Sa co = 地 BG*AD, Soe = Sa mp ,可 得 BC = 4D. 类 似 可 证 AB = CD, 
AC = BD. 

2. 由 题 设 条 件 知 EE 为 SC 的 中 点 ,$B = BC, 可 知 BE SC. 结合 DE.L SC, 可 知 SC 上 面 BDE .这 
表明 人 入 BDE 是 人 BDC 在 平面 BDE 上 的 射影 . 设 所 求 的 二 面 角 的 度数 为 <, 则 由 性 质 8, 有 Seaog = 


Sa ppc * CDaC . 


由 SC| 面 BDE 及 SE = EC, 可 知 从 .mos = Ve- oo , 即 Vo- aos = 计 SE* Saeoe .注意 到 S4 上 面 ABC， 
为 5C 的 中 点 ,可 知 点 到 面 BCD 的 高 等 于 二 84. 于 是 Ve_ gp = 方 "六 仙 "Soe ,而 Ka = 


Ve. go ,所 以 填 SE* Sasos = 吝 " 54* Saoc ; 训 ooaa = 3 = 了 = SC 
由 条 件 4 面 48C, 故 S4.| BC. 结 合 BC 上 4B, 可 知 BC 面 S4B, 从 而 BC.| 4B, 于 是 SC = 
V25B =Y2(/254) =284, 故 cea = 方 , 即 a=30. 


3. 过 P 作 PO| 面 48CD, 过 C 作 CFLDP, 设 正方 形 4BCD 的 边 长 为 a, 侧 楼 长 PC = 6b. 
注意 到 和 A CPF 与 AhPF 中 ,PC = P4 ,PF 公用 ,和 FP4 = 人 CPF, 则 人 CPF 人 APF. 叉 CFLPD， 


可 知 FLDP, 则 和 4FC = B, 从 而 oe =1- -Es. 
2 a 


2 
于 是 cos8=1- z= - -cos a = 也 -2 故 coa8= - cod a 


第 二 十 章 ”空间 向 量 法 及 应 用 
习题 A 


1. 选 B. 理 由 :由 让 与 荡 形 成 的 平行 四 边 形 的 面积 为 1 请 1.11.sin60P = 这 , 若 过 点 C 作 CE 儿 


AB , 则 Secos = 十 . 壮 = 六 = 一 , 且 以 全 CDE 为 底面 , BC 为 侧 棱 作 的 棱柱 4BF - ECD 的 体积 为 ac 的 3 


倍 ， 而 War- Eon = SAcpE ， 2= 己 , 故 Vow = 二 


2. 选 A. 理 由 : 因 ABi + CD -3+12 =130=7+9 -= BG + DA. 

由 意 + 或 + 而 + 斋 泊 ,得 目 + 十 = -(BC+ DM)， 两 边 平方 得 由. CD = BC 
-让 , 己 , 于 是 蓄 . 栈 =- (机 + 杞 )( 了 天 + 而 )=( 丰 + 柜 + 矶 )- 瑟 + 外 : 动 
=0. 

故 丰 : 肪 只 有 一 个 值 0. 

3, 选 A. 理 由 :如 图 20 - 16, 设 18CT7 =TC4T =1CG1 = a, 由 人 BCA = 90" 一 B 


18,1D11 = 好 ol 六 1= 训 a,1B1= 富 4, 又 设 向量 BW 与 8 的 夹 角 为 0. 
因 BD. AF = (BB + BBD) + hE)= BB AM + BRAF + BD,. 


eS 
汉 
计 
郊 功 说 三 垩 于 眉 泣 让 司 站 交 o 


4 + BD hd 让. 
由 向 量 B /MM 且 同 向 , BB LA 记 , BD | AMM=B .AM =a, BB: 6 
AF=BD:A=0. 图 20-16 
而 B,D -A [BD 1: | 而 记 1eos135* = 如 x 二 x(- 2)o = -六 
3 


Re 5 1 


4. 如 图 20-17, 因 A 不计 = (A 办 + 而 访 )( 轴 人 + 也 调 ) = - 太 、 AC + 
FT 
由 向 量 达 了 丰富 , 达 ] 局 府 且 反 向 ,丰硕 上 6 衣 一 和布 C=0, 反 1 


GAR 1G loostsP /Ext x (1) = -3, 于 .站 =0， 
又 由 ABC=30p ,AhCB=9p,BC=1 一 由 .机 =14 记 1.14CTeos30 
-2xyV3x 间 =3, 故 太 . 而 商 =0-3+3+0, 所 以 瑚 上 看 音 . 
5. 奶 . 或 = ( 遍 + 误 ).( 志 + 瑟 ) = 起 .让 + 矶 .下 + 忠 .号 + 下 . 厌 ， 
因为 遍 . 而 -= -2 , 遍 . 蕊 = 方 oeos60p = 了 0 ,这 让 = 地 a cos6DP= 二 0， 
蓝 . 态 = 考勤 蓄 = 寺 页.( 屁 - 店 ) = 才 ( 商 .下 - 训 - 丰 ) =0 


所 以 五 .号 = -+ 证 + 让 = - 方 全 ， 
盛 奈 -3 ， 
所 以 cos< 好,S> = EN a) 
a 


灌 下 半 安 村 手心 注 直 同 潍 旺 O 


所 以 异 面 直线 BE 和 SF 所 成 角 为 arocos 所， 
6. 如 图 20- 18, 以 4 为 原点 ,4C 所 在 直线 为 = 轴 ,44, 所 在 直线 为 > 轴 ， 


建立 空间 直角 坐标 系 . 据 题 意 ,有 关 点 的 坐标 为 :A4(0,0,0,),B8( 子 ， 2 0 


A1(0,0W2a),Ci(a,0w/2a); 取 4, Bl 的 中 点 DD, 连结 4D, CD 
因为 C.DL41B., 所 以 C1DL 面 ABB' 4 ， 
4C 与 4D 所 成 的 角 , 即 4C, 与 侧面 48B, 4 所 成 的 角 . 


由 闹 =( 妈 ,- 克 ovio] ,M6=(a,0Wia)， 

i 

故 AC 与 入 所 成 的 角 , 即 4C, 与 侧面 4BB, 4 所 成 的 角 为 30*， 

7. 如 图 20- 19, 取 D 为 原点 , D4, DC, DD, 为 *,yvz 轴 建立 直角 坐标 
系 , 取 正方 体 楼 长 为 2, 则 P(0,0,1), N(1,1,0), M(1,2,1), 0(1,1,2). 

因 PN:O7N= (1,1, -1):(0,1, -1)=2, 

IEN1.1OMI =V3V2 =Y6, 


所 以 PN 与 OM 所 成 的 角 0 满足 seg = TEN LI - 2- 类 
/6 


0 = arccos 3 . 

8. 如 图 20- 20, 以 底面 正方 形 的 中 心 0 为 原点 ,以 平行 于 底 边 的 直线 及 
05 为 x,7,z 轴 建立 直角 坐标 系 , 则 B(2a, -2a,0),D( -2a,2a,0),M( -a， 
- av 14a),Nfe,aw1i4a)， 

因为 胸 =(-a,3a,v I4a) ,Di= (a, -30,v Ilda), 

设 n=(x,y,z) 为 DM 与 BN 公 垂 线 的 一 个 方向 向 量 , 则 由 n= x- 


37 -VBz=0, 芒 :mn=x-3y+Viz=0 得 mn=(3,10)， 图 20- 20 
因为 1 语 = (24,24,0) 所 以 异 面 直线 DM 与 BN 之 间 的 虐 离 4= La 4 104， 


9. 以 瑟 为 原 氮 , BC, B4,BP 分 别 为 *,y,z 轴 建立 直角 坐标 系 , 设 P(0,0,5) , 依 题 意 有 4(0,a， 
0),C(a,0,0), D(a, a,0). 

因 所 = (0,4,-b),PE=(a,0,- 8), 起 =(a,a, -6b), 

设 由 = (x,y,z) 是 面 P4D 的 一 法 向 量 ， 

则 a :所 = Gy 一 bz=0,n, ‘Ph= ax + ay - 如 =0, 解 得 mi = (0,48,a); 

又 设 四 = (x,y,2) 是 面 PCD 的 一 法 向 量 ， 

则 n° PE = ax - bz =0, n° PP = ax+ ay- bz=0, 解 得 n=(- 6b,0,- a); 


因为 mn = -a7 <0, 所 以 cos9 <0, 即 无 论 四 棱锥 的 高 怎样 变化 , 面 PAD 与 面 PCD 所 成 的 二 面 


角 9 恒 大 于 90?. 
10. 建立 如 图 20 -21 的 空间 直角 坐标 票 , 则 D(0,0,0) .41(1,0,1)、B8(1， 


(1,1,0). 
设 平面 EB8D 的 法 向 量 为 n, = (xi ,Yi ,21). 
由 | 过 ,nm, | 过 ,得 y+ 方 z1 =0,x1+ y=0. 
令 x =1, 则 y= -1,z=2, 所 以 ,ni = (1, -~ 1,2). 
设 平面 Al BD 的 法 向 量 为 Rn; = (和 ,入 区 罗 吕 
由 n,_| D4 ,nn, | D8, 得 Ni 十 2 = 人 0, x*2 + 2 三 必 . 
令 x; = 1, 则 Ya 一 到 一 -1 所 以 ,ms = (1,-1,— 1). 
故 nn = 1, -1,2)*:(1,-1,-1)=0, 
因此 mm 故 面 4A, BD | 面 EB8D. 
另 证 设 8 的 中 点 为 0( 寺 ,二 ,0) , 则 OW =( 广 ,~ 方 ,1) ,平面 EBD 的 法 量 为 m = (1, - 1， 
2). 易 知 n=2 04) ,这 说 明 0 与 共 线 , 且 04 C 平 面 4 BD ,所 以 ,04 上 平面 EBD. 故 4, BD | 平 
面 EBD. 


第 二 十 一 章 ”平行 六 面体 的 性 质 及 应 用 


习题 A 
1. 连 4D, ,AC, 设 百 为 04 的 中 点 , 则 0O,E/ D0， ade 所 成 的 角 , 且 
站 | 五 = 一 7 D0. 不 妨 设 正方 体 术 长 为 1, 则 BO = D0 = V AB 401; 人 -WpE - 


V0F+ BO = .在 人 BO1E 中 ,cos 人 BO,E= 为 所 求 . 


2. ee 侧 和 由 条 件 , 设 正方 体 ABCD - A BC D 的 楼 
AB,AC, AD 与 所 给 平面 的 夹 角 相 同 ,可 知 所 给 平面 与 面 BCD 平行 .进一步 , 面 BCD 与 此 正方 体 的 12 
条 棱 的 顽 角 都 相同 ,因而 ,只 需求 出 楼 4D 与 面 BCD 所 成 的 角 .为 此 ,过 4 作 4 | 面 BCD, 上 H 为 在 面 
BCD 上 的 射影 , 连 DH ,就 有 一 4DB = a .注意 到 从 BCD 为 正三 角形 ,可 证 刀 为 ABCD 的 外 心 ,重心 . 设 


正方 体 楼 长 为 =, 则 DH = 这 CD"sin60P = 下 4a, 而 人 AHD =907, 于 是 cosa = eos 人 ADH = 碍 = 全 , 圾 
2 2 arccos ye 


3. 可 以 用 一 个 平面 截 正方 体 得 截面 为 凸 五 边 形 . 设 点 为 正方 体 ABCD - 4 CD 的 楼 BB， 
延长 线 上 一 点 ,使 得 JB = 本 BB，，E 为 41D, 的 中 点 ， 为 414 上 的 点 ,站 = 志 , 则 由 人 BAF 


和食 加 写 呈 从 世 笛 淡 放 右 入 奖 O 


血 下 说 二 瑟 王 尾 淳 洪 加 站 姜 O 


人 CBD 和 EF/ CT 从 而 CE 下 ,7 了 共 面 . 设 此 截面 交 48 于 6, 交 BC 于 H, 连 GH, 则 截面 
CEFGF 为 目 五 边 形 . 

用 一 个 平面 去 截 一 个 正方 体 所 得 截面 不 能 是 一 个 正 五 边 形 .车 截面 可 以 为 一 个 正 五 边 形 , 则 此 
五 边 形 的 五 条 边 分 属于 此 正方 体 的 五 个 不 同 的 面 ,过 相对 的 两 个 面 的 截 线 平行 ,而 正 五 边 形 中 没有 
平行 的 边 .结论 获 证 ， 


4. 由 第 3 题 , 知 截面 交 楼 BB, 的 延长 线 于 /, 则 B= 方 BB, ,可 证 他 = 竺 = 二 ,到 =22- 


村 ,于 是 BC= 己 ,BE5= 地 ,从 而 可 求 得 GH = 所 5 C= P63,EP- lS = 号， ' 故 周 长 
5V5 7V13 
为 和 Ge J 


5. 将 正方 体 PORS - PQ RS 的 各 个 面 依次 展开 ,从 正方 形 POOP 出 发 ,依次 为 PP 0'0， 
doORR ,0 RS'P ,RS SR, S'SPP', PSRO. 从 上 述 展 开 图 可 知 截面 六 边 形 的 周 长 3 A4' ,而 44' = 
V3 了 了 +3 =3V2, 即 证 . 

6. 作出 正方 体 45"8C' - A'SB'C, 则 图 中 三 棱锥 8 - 4BC 符合 题 设 条 件 . 连 $C , 则 EF// S85' ,EF 
与 $4 所 成 的 角 即 为 SS' 与 $4 所 成 的 角 ,而 一 SS4 = 45°, 故 异 面 直线 EF 与 54 成 45° 的 角 . 

7. 将 题 给 直 三 楼 柱 补 成 正方 体 4BPC - 41 Bi PC .分 别 取 BP, CF, 的 中 点 E, 昌 , 连 EF,, CE 


EH, WY BD, // EF, ed 与 CF, 所 成 的 角 . 设 正方 体 楼 长 为 2, 则 EF, = BD, =V5, FH= 
VV GCG 有 EHL CF , 族 cos EPH= 了 -30 为 所 求 


8. 以 正方 体 4BCD 为 底面 , CC 为 棱 , 补 作 长 方 体 48CD - 4'B GD’ .由 BD// 面 EFG, 则 B 到 面 
EFG 的 距离 等 于 直线 BD 到 面 EFC 的 距离 , 即 48CD 的 中 心 0 到 面 EFC 的 距离 . 
过 0O 作 OK1L GH 于 K(HH 为 EF 与 4C 的 交点 ), 则 OK| 面 BFGC, 线 段 OK 是 点 0 到 面 EFC 的 路 


离 .由 题 设 有 CC =2,CH=3V3,0H=W2, 则 CH=V CGTCF -VD 又 扩 = 台 7 , 歼 
OH: GC 2V11 
GH ”1 
9. 作 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 ,使 四 面体 的 棱 成 为 外 接 平 行 六 面体 的 侧面 对 角 线 .由 于 四 面体 
da 设 长 方 体 的 长 . 宽 , 高 分 别 为 ,y,z, 则 由 


人 所 = 


ER 2@ + -Fe), 
X42 = a 2 
{72 y= FV UP+ oa), 
x +r=e 
z= 方 V 2 + -ei). 


而 Vk 考 林 三 Ts Va = 村 了 it# , 玫 Wi (a Fe -+e a)(a+b -ce ). 
10.( 工 ) 作 四 面体 的 外 接 平 行 六 面体 ,使 四 面体 的 棱 成 为 平行 六 面体 的 侧面 对 角 线 . 设 长 度 分 别 
490 


为 mi ,ms 的 线段 成 a 角 , 长 度 为 m; 的 线段 所 在 直线 与 过 相应 对 棱 的 两 平行 平面 成 B& 角 , 则 3V = 


; 3V 
mi * m2 "sina * ma vsin5 , 故 mi 


(IT ) 由 四 面体 重心 定义 , 知 6 将 mi ,ma ,ms 互相 平分 , 设 棱 4.4 的 中 点 为 By ,由 三 角形 中 线 长 
公式 ,有 用 芭 = 二 南 胞 + 村 和 梧 - 于 同 = 权 (十 屋 + 肌 用 ) 一 言 (外 居 - 帮 居 ) -十 吗 . 


同 理 , 4 C = 本 (4 性 十 A, 41 ) 2 言 (4 前 A, A ) -二 咯 ， 


离 瑟 言 关 车 开导 冰 二 全 江上 闻 O 


hCG = 了 (用 + 必 名)- 言 (4 避 - 矶 有) 一 二 喇 ， 
44= 广 ( 妇 忆 + 机 展 ) 一 于 ( 和 局- 44 民 ) -二 喇 . 

于 是 hCG = 二 (有 大 + 三 + 起居 + 本 司 ) - 

同 理 ， hCG = 二 (4 人 + 人 + 人 + is 
AC = 方 (4 A + AAA2 + AA3+ AyAt)— ml. 


故 3 Ch4= 2 Mh -Cmte+m) ,而 m+ m+ mi >3V 9 ;GC = 闻 46:, 由 此 即 


证 . 
( 置 ) 由 斯 特 巨 尔 特定 理 ,有 


A = 读 古 避 + 枉 出 Bs, — 吝 h1 BB 


言 届 居 + 各 (本 在 居 + 二 机 大 一 刀 十 44 民 )- 训 ( 二 4. 久 + 方向 氏 一 雪 二 必用 ) 
= 卫 ( 用 居 + 肌 层 + 有 名 )- 训 (本 避 + 丰 用 二 十 属 )， 

同 理 ,4; C = 本 (4 + 4243+A4z4i) - 训 ( 必 届 + AsAl + A Al ), 
肌 氏 = 本 (外 大 + 四 各 + 用 名 )- 襄 (4 县 + 和 肛 十 慑 )， 
ga ee 

于 是 ,了 4G = 子 ,加 .4.4; - -地 了 44= > 2 ,Ah> RY op. 


ll., 作 长 方 体 4BCD - AlB, CD, ,使 二 4BD， 一 az BBD, = B,CBD, 三 7 , 令 AB = a, BU = 已， 
BB= 


AD vbte b+ BD! -2 2 D i - 于 
(CI) 由 Oe re BB DYE my= Pr = > ,有 


tana ' tanB' tany > Ye 


{{H) 在 三 面 角 B- AD1C 中 ,有 a+7> 人 4BC= 子 . 同 理 a+ A> 了 B+ 7 > 于 , 故 玉 <a+B+ 
了 

在 三 面 角 0 - 4CD 中 ,40D + 之 CoD + x AOC < 2rx,B 2a +28+27<2r, 故 a+ Bi+yY<n,. 
由 此 结论 获 证 . 

注 :车 令 a= 了 于 -a,B= 子 -让 ,7Y= 子 - 7 , 则 知 ais Bis Yi 均 为 锐 和 骨 , 且 sim a + sin B, 填 


sim yi =1, 有 -< al + 房 十 Yi < 和 x. 


12. 设 a=coa,b=co8B,c=c08Y, 且 a,B,Y 为 锐角 . 
作 长 方 体 4BCD - hi Bi CD 使 一 4BD =a,A BBD = 月 2 CBD. 三 Y. 令 AB = x, BC = ys 


部 天守 达 性 攻 性 力 渍 合谋 恒 O 


BiB=z,BD =1, 则 cosa= 了 ,cosB= 子 ,cosy = 十 . 

由 a,B,Y 均 为 锐角 , 则 cosa > 0, cosB > 0, cosy > 0, 于 是 V ae +Vb +Y c= cosa + cosB + cosy = 
x+y+z Vrrtr+oxyt2y + VFL + +T) 
| 二 I =Y3. 


注 : 由 上 可 知 a,8,Y 均 为 锐角 , 且 cos a + co8 B+ cos Y=1, 则 有 0< eosa + cosB+ cosy 3. 


习题 也 
1. 因 x 表示 立方 体 的 楼 长 , 则 题 中 所 说 的 体积 差 为 
ac 一 入， 妆 0<x#x<a 时 ， 
jabc+t(x-a)r -ar, 当 0<x<8 时， 
Mee x +abltec-x)-ax, 当 b<x<c 时 , 
x — abe, 当 e<x 时 . 
注意 到 当 x >0 时 ,函数 f(x) 是 连续 的 ,有 旦 它 的 系数 为 
— 3%， 当 D0<x<z 时 ， 
3x -4ax， 当 0<x<b 时 ， 
ro 当 b<x<c 时 ， 
3x’， 当 x>c 时 . 
因此 , 当 0<x< a 时 ,函数 f(x) 是 递 威 的 . 当 x>8 时 , 则 是 逆 增 的 ,而 在 区 间 (a, 5) 上 ,因为 


3o -4ax <3 妈 -49<<0, 所 以 如 果 5< 生 a, 则 /4) 是 递 碱 的 ;如 果 5> 全 , 则 <) 在 = = 等 处 有 极 


小 值 . 于 是 ,函数 f(x) 的 最 小 值 要 么 在 += 6 处 取 到 ( 当 5< 健 时 ), 要 么 在 z= 等 处 取 到 ( 当 b> 汐 


时 ) ,从 而 所 求 的 xm 为 1 和。 
2. 过 给 定 的 立方 体 四 外 4 4 - 414'24'34'4 的 中 心 0 作 垂直 于 对 角 线 4 4'， 的 平面 , 它 分 别 


过 楼 4 水 机 4 而 机 的 中 点 再 , 束 , 巨 .又 点 Bi ,BB,B 到 顶点 4 与 和 机 3 的 距离 相等 ,都 是 4， 


BBO= B00= B,0, BB, 三 B, B, 一 B, B, =A | 六 。> ,所 以 正 术 锥 Al B, B; B, 要 4 3 Bl B, B; 


(它们 没有 公共 内 点 ) 各 含有 一 个 正四 面体 ,其 高 为 尝 。= 4 0 = 30, 而 其 底面 人 BB'2B'; 与 
和 Bi B; B, 关于 中 心 0 是 位 似 的 .最 后 ,所 求 的 正四 面体 分 别 在 A1 了 , PB' 与 4; 忆 1B'B' 的 内 


部 ,它们 关于 其 中 心 是 位 似 的 ,其 位 似 系数 为 242 < 1, 而 高 为 -3 a, 从 而 其 楼 长 即 为 0. 


第 二 十 二 章 ”一 般 四 面体 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 由 于 过 不 在 同一 平面 上 的 四 点 4,B,C,4 可 确定 一 个 球面 , 设 该 球面 分 别 与 棱 5B, SC 交 于 
及 C，, 四 边 形 41B, BA 和 4 C1 C4 分 别 内 接 于 侧面 54B 及 S4C 与 球面 的 交 线 的 圆 ,由 圆 的 割 线 定 
理 ,有 S454= SB .SB， S41*S4= SC .3C. 于 是 SB = 车 竺 = SB ,SC = 二 = SC 

因此 , 有，, C"， 分 别 重合 于 B,C,, 即 B, ,Ci 在 所 确定 的 球面 上 , 亦 即 4, 有,C,4 ,BC 共 在 
一 个 球面 上 . 

2. 在 线段 CD 上 取 点 0, 使 C0: 0D = 3:7; 在 线段 BO 上 取 一 点 ,使 BR: RQ = (y+ 6): 8; 在线 
段 4AR 上 取 一 点 P, 使 A4P: PR= (B+ 7+ 人 9):a, 则 点 了 为 所 求 的 感 . 

事实 上 Veep _RP_ a 

ABCD 

Verem Veem Vaem _ PA,RO_ B+7+6 . _ BB .££ 

Vo Veaem Vem RA BO at+B+yY+6 B+Y+6 at+B+y+6 

To Yo ,Vems Voms _ AP,BR.DO__B+7+6 .7Y+6 .YY 


Voms Vas Voms Vems AR BO DC a+B+y+O B+tY+d Y+6 


> 
a+B+yY+0 
Vasc _ Vepe .Vasc .Vosc _ AP.BR.CO_ B+Y+6 ，Y+o .6_ 
osc Vase Ye Vmse AR BQ CD a+B+yYy+O Bry+d d+Y 
上 他 
at+p+y+0 


页。 Vogeo :Voom :Vom ;Vmac = a:B:Y:8, 故 点 PP 为 所 求 . 
3. 由 BE = EF = FC, 则 Sangk = SSAAgF = SAAFC 
即 Vp = Ve = Wnp = , 


V _ Jaaeo Vaeno Tune 
Wm 


_ AR*AG:AQ , AG:AH: AQ , AH*'AP:AQ (AR*AG' AQ .4G*AH: 40 .AH: AP: AQ\} 
= BAE-AD T AF. AF- AD * AF* AC* AD ~ “AB- AE- AD AE*AF-AD AF'AC*AD 


AR:AP-AQ AG: AH*: AQ AH: AG* AQs4 a WW, VW, 
=3(48-AC-AD AE* AF': AD ar A A =3( ww 天 pr ,从 而 V3 . 


丹 剖 含 忆 时 于 尾 涟 涝 间 率 奖 O 


误 互 况 二 个 王 尾 注 二 同和 黄 收 9 


4R.4C.40 AG*: AH' AQ _ AH' AP:Ah 
由 证 明 过 程 易 知 , 当 目 仅 当 48 -4240 = 的 全 的 = 4 4 仿 , 即 RPN BC 或 RP 与 BC 重 
合 时 ,取得 等 号 . 


4， 连 04 ,08, OC, OD 延长 分 别 交 对 面 于 4 , Bi ,CD . 令 了 cp = , Vogpen 2 WV， ouep = W， 


= Wi de 04 , 08. , O00, | OD 
Vowc = VVowo = 内, 则 了 + 站 + 下 + 7 =1 从 而 4 + Ba, + C6, + DD, 1 , 亦 即 


04 .08 , OC ,OD .| 全 
R+O4 R+0OB, R+ODOC R+ OD, ， 


不 妨 设 04 < 0B, < 0C! < 0D1, 下 证 04 < 后 = 嫩 - 因 表 2 二 呈 万 ' 当 >H>0 时 成 立 .车 


O44 > 是 = Ra, 则 砚 > 页 抱 = 去, 则 (* ) 式 左边 > 1, 和 矛盾 . 从 而 04 < 届 ， 
作 00, 上面 BCD, 则 0 为 全 BCD 的 外 心 ,01B= 01C= 01D= R=V RR-00l>VR-04 > 
VR-R-=22R,. 
设 人 BCD 的 最 大 边 长 为 BC, 则 一 BO C>120, 从 而 BC>2R "sin60">2Y6Ro。 = V6R. 证 毕 . 


5. 设 为 48 的 中 点 ,4 在 面 DEC 的 射影 为 再, 连 HE, 则 由 Wouc = Vaoc 有 4* Siem = 去 V. 


We _] _24H .AB 


同 理 ,可 得 可 一 < 名 等 五 式 , 相 加 即 证 .其 中 等 号 当 且 仅 当 四 面体 ABCD 为 正四 面体 时 取得 . 


6 设 四 面体 KLMN 的 面 KM 具有 最 大 的 周 长 , 又 设 4 ,Bi, C1, Di 分 别 是 点 4, B,C,DD 在 平面 
KILM 上 的 射影 ,而 且 设 折线 卫 是 四 面体 KMN 在 这 个 平面 上 的 射影 ,再 设 Phoro 是 联结 点 R, S$,7,Q 
中 任意 两 点 所 得 到 的 六 条 线段 长 度 的 和 , 则 有 (DD Pow 2 Po ;Puy < Pr ;DPr <3P, Be D, :4) 
Pa a co, < Pu .由 此 即 证 . 

4 设 Al 人 B bb 和 下 | 和 Y, 分 别 是 面 BAY, AYA, YAB, ABX 与 球面 的 切 点 ， 于 是 全) Be 人 XA 已， 
A4y BGA4Bi 丰 等 等 .利用 这 两 个 等 式 , 则 可 以 说 明 空 间 四 边 形 48BY 的 角 之 和 等 于 人 AY, B+ 


4 下 =248Y ,而且 可 以 证 明 一 4 B+ AX1B 不 依赖 于 X,Y. 
8. 过 也 作 Dp| 面 4BC 于 P, 作 DLLBC 于 用 . 连 PH, 则 PH| BC, 人 DHP=30, 由 已 知 Seacn = 


80, BC = 10, 得 DP = 方 DH=8, 从 而 Vp = 村 DP,Samm - 320. 


9. 设 Y 为 四 面体 4BCD 的 体积 , 则 有 7 = 人 = 的 + 0 = +1 同 理 p= Vc 


a 
上 +1. 由 此 得 上 = =4, 求 得 上 =3， 


10. 答案 是 否定 的 . 设 通 过 长 为 a 的 线段 4B 的 两 个 端点 各 作 一 条 与 4B 垂直 的 直线 ,而 且 这 两 
条 直线 也 互相 垂直 ,在 这 两 条 直线 上 分 别 截 取 以 4, 8 为 中 点 .长 为 a 的 线段 ,以 这 两 条 线段 的 端点 


A464 


为 四 面体 的 项 点 ,该 四 面体 的 每 个 面 的 面积 等 于 可 asf (对 + 下 = 二 a V+4 王 ,由 性 质 15 知 其 
体积 为 二 a*d. 
因此 ,分 别 具 有 a, = 3, di =2 与 o = 1, d, = V 弘 的 两 个 四 面体 的 界面 面积 相等 ( 因 a - 


V ar+4 夺 = mm:V +4 路 =15), 而 其 体积 不 等 ,因为 aid) = 18zV 币 = a 
11. 为 使 连接 点 B,C 与 人 ACD, 信 ABD 内 切 贺 中 心 的 两 条 直线 相交 ,其 必要 充分 条 忻 是 ,它们 在 
同一 个 平面 上 .而 这 等 价 于 ,一 4BD 和 ACD 的 平分 线 与 楼 4D 交 于 同一 点 . 根据 三 角形 平分 线 的 性 


质 ,后 一 条 件 当 目 仅 当 六 = 紫 , 即 4B. CD = 4C. BD 时 成 立 .于 是 ,如 果 在 题 中 所 说 的 四 条 直线 交 于 


一 感 , 则 它 的 对 棱 长 度 的 乘积 相等 .反之 ,如 果 所 说 的 三 个 匀 积 相等 , 则 四 条 直线 中 任意 两 条 都 相交 ， 
且 任 意 三 条 不 共 面 .因此 所 有 直线 交 于 同一 点 . 

12. 可 以 证 明 所 有 直线 玉环 都 过 某 个 固定 点 0, 而 点 0 在 过 顶点 4 且 平 行 于 直线 BC 的 直线 上 ， 
其 中 nE N' .事实 上 ,如 果 直 线 KL 与 直线 BC 交 于 点 P( 位 于 射线 CB 上 ), 则 由 于 会 包 BP 与 
人 KK40 相似 ,所 以 和 4 = 4 = 一 1 由 ALCPp 与 AH4O 相似 ,及 = 他 = 有 .因而 04 = no - 
(n-1)04= PC- PB= BC. 

同 理 , 对 于 EN” ,所 有 直线 LM 都 过 某 个 固定 点 9, 而 点 0 在 过 顶点 4 且 平 行 于 CD 的 直线 
上 ,因此 ,对 nEN" ,所 有 平面 K,LM, 都 过 直线 00. 

13. 因 .5 与 分别 表示 四 面体 的 体积 .表面 积 与 内 切 球 的 半径 ,在 四 面体 被 平面 截 成 的 两 个 部 
分 中 有 一 个 是 底面 在 该 平面 上 的 棱锥 ,用 WV 、5, 与 r 分 别 表示 该 楼 锥 的 体积 .侧面 积 与 球 心 在 该 平 
和 面 上 且 和 侧面 相 切 的 球面 的 半径 ,棱锥 的 底面 过 四 面体 内 切 球 的 球 心 的 充 要 条 件 是 1 = .又 由 了 = 


序 久 ,= 十 Sn, 因而 r= 矿 ] 等 价 于 太 = 总 = 


14. 设 点 0 在 四 面体 4BCD 的 内 部 ,用 P 表示 直线 Do 与 平面 4BC 的 交点 ,0 表示 直线 BP 与 边 
AC 的 交点 ,由 三 面 角 性 质 , 有 一 40B + 人 4A0C = 人 40B + 人 A00 + 人 00C > 人 B00 + 人 00C = 人 BOP + 
POQ+ LQO0C> LBOP+ POC: 180 - /BOD+ 180 -一 CO0D ,从 而 一 408 + A0C + BOD + 
一 COD>360 . 同 理 , 人 408 + BOC + AOD + 人 COD > 360p, Ah40C+ BOC + /AOD + /BOD > 
360°. 上 述 三 个 不 等 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 要 证 的 不 等 式 ， 

15. 用 了 与 3 表示 四 面体 的 体积 与 表面 积 ,用 8 表示 第 i 个 面 的 面积 ,这 个 面 上 的 四 面体 的 高 
记 为 hh, 旁 切 球 半径 为 r Be Si1=rn(S+S+- 5)=r(S-25,). Wi 3V=hS=r* 


于 之 
> 1 mp 3V 一 | 25 er 一 一 一 和 


16. 可 以 算出 CY = 玫 (24C +2BC2 - 4 有 7) = 二 内 理 Dwz = 
本 (24D?+28D: - - 48)= 竺 .在 人 NCD 中 有 a = = 才 (2DV +2CN? - CH 1) = = -137. 


ee a + hh +e mAs ,ce ++e > 43Samsr +e+ 


! 
条 
匹 
的 
儿 
条 
是 


离 百 间 三 村 如 蛋 区 十 莫 注 小 


AY3Sapac 本 + 户 + 中 忆 4yY3Saoat 将 此 四 个 不 等 式 两 边 相 如 并 整理 即 证 . 

18. 由 三 角形 任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 , 则 由 题 设 含有 一 边 长 为 2 的 三 角 形 的 其 他 两 边 边 长 只 
能 有 下 面 四 种 情形 :03,3;@5,5;@@4,5;@3,4, 对 题 中 四 面体 ,以 2 为 公共 楼 的 两 侧面 三 角形 又 可 能 
有 三 种 情形 :(1) 人 四 与 四 ,(2) 人 与 图 ,(3) 四 与 图 .由 (1) 令 4C = BC=3,4D = BD =5, 这 样 的 四 面体 只 


有 一 个 ,Vi = 二 CD" Se = 到 2;(2) 这 样 的 四 面体 有 两 个 , 亿 = 于 名" Sauce < 言 DB* Sc = 103) 
这 样 的 四 面体 也 有 两 个 ， VW 三 二 有 "Sac < 部 AB: Sa cp = 言 V 开 .比较 Vs Wy， Vs 知 最 大 为 Wh = 
8VI 

3 、 

19. 在 四 面体 4 4 4, 4s 中 , 设 其 重心 6 到 四 面 会 4343 和 ,全 41 机 ,全 A Az A ,全 A 4,4 的 时 
离 分 别 为 也 , d,, d; ,ds ,相应 的 面积 记 为 S, , S: , 5, 94 . 设 四 面体 的 内 切 球 半径 为 ", 则 内 心 到 四 面 
距离 之 和 为 4r. 

连 a1 CG 并 延长 交 面 4, 43 44 于 点 0, 则 GO: A 0= 1:4. 

Vo 4 0, = 六 凡 1 = 才 V. 同 理 Va 4 Ve a = 了 VY. 于 是 dh = 方 W SI = j5-' 同 带 
dd = =j 村 A 各 - 放 抽 + 册 + 由 + 小 = 于 V+ t+ + 证 + 六) = 本 r(S + 3 + Si+ 
S,) (总 + 总 + 京 + 训 )>4r， 

20. 点 W,N ,上 既 在 截面 上 ,又 在 侧面 48C 上 ,所 以 它们 在 这 两 个 面 的 交 线 上 , 即 它们 共 线 . 

同 理 A',BP , 必 共 线 ; BF'， C ,于 共 线 ;4 EL C' ,并 共 线 .而 Sa Am = 序 包 * NL*sin 人 LAIN， Sa ug 二 


十 古 : M'sinZALN, 


理 一 一 = 二 ,= 


rt LB: LB* LM Sapep BO: BBP’ Soarm ZTE A'N Sn Sp Sa nN 


AL:NL BB'MB' PA''AC AL.BB' WA.NMN. MB LA 
IB'IM BC-BP NAAN -LIB BP AA IMBC RN 
AL BB’ PA' 


因 直 线 48P 同时 为 全 PAB 和 人 MC'N 的 截 线 , 故 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 ?sp AA=! ， 


Sasm _ AL' NL 同 理 Sea BB:MB Snok 244C 故 eka ， 全 AAAPC 


MB” CA : 
PCr AN =1. 由 此 结论 可 证 . 
21. 设 截面 交 4B8 于 大 .由 一 般 四 面体 性 质 20, 有 多 7 三 八 =L 即 底 = 冯 . 连 Mh,ML,4P， 
过 3 


设 Sw =, 过 点 Z 引 四 面体 2Z4BCD 的 高 ， 则 村 


Wuur = 广 Sanr" 训 h= 计 (二 on 
, ER 2 2 1 
设 Sams = 5, 过 C 作 四 面体 CZ4B 的 高 为 h, 则 Va = “( 号 51) =25" 3 1h = 


496 


生 ， Vi = Vour + We = 1, 
又 Var = 广 Siom :1, 故 Siom =3 为 所 求 . 
/ 2 DF AF 1 
22. 因 AF = DE, 有 AE = DF .由 一 般 四 面体 性 质 22, 有 S52 = AD SAuac + 4 " Spc -BC 
AP*DF= 征 " 吕 we+ 铁 ' 吕 so -十 BC:.4E.DE. 又 面 BCE 平分 二 面 角 4 - BC - D, 由 性 质 22 推论 
3, 有 pe = Samc Saum ~ BC** AE: DE. 


以 上 两 式 两 边 相 减 ,注意 到 角 = 一生 二 一 及 侣 -5 一 加 一 , 即 证 . 
习题 B 


1. 由 点 已 作 平面 4BC 的 垂 线 ,假设 点 0 是 四 面体 ABCD 的 在 这 个 垂 线 上 离 平 面 4BC 最 远 的 点 . 
显然 ,点 Q 属于 界面 ABD, ACD, BCD 中 的 一 个 界面 ,为 确定 起 见 ,假设 0 属于 界面 4BD .在 平面 4AB8D 
上 ,过 点 0 作 直线 和 棱 4B 垂直 ,假设 R 是 这 个 垂 线 上 高 4B 最 远 而 又 属于 人 和 4BD 的 点 ,点 尺 属 于 一 
条 楼 妇 或 即 .例如 ,假设 点 尺 属于 楼 4D. 

如 洒 点 治 着 平面 或 直线 的 垂 线 作 背 离 平面 或 直线 的 移动 ,那么 这 个 点 和 平面 或 直线 的 任 _ 点 的 
距离 增加 .因此 PA =< 04< RMA<D4. 

每 一 个 不 等 式 可 以 单个 地 变 成 严格 的 等 式 ， 因为 允许 点 之 间 两 两 重合 : P= 0,0=R, R=D. 但 
是 所 有 的 不 等 式 不 可 能 同时 变 成 严格 的 等 式 , 因 为 根据 本 题 条 件 , 点 P 不 和 顶点 DD 重合 .因此 ,至 少 
有 一 个 不 等 式 即使 在 所 有 其 他 的 不 等 式 都 变 成 等 式 的 情况 下 仍 保持 不 等 号 ， 于 是 有 P < D4. 

2, 由 于 EH// FG, BD 为 平面 48D, CBD 的 交 线 ,所 以 BD// EH. 同 理 AC/ EF .又 切线 4E = ADH， 
EH// BD,NW 4B = AD. 同 理 4B = BC = CD = D4. 

设 球 与 4C 切 于 点 了, 则 过 E,F, /的 图 是 球 与 平面 ABC 的 交 线 , 从 而 这 圆 是 等 腰 和 4BC 的 内 切 


EH AE EF BE a 
圆 , 因 此 了 为 4C 的 中 点 .由 部 = 4B'AC = AB 芭 下 = EF ,AC =241=24E, 易 得 BD =2BE. 


取 BD 的 中 点 了, 则 全 AC 为 等 腰 三 角形 ,于 是 厅 , 4C, BD 互相 垂直 并 且 平 面 4C7 平分 二 面 角 
3- 4C- 卫 , 球 心 0 在 这 个 二 面 角 的 平分 面 上 ,从 而 在 上 .又 O08 = WV 08 -Bi - w OB ~ BF = 
OJ .所 以 该 球 与 棱 BD 相 切 于 了 (并 有 自 0 为 订 的 中 点 ). 

3. 设 四 个 球 的 球 心 为 4, B,C,D, 依 题 意 有 4B =6, CD =4,4C = BC= AD= BD=5, 

叉 设 48, CD 的 中 点 分 别 为 和 EE, 小 球 的 球 心 为 0, 则 由 对 称 性 ,0 在 线段 EF 上 ,并 且 易 知 
EF LAB, EF | CD, 于 是 EF = V AB AP = VAC- CR -AP 2 VD, OF = Vv OC- CE = 
w 天 +4r ,OF= V 04 -AF = VY r+6r, 其 中 r 为 小 球 D 的 半径 ,于 是 得 w +4r+ r+6r = 


《可 凤 有 V7+44VYT76-M 基 . 又 (VTT6-(VF93F -2 从 而 VT56-VT54-A/ 开 .于 
2 rr 中 = 记 (r+g). 而 r>0, 从 而 2y3r=v r+6, 即 12r= 了 + 石 , 故 r= 让 为 所 求 
r 
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离 珂 言 冯 臣 所 六 淘 申 由 涟 恒 O 


4. 设 $ 表 全 面积 ， S; 表 顶 点 4 所 对 的 面 的 面积 (i 守 1,2,3,4), 设 a,B, * 分 别 是 以 A, 43 ,a A ， 
4, 4, 为 楼 的 二 面 角 的 大 小 ;并 设 hh 为 顶点 4 到 对 面 的 高 ,h'1 = 44 是 和 4 4:43 边 4h.4; 上 的 高 ， 


2 
则 = ivsina= 元 生 v (T+ cosa (1 cosa) = A (SS, + Scoaa)( Ss 一 94Cosc ) ， 
同 理 ,hh = A (St Syoosf) Ss — Sacosp) rr SN ,hy = A (Sa + Syo0s7)(S,~ Toy Scr). 


由 上 即 有 入 -TT 2, 其 中 0= VS + Soosd) (5, — SicosGi), 0 = 7Y, 
0, = B,04 = a， 
再 由 柯 西 不 等 式 及 性 质 5, 可 得 
0 <f(S + Sucosa) + (83+ Sicosp)+(S + Sicosy)]? 
[(S ~ Secosa) + (5; - Sscosp) + (8, - S,cosy)]? 
(54804 G+h)(S +S +S 39) = S325). 
2w S(tS-25,) 


从 而 he hrA A + AA, 
cc hh 25, VB-25) . /SS-25, 
再 注意 到 r $=h S$ =3V, 则 r= 了 A+ ArAs + AAAs 全 三 号 = 


同 理 ,有 r<nA/ (i=2,3,4). 


磋 加 二 
故 吕 二 < 去 2 Ss 2 = 二 . 

5 由 切线 长 定理 知 ,必要 性 显然 . 仅 证 充分 性 : 设 /是 过 入 4Cp 的 内 心 0, 且 垂 直 于 面 4CD 的 让 
线 , 则 1! 到 入 ACD 的 三 边 等 距离 . 设 5 是 过 全 BCD 的 内 心 0, 且 垂直 于 面 BCD 的 直线 , 则 g 到 全 BCD 
的 三 边 也 等 距离 . 

设 和 ACD 与 ABCD 的 内 切 图 @O, 和 0,; 分 别 切 CD 边 上 于 EE, 玉 两 点 , 设 介 0, 切 4 于 站, 切 
AC 于 CG,0, 切 BD 于 MM, 切 BC 于 N. 由 AD+ BC=AC+ BD, 知 有 (AH+ HD)+(BN+ CN)= (AG+ 
GC) + (BM + MD) ,BT HD+ CN= CC+ MD. 将 HD = DE, MD = DF, CC = CE, CN= CF 代入 上 式 , 得 
pp4 CF= CE+ DF CD+ EF = CD - EFey2EF =0. 这 表明 0' 与 0, 分别 切 于 CD 上 同一 点 五 ， 
所 以 1 与 g 相交 .车 设 1 与 g 交 于 点 0, 则 0 到 除 楼 AB 外 的 其 余 各 楼 等 距离 .再 考虑 其 他 任何 两 面 过 
内 心 的 垂 线 , 同 理 可 证 他 们 两 两 相交 

再 根据 立体 几何 结论 ;空间 三 直线 两 两 相交 且 不 共 面 则 必 交 于 一 点 。 知 这 样 的 四 条 过 各 面 队 
心 的 垂 线 交 于 一 点 0, 0 到 六 楼 距 离 相 等 ,此 即 为 棱 切 球 球 心 . 

注 ,用 完全 类 似 的 方法 可 证 ;四 面体 S4BC 存在 与 全 ABC 三 边 及 其 余 各 楼 相 切 的 旁 切 球 的 充 要 
条 件 是 S4+ AB= 5C + BC, SA+ AC= SB+ BC,SA+ AB= SC+ AC. 

6.( 工 ) 在 人 ABC 所 在 平面 内 ,过 4 作 4CA BC, 过 D 作 DE.L BC 于 E, 作 4F BC 于 F, 作 EG/ 
FA4 与 4C 交 于 CG, 连 DG, 则 EG= FA. 在 人 DEG 中 ,有 DG = DE* + EG -2DE: EG*cosbac ,又 DG = 


DA'sina = a sina, 从 而 (osina 和 = DB + EC -2DE: EG costse , 即 (aa sina)=(BC. DEY + (BC EGY 
~2( BC DE)( BC* EG)*cosbac =4S% +45% ~ 8S4* Sicosbsc ,BS% + 5% -28," Socosboe = (oa’: 
sing)?. 

同 理 ,39 + 5% -288 .So vcosbo = (bb sing)?, S% + $5 — 2Sc° So "cosbus = (oc siny). 


再 注意 到 射影 定理 ,上 述 三 式 相 加 即 证 ， 
( 业 ) 在 人 4Bc 所 在 平面 内 ,过 4, 8,C 分 别 作对 边 的 平行 线 得 和 4BC 的 外 接 和 4BPC , 则 FC =24， 


CA =26b,4'B =2c. 由 (II 有 S+85+ 吕 + 号 = 志 [(oo''sina) + (B'sinB) + (oe :siny)] = 
计 [( 方 2'C : DAsina )? + (3 CA' DBsing)? + (3 4B .DCsiny)’] =T(S% + SY + S52). 


设 DC’ 与 平面 4'B8'D 成 角 9, 四 面体 4'B'C'D 的 体积 为 F, 则 S% :Sp ,8S- "sing singoc = VV = 


whe 


72V, 即 Sp 656:S0 守 72V. 故 人 + 如 + 缉 + = 地 (8 + 82, + 吕 )> 守 (Se 8s ,3 这 二 9(3W 半 。 


注 ; 由 (了 工 ) 即 得 (aa’ + (6 六 + (o>4(53 + 55+ + 扩 ); 由 ( 卫 ) 即 得 P=(ag)-(66')- 


Ca (BC DA) (于 Ch DB) (LAB DC)S Sy :Sy :Se 72. 


了 ， 过 4， 8, C 分 别 作 BC ， CA, AB 的 平行 线 , 得 新 四 面体 DA'PC', 则 VV = Saors "dd = 


名 Savge a 了 “出 ,从 而 4 扩 =V?= (> " Sapge "ao * did,d, > ( 志 》 72， 


gd 由 d, 故 di dyd; 和 <3V( 其 中 用 到 上 题 结论 Sappe .Sea Sapp 2 产 )、 
又 设 4B 与 CC' 奖 于 ,DC 的 中 点 为 Ff, 则 EF = mi, DC =2EF =2m. 同 理 D4’ = 2m,, DB’ = 
2ma ;而 dl 至 Mi| , 则 47= 也 = 冯 Sanrz * 三 ) = 也" 方 D4'* DB "sinA A'DBP’ * d, < 本 :2m “之 Fi。 mI 三 


本 mm Mm; mm ,页 37 一 mm my Ma 。 


广 : 由 此 不 等 式 可 推 得 中 办 :0 :0 分 别 为 三 组 对 楼 所 成 的 角 和 abcdef* singi " Sin 人 | sind, 全 7T2T: 四 


tt) mm 


8. 设 5, 玉 ,DD 分 别 为 四 面体 4BCP 的 棱 4C, 8P, 48 的 中 点 , 则 人 DEF 为 其 中 点 三 角形 ,由 于 对 
楼 4P,BC 与 中 点 公 DEF 平行 ,从 而 这 对 对 楼 到 面 DER 的 距离 相等 ,有 目 等 于 这 双 对 楼 距离 的 一 半 , 则 


4,P,B,C 四 点 到 面 DEF 等 距 , 故 -sry = Vo gro = Va_ sm = Ve- or0 = 二 Vowoc .其 余 同 理 可 证 . 
9.([) 有 04 = 08B = 0C, PA4 = PB = PC. 令 PA = a, 则 在 和 PBC 中 由 余 带 定理 , 知 BC = 


V 20 一 cosa)a = 2a sin 如 . 同 理 AC =2asin ,AB = 2a:sin 立 . 在 人 4BC 中 用 余弦 定理 , 即 得 


曾 瑟 说 关于 王 必 潍 遇 同和 江 姜 o 


兽王 计 个 如 性 汝 虹 避 省 炳 9 


ra a 
2 2 2 
nog.” BAC = i 
2sin sin > 
(IT) 在 RtA4P0O 中 ,一 4PO = p,40 = a'sing = R( 公 ABC 的 外 接 圆 半径 ), 在 全 ABC 中 由 正 葡 定 


BC AC AB - 
加 /mC nABC” nL AcB -AR 


10.( I ) 有 PT 一 PT; 三 PT 三 mi, 且 PT, | AB, PT, | BC, PT, 4C, 由 Rt 人 A PBT, 各 Rt 人 PBT, ,有 
PBA = /PBC = 8. 同 理 PCB = PC4,P4B = PAC. 又 在 个 PC4 中 由 内 角 定 理 有 3 = 90? - 


二 (a+y- 8B), 于 是 BT, = PTi ol3=m'tm 寺 (co+y- 月 .又 CPUIT, =9P- 方 (B+Y- a), 则 AT = 
PT * cot PAT, = mtan 方 (B+ yY-a). 于 是 4B = mltan 方 (a +7Y-8) +tan 方 (a +8-7Y)]=58. 同 


理 得 BC,4C 两 式 .而 += OT, = PT ,sing = mvsing, 且 ra ee )(p -0c) 出 上述 各 式 即 
EE 


(了 在 和 4BC 中 ,由 半角 定理 即 得 tan 超人 4CB =- 卫 -= 一 和 一 一 
P tan (B+ 7-a) 
11. 连 杂交 人 BCD 于 凡 , 连 BM, CM, DM 并 延长 分 别 交 CD, BD, BC 于 身 ,F,E. 记 弛 = 人 = 
AB AG AD 
用 "一 十 HD 
AM 4P- 10O) AR 其 
A; 则 可 推 知 = 1l+A+r ( ) 
由 点 1 为 四 面体 的 内 心 , 且 全 AED 经 过 点 1, 易 知人 AED 为 二 面 角 B- 4D-C 的 平分 面 , 故 经 
二 Sr 


Ee 


AB AB Sc.AC ,So0,AD .AB,s .4AC, 4 .4D 
于 是 色 二 +A 4 APY™ 5 40 B AR Ve’AP + eA + 5 AR 
1l+A+p 加 Se Sp Ss + Sc + Sp 
1+ 二 + 富 - 
Ss Sp 


综合 (* ) 式 ,得 Sa" 个 +5c* 箱 +50" 入 = 知 (Se+ Sc+50) z 
由 于 仇 . S$, = (1+ 形 ). Se ,再 注意 到 四 面体 4DCM 中 ,人 DIC 为 二 面 角 4 - DC - MM 的 平分 面 ， 
IM _ Saurec = > .从 而 4 .ss =(1+ 各 )8Ss 三 Sa 十 Sa Me 。 


同 理 4Sc = Se + Sawo ,人 .So = So + Sawac -此 三 式 相 加 即 得 结论 . 


第 二 十 三 章 ”特殊 四 面体 的 性 质 及 应 用 
习题 A 

1. 设 四 面体 4BCD 有 面 BCD 的 楼 旁 切 球 ,由 例 6 结 论 知 4B+ CD = 4C+ BD. 由 例 6 注 中 说 明 有 
AC+ CD = AB+ BD, 两 式 相 加 得 CD = BD.， 

同 理 有 BC = BD, 即 人 BCD 为 正三 角形 . 

又 由 4B+ CD= AC+ BD 及 CD= 8D, 有 AB= AC. 

间 理 4C = 4D. 从 而 四 面体 4BCD 为 正三 棱锥 . 

反之 , 若 四 面体 为 正三 棱 骏 ,显然 有 :对 棱 之 和 相等 ,是 从 顶点 4 引出 的 任意 两 棱 之 和 等 于 对 棱 
之 和 .由 例 6 及 其 中 注 即 知 结论 成 立 . 


2. 如 . 设 等 腊 直角 三 角形 48C 中 鲜 边 48 的 中 点 为 D, 则 为 人 4BC 的 外 心 .由 4 = SB = SC 
2, 知 5 在 底面 48C 上 的 射影 为 也 , 球 心 即 为 0. 而 人 S48 为 等 边 三 角形 , 则 SD =V3. 故 0 到 平面 48C 
的 距离 0D= 写 . 


万 


3. 34 "a . 设 正四 面体 4BCD 的 球 心 为 0, 球 半径 为 ,体积 为 V, 面 BCD 的 中 心 为 01, 楼 BC 的 


中 点 为 E, 则 40， -等 op = 的 o,1= 代 。, 帮 y= 旦 a 
4.3. 作 CE | 4D, 连 EF, 则 EF LAD, 一 CEF 为 面 4DF 与 面 4CD 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 设 C 为 


CD 的 中 点 , 则 一 468 为 面 4CD 与 面 BCD 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 目 Cg = 汪 468 . 设 底面 人 A CDF 的 
边 长 为 2a, 侧 楼 4C 的 长 为 5, 由 CE.5 = 4G.26, 有 CE=X 所 e .24. 在 人 ABC 中, 求 得 AB = 


fp - 己 到 -由 和 ACEFwA46B8, 有 候 到 多, 求 得 A 所 a= 所 24, 即 AC < CD. 由 题 设 b=2， 
2a=3,4B=2, 则 AC = AC < CD. 由 此 即 得 结果 . 
5.(D). 由 ACLBD, 作 ECN 4AC 交 BC 于 CG, 连 GF, 则 a = 人 GEF, 且 CE- 4 CF 有 Gp/ BD， 


放 GFLEG 有 HB = EFG,PBH f(A)=m + = GEF + /EFG = 180- /ECF -= 9. z 
6.(D)., 作 EE, | 面 BCD 于 E, 则 EE, | BBG. AC L BD, EF/ AC, FCG/ BD,W EF | FG, 
i] FC, 从 而 EFE, 是 二 面 角 - FG - B 的 平面 角 . 


设 正四 面体 4BCD 的 棱 长 为 1, 则 其 高 48 = 6，EE, = -48=6 又 Ep-1Ac- 


| 一 
性 


6 
sin EFE, = , 故 二 面 角 C- Fe- 的 大 小 为 r- asin = x — arccot 2. 


7, 所 给 四 面体 各 面 是 全 等 的 三 角形 , 设 这 些 三 角形 的 内 角 是 apB,7, 则 a+8+y=1l80*. 若 其 中 
a ,8, > 都 是 锐角 . 
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次 西 间 三 亚 开 心 汉 油 同和 水 旺 C 


不 等 式 , 有 SS=e+ dy 2fc + 下 ) ,其 中 等 式 当 且 仅 当 ec= 二 时 成 立 . 故 SEY 2(a + 了 + ), 其 中 


8. 设 PA=a.PpB=6,PC=e 则 S-atbtety r+V+6+VO+t 人 及 V= 二 abe， 
利用 不 等 式 妇 + 记 =2oy 及 a+b+c33Yabc, 有 Sa+t+b+tc+W2(Vab+v ke + ac)>3Y abc + 
3V2Y ob =3(14Y3) 洲 o>3(1+V2)(6V)4 ,由 此 得 Vs = 155(5VI-7)3 

9.( 工 ) 连 FD ,在 平面 AFD 内 ,过 玉 作 EG/ 4F 交 ED 于 K, 则 人 CEG 是 异 面 直线 AF 与 CE 所 成 
的 平面 角 (或 补 角 ), 设 正四 面体 校长 为 a; 则 BG = 十 4F = 并 a。, CE = 如 a, CG = 如 a, 所 来 角 为 


(五 ) 在 平面 AFD 内 作 EHL FD, 则 和 ECH 为 CE 与 平面 BCD 所 成 的 平面 角 ( 注 意 面 AFD | 面 


8CD), 可 求 得 6 = 必 a, 放 所 求 角 为 amsin2 
10. i 该 正方 体 也 内 接 于 该 球 ， 
目 该 正方 体 的 对 角 线 即 为 该 球 的 直径 . 连 CD' 交 4 委 于 时 , 连 MC, 则 MC_L 4B, MD' 48, 即 和 CMD' 


为 平面 4B6C 与 平面 AC'D 所 成 的 平面 角 . 设 正方 体 楼 长 为 a, 在 全 CMD 中 可 求 gin CMD -26 故 


平面 ABC 与 平面 4CD 所 成 的 角 为 arcsin 2 


0. Sapo a, 则 该 正四 面体 的 外 接 正 方 体 的 对 角 线 长 为 26, 其 术 
长 为 243 a, 其 体积 raag = 县 /5 .而 正面 体 体积 为 该 正方 体 体积 的 寺 , 则 所 求 体积 为 27/3a 


12.15 部 分 .11 ea 个 在 顶部 ,8 个 在 中 部 ,7 个 在 下 部 ) 和 4 个 八 面体 (1 个 在 中 部 ,3 个 在 
下 部 ). 

13. 由 于 所 作 的 任意 一 个 平面 都 包含 连接 四 面体 对 棱 中 点 的 线段 之 一 , 故 所 有 这 些 平 面 都 通过 
这 些 线段 的 交点 ,而 这 个 交点 是 在 四 面体 内 部 (重心 的 性 质 ) ,因此 ,所 作 的 6 个 平面 将 整个 空间 分 解 
成 具有 公共 顶点 的 多 面 角 .这 表明 ,这 些小 四 面体 的 任何 一 个 必定 有 一 个 面 属于 原 四 面体 的 一 个 面 . 
另 一 方面 , 原 四 面体 的 两 个 面 绝 不 可 能 成 为 一 个 小 四 面体 的 两 个 面 .这 是 因为 它 的 两 个 面 一 定 被 通 
过 它们 的 公共 楼 的 平面 互相 分 离 . 这 样 一 来 ,小 四 面体 的 个 数 就 等 于 原 四 面体 表面 被 分 成 的 块 数 . 由 
于 原 四 面体 每 个 面 被 分 成 6 块 (被 它 的 中 线 所 分 ) ,整个 的 块 数 就 是 6.4= 24. 考 虑 到 关于 六 个 平面 中 


任何 一 个 的 对 称 性 ,可 以 得 知 ,所 有 的 小 四 面体 彼此 相等 ,因而 每 一 个 的 体积 都 等 于 34 
14, 为 确定 起 见 , 设 点 脾 在 全 ABC 的 边 4B 上 , 设 人 人 MDB=p, 则 S=cta*cogp+ b'sing,d= a: 


cosgp + b*:sing. 


令 9= ameo i' 则 d=V a +b {cop'co0+ sinp sing)=YVe +b "coo(p -0a 
a + 


V ar+ 右 , 当 且 仅 当 p=9 时 , 即 cap= 45 = cos 亿 D4B, 也 即 DM 1 4B 时 等 式 成 立 .其 次 ,由 平均 值 


等 式 当 且 仅 当 4D, BD, CD 是 某 个 直角 三 角形 的 三 条 边 , 而 DM 是 入 ABC 的 最 小 边 上 的 高 时 成 立 . 
15. 可 以 . 设 上 屠 和 WW 分 别 是 正方 体 ABCD - #1B1 CD 的 校 BB8, 和 DD, 的 中 点 ,由 于 直线 A4 与 


MN 之 间 的 距离 等 于 他 ,这 刚好 与 校长 为 ! 的 正四 面体 的 相对 楼 之 间 的 距离 相等 ,于 是 可 在 线段 MN 


上 找到 两 个 点 K 和 工 ,它们 关于 MN 的 中 点 0 对 称 , 并 使 得 44, K 为 正四 面体 ,分 别 用 楼 B, C 和 DC 
取代 44, ,并 作 相 应 的 讨论 ,又 可 得 到 两 个 四 面体 ,这 三 个 四 面体 具有 唯一 的 公共 点 0( 正 方 体 中 
心 ). 


习题 B 
1. 记 正 四 面体 为 48CD, 高 好 是 属于 以 AB,AC,AD 为 直径 的 三 个 球 ,48 = 业 , 取 45 的 中 点 已， 


P= 总 ,Pp 到 BC 中 点 的 距离 为 二 ,因此 ,已 在 BC 为 直径 的 球面 上 .类似 可 证 P 亦 在 BD, CD 为 直径 


的 球面 上 ,因此 PHE 5. 
2, 只 需 证 明 Tar = Vogew 哇 Vouwr《 这 时 EO 与 人 GFH 的 交点 0 使 Ser 一 Sa con 三 Saor). 设 正 
四 面体 的 二 面 角 为 a ,楼 与 高 的 夹 角 为 8, 又 设 五 到 BC,C4,4B 的 距离 分 别 为 x,y,z, 则 FEC =x- 


a EF= zs*sina, EG = y'sing, Sn pe = 车 和 esira .由 于 面 ECF | AD, 则 0 到 面 EGF 的 咱 离 等 于 OF 在 
4D 上 的 射影 . 设 王 在 BC 上 的 射影 为 P, 则 OE 在 4D 上 的 射影 即 EP 在 4D 上 的 射影 , 则 EP= * 日 与 
4D 的 夹 角 为 8, 所 以 在 4D 上 的 射影 为 xcos8, 则 Per = 序 *"cosp" 广 Jsin a = 证 x" sin a+ cosp. 


”3 

同 理 得 其 他 两 式 即 证 . 

3. 设 给 定 的 正四 面体 是 4BCD, 分 别 过 A,B8,C,D 作 平 行 于 它们 的 相对 面 的 平面 ,这 由 个 平面 转 
成 了 四 面体 4BCD , 易 知 4B'C'D' 也 是 正四 面体 . 

由 于 四 面体 45CD 的 高 交 于 一 点 , 记 它 为 昌 , 则 NM 与 外 接 球 球 心 重合 ,并 且 线 段 4, HB, HC， 
HD 恰好 是 自 昌 到 四 面体 4'B'C'D' 各 面 的 垂 线 长 ,而 它们 的 长 度 之 和 等 于 四 面体 4BCD 的 高 (正四 
面体 性 质 ), 即 有 HA + HB+ HC+ HD=h. | 

现 考虑 在 四 面体 4'B'C'D 的 内 部 或 其 面 上 的 任意 一 点 P( 异 于 点 犁 ), 对 于 此 点 ,线段 PA, PB， 
PC, PD 中 至 少 有 三 条 比 自 PP 到 四 面体 4'B'C'D' 的 对 应 面 的 敢 线 要 长 .因此 PA + PB+ PC + PD> 
HA+ HB+ HC+ HD,.{*) 

注意 到 结论 : 设 P 到 四 面体 4'BC'D' 各 侧面 距离 为 hh ,如 , 态 ,大 ,其 高 为 大. 则 

hi+ hs+ hy+h, >h, 

于 是 (* ) 式 显然 成 立 . 

4. 引入 四 面体 各 侧面 的 垂 线 OK 和 GH.(i = 1,2,3,4), 并 注意 平面 几何 中 结论 ; 0 点 是 等 边 
全 4BC 内 一 点 ,G6 是 个 4BC 的 重心 ,直线 0G 与 人 4BC 的 三 边 (或 其 延长 线 ) 分 别 交 于 省 ,新 ,ex ; 则 


人 +0 + 0 =3. 事 实 上 ,由 0 点 到 CG 点 向 三 边 引 垂 线 OK, 利 GH ,而 GH == GH = GH = a OK + 


笨重 全 这 导 五 振兴 沁 则 泛 半 OO 


a ”EEE 
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OK + OK = GH, + GH + GH; =3e, 由 此 即 证 ， 

5. 首先 证 明 , 如 果 点 用 到 楼 长 为 2 的 正四 面体 各 顶点 的 距离 都 是 整数 , 则 一 定 有 一 个 距离 是 0 
(其 逆 命 题 无 疑 是 正确 的 ) .注意 ,如 果 点 M 在 四 面体 的 楼 所 在 直线 上 ,不 妨 设 在 以 五 为 中 点 的 机 4 
的 直线 上 , 记 MH=x,MC=y, 则 有 yY>x=0 且 x + W3) = 记 , 从 而 (y-*)(y+x%)=3. 由 此 得 y- 
x 二 1,y+%=3, 因 而 x=1. 这 表明 ,点 履 与 顶点 4 或 重合 .如 果 开 不 在 上 面 所 说 的 那些 直线 上 , 则 
屠 到 四 面体 各 顶点 的 最 短 距 离 x >0, 而 其 他 的 距离 与 * 之 差 小 于 2, 即 它们 要 人 么 为 x, 要 人 么 为 x+1.， 
此 考虑 四 种 情形 : 


(1 ) 所 有 距离 都 为 *, 此 时 M 是 四 面体 的 半径 为 06 的 外 接 球 面 的 球 心 ,但 因 *E N* , 故 不 可 能 . 
(让) 三 个 距离 为 x, 一 个 为 x + 1, 为 确定 起 见 , 设 MA = MB = MC = x, MD =x+1, 并 设 点 0 是 
人 ABC 的 中 心 .此 时 叶 在 射线 DO 上 , 且 x>40= 启 >1, 即 DM=z+1l>2>2M 年 = DO= DM - 


Mo= x+1-A/ 2 - 季 , 由 此 得 到 x+l=2A/ 2 + -于 =2V 子 +V (x- 主 ?+s- 加 > 六 + 
x 一 方 =%+1, 不 可 能 . 

(站 ) 三 个 距离 为 “+ 1, 一 个 为 *, 与 情形 (11) 类 似 ,可 设 MD = x>1, MA= MB = MC = %+1>2. 
此 时 点 M 在 直线 0D 上 且 点 0 不 能 在 妈 与 也 之 则 ,否则 有 == 2A/ 了 + 和/ (x+1) -等 >1+x. 因 


离 桓 半 三 要 丘 心 沪 淖 同文 泪 O 


此 ,点 放 在 射线 0D 上 , 且 2\/ 子 = 0D= OM- MD = (x+1) -分 -x<(x+1)-x=1<2%/ 地 


也 不 可 能 . 

Cy) 两 个 距离 为 *, 筋 两 个 为 x + 1. 为 确定 起 见 , 设 M4 = MB=x>1l, MC = MD=x + 1 守 2. 往 意 
x 关 1( 前 面 已 证 M 不 能 在 直线 4B 上 ) ,所 以 *>2. 设 点 五 与 尺 分 别 是 线段 4 与 CD 的 中 把 ,此 时 形 
在 射线 EF 上 , 且 MF = V(x+1)Y 1>V3>V2-= EF, 从 而 有 Vv (x+1) -1-vV x -1=MF-ME-= 
EF =Y7. 但 因 当 1<xEN': 时 ,V(x+1 -1-Y i-1<Y2, 所 以 也 不 可 能 . 

于 是 结论 完全 得 证 ， 

6. 因 面 48D, BCD ,ACD 是 全 等 的 三 角形 , 且 都 与 平面 4BC 交 成 相等 的 角 . 题 目 中 所 述 及 的 3 个 
球 的 球 心 到 各 相应 侧面 的 距离 相等 ,所 以 这 些 球 心 到 底 平 面 4BC 的 距离 只 能 取 两 个 可 能 值 .因此 必 
有 两 个 球 的 球 心 处 于 平面 4BC 之 上 的 同一 高 度 上 .由 射影 的 对 称 性 , 知 点 吝 应 当 落 在 全 4BC 的 某 一 
条 高 上 , 设 此 高 为 4P. 由 于 入 4MC 是 钝 角 三 角形 ,所 以 其 外 接 圆 圆 心 位 于 直线 AC“ 之 外 ” ,四 面体 
AMCD 的 外 接 球 的 球 心 在 平面 46C 上 的 投影 是 人 AMC 的 外 心 , 另 外 两 个 球 心 也 具有 类 似 的 性 质 ,下 
面 计算 人 AMC 和 和 BMC 的 外 接 圆 半径 尺 和 忆 . 由 于 R= CC = CM = Ti Rs = jin55, 且 因 
棱锥 ABMD 的 外 接 球 球 心 的 位 置 不 低 于 棱锥 BCMD 的 外 接 球 球 心 , 亦 即 RR, 三 玉 ,再 而 sina = sin2a， 


而 这 仅 当 2c > 村 时 才 有 可 能 , 故 知 记 BMC 为 钝 角 , 这 吉明 和 BMC 的 外 心 位 于 会 ABC 之 外 .这 样 一 


来 , 便 知 3 个 球 的 球 心 都 位 于 平面 4B8C 上 方 的 同一 高 度 上 .由 此 推 知 , 当 把 棱锥 4BCD 线 着 它 的 自 顶 
点 九 的 高 线 旋转 时 ,3 个 球 便 从 一 个 变 成 另 一 个 ,因而 点 作为 3 个 球 的 公共 点 ,是 一 个 不 动 点 .于 
是 可 知 DM 是 四 面体 4BCP 的 高 . 


第 二 十 四 章 ”三面 角 的 性 质 及 应 用 


习题 A 
1.60P . 
2.28 w 34 . 
3.4 略 ) 4.( 咯 ) 
5 _ ammoos 3Y 4 
习题 B 


1. 不 妨 设 面 角 和 4PB = a < 2 ,在 校 PA, PB 上 分 别 取 点 4 ,有 ,使 P41 = PB, = a, 再 在 楼 PC 上 


TT, 

取 点 C1, 使 PC 的 长 度 4 同时 满足 acsin -4 < 和,aresin 二 < 于 

作 二 面 角 P~ 4 8B, - Ci 的 平分 面 , 设 与 PC, 相交 于 点 0, 且 关于 此 平分 面 的 对 称 点 为 0" ， 
Cl 在 平面 PA B, 内 , 易 知 公有 4 8B | 旦 全 有 胡 BC,,H CC = QC , 改 平 面 PA B, 上 的 线段 PC < 
PO+ QC = PO+ QC= PC = 4d. 

在 平面 PA B 上 以 P 为 圆心 ,ad 为 半径 作 圆 , 则 点 C' 在 @P 内 ,过 4 作 4 与 扩 P 相 切 于 
和 ,过 BB, 作 BBo 与 OP 相 切 于 Bo. 显 然 ZPAC, < 人 Phiho, LPBiC', < 人 PB,B,, 且 在 
0 

了 


Rt 人 P41 ho 中 ,二 Pd = arcsin -< 


同 理 ,一 PB,B = arcsin -4 < 7 一 . 故 
LACIB =LAPB + LPAIC', + LPB CI < LAiPB + LPAAo+ LPB,B, 


0 
we 2 2 x 
下 十 4 三 全 十 7 < 


区 立 十 


LC A BsLPA B+ LPA CN 而 人 PiB = 至 - 和 皇 , 人 PA C' < LPAi ho = arcsin 二 a 


之 EO 
4 ' 疏 人 C141 Bl < 231t4 3- 


则 理 人 C0, 8,4i; < 了 ,故人 4 BC', 为 锐角 三 角形 , 即 作 4 B,C, 为 锐角 三 角形 . 


入 了 珂 言 近 性- 生性 溉 并 区 汰 沽 O 


离 卫 言 关 个 共性 区 旺 同 惧 效 O 


Ls 
. -0 
2 不妨 设 面 角 二 4PB = a < 下 ,在 PA 上 取 一 点 41, 且 在 人 APB 内 作 公 P41 BI = 一 5 一 , 交 PB 于 


zt 
2 


2 = 不 + 之 -一 为 能 角 , 在 杰 PC 上 取 点 


Bi( 设 PB, = 5), 则 在 会 P41 B 中 ,一 PB4 = 一 ea 


.dd 于- 
0 ,使 PC， 的 长 度 d 满足 arcsin 了 < 4 
作 二 面 角 P- A, 8, - C, 的 平分 面 , 设 与 PC, 相交 于 点 0, 且 C, 关于 此 平分 面 的 对 称 点 为 0" ， 
则 C0 在 平面 P41B, 内 , 易 知 人 41B1C' ,器 会 和 1B1C1, 且 QC = Q01, 故 平面 PA1B 上 的 线段 
PC < PO+ QC = PO+ QO = PO = 4. 
在 平面 PA, 8, 上 以 P 为 圆心 ,ad 为 半径 作 圆 , 则 点 C， 在 ©@P 内 ,过 B 作 BB 与 QP 相 切 于 


一 
B, ,显然 PBC 之 ~ PB, Bo, 且 在 Ri PB, Bo 中 ,一 PP = arcsin FE = arcsin 全 < 一- 一. 故 


入 
一 尾 = 
有用 Cl = LABP# LPBC, > LPBA - LPBiBo > T+ 2 2 > 下 ,从 而 


| Bl Cl > 亡 , 即 人 4 BIC 是 印 角 三 角形 . 
3. 不 妨 设 4P8B 是 锐角 ,分 别 在 PA, PB 上 取 点 和 0, Bi ,使 人 Bi 和 oP 为 钝 角 . 还 设 hn Bl = 上 


PAn= m, PB, = n ,在 PC 上 取 点 CC ,使 PC 的 长 度 d 同时 满足 d < nd< 与 二 .在 人 PhoC 和 


和 人 PB,C, 中 , 易 知 hoCi < m+ d, BiC > n-d, 故 在 从 hoB,C, 中 由 余弦 定理 有 es 一 BC = 


AoB+AC-BC Prlmtd)y-(n-d) P+m -n+2(m+n)d 
DA BAoC ~ 27 Ao C， = 一 GC <0 放 CC 为 名 


角 . | 
以 B,C 为 直径 作 球 , 则 点 4 必 在 球 内 , 故 Ph 的 延长 线 必 与 球面 相交 , 设 交点 为 4 , 则 在 过 
4 ,B,C 的 大 圆 上 ,直径 上 的 圆周 角 一 Bi 4 Ci 是 直角 , 故 公 41 B,C 是 直角 三 角形 . 


第 二 十 五 章 一 般 圆 锥 曲线 的 性 质 及 应 用 
习题 A 


1 由 其 近 线 方程 y= 5x, 可 设 双 车 线 方程 为 站 - 艺 =1. 把 y=2+ 关 3 代入 双 曲线 方 


程 ,整理 得 5x +2 v210x+35+3m=0. 由 性 质 1,4= 言 V {1+ 之 }[ (2 V210) -20(354+3m)], 求 得 


m =1, 故 所 求 双 曲 线 方程 为 殷 -所 =1. 


2. 双 曲 线 方程 配方 得 做 - 气 = |, 焦点 在 y 轴 上 ,ao=4,6=3,c=5e= 半 ,四 = 于 ,斜率 作 = 


a 
和 


= 


2 v2 -24 上 - 


3. 设 点 P(xo ,yo ) 为 线段 PP, 的 中 点 , 则 2*- 方 =1 关 于 点 了 对 称 的 曲线 方程 为 (2xo - *) 一 


方 (2yo - 7)* = 1. 上 述 两 方程 相 减 得 2xox - joy 2x3 + 六 =0. 又 点 A(2,1) 在 此 直线 上 ,有 2%3 - 


中 -4xo + yo =0, 故 所 求 中 点 轨迹 方程 为 2x? - Y -4x+ y=0， 
4， 记 fxyyY)=x+ 产 ,g(x,7)=x+y. 注 意 性 质 9, 又 f(t, ity) = (wx) + (ty 二 f(x, 7), 


g(ty) = t+ y=t*g(x,y), 从 而 0 点 的 轨迹 方程 为 ** + =x+y(x+ y>0), 即 (一 六) + 


(y -二 = 让 (除去 原点 ) 为 所 求 

5, 由 (x -2y-1)(2x--y-2)=0, 有 2 和 — Sxy + 27° -4x+5Sy+2=0. 运 用 性 质 8, 在 上 述 方程 
中 ,以 2x 代 x, 全 也 代 他， -了 代 六 ,二 < 代 x, 了 二 代 y, 得 到 方程 x- y-1=0. 

过 点 0 与 直线 上 相交 ,与 直线 4, 平行 的 直线 是 2x - y -5=0, 它 与 直线 x-y-1=0 的 交点 
(4,3) ,显然 不 是 所 求 轨迹 上 的 点 .同样 ,过 点 0 与 直线 上 平行 的 直线 是 * -2y -4=0, 与 直线 x*-y-1=0 
| 的 交点 ( -2, -3) 也 不 是 所 求 轨迹 上 的 点 .直线 i 和 上 与 直线 x - y- 1=0 的 交点 (1,0) 也 不 是 所 求 


轨迹 上 的 点 ， 
P 点 的 轨迹 是 直线 x 一 y-1=0 除 去 点 (3,4)， 2, -3),(1,0) 以 外 的 部 分 ， 


6. 设 Lpx + gx = 1(p,g 不 同时 为 零 ), 由 性 质 12 得 齐 次 方程 : + 和 (p+ gy 设计 =t， 得 


(9 -BF +2pg + p -上 =0. 由 O4108 知 tft = -1, 得 p+ = + 方 ,于 是 原点 到 直线 [ 


| 
的 噬 离 为 二- 到 为 定 人 , 故 1 恒 与 定 圆 L:w+ 六 = -4 ; 相 切 . 
7. 设 椭圆 方程 为 拖 + l(a> b>0), 因 P 是 其 通 径 的 端点 ,由 性 质 13 推论 2, 知 过 P 的 切线 


大 
必 经 过 准 线 与 焦点 轴 的 交点 (全 ,0) ,点 已 的 坐标 为 (ec, 瞩 ), 避 的 坐标 为 (0, - 5b). 由 PB' 上 PK, 有 


有 (- 46) a’ 
LR a 
二 , 即 姑 + 生 = 下 一 中 下 , 即 与 + 也 -1= 0, 而 之 > 0, 则 之 = 寺 W5- 1). 故 


[i b>- 


e=A/ 1-( 也 = 方 035-1) 为 所 求 . 

8. 直线 PP{ 即 切线 ) 的 方程 为 x -2y +3=0, 直 线 00( 即 切线 ) 的 方程 为 5x + 2y -6=0, 直 线 
PQ 的 方程 为 y- 1= (x+1), 即 x+y=0. 

因为 P,0 都 是 切 点 , 即 都 是 二 重点 ,因此 可 把 PQ 直线 看 作 一 条 二 重 直 线 , 则 可 设 所 求 的 二 次 
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次 西 言 二 下 - 玫 楷 滋 由 同 六 王 O 


曲线 方程 为 (x -2y+3)(Sx+2y-6)+A(x+ Y)=0. 
又 曲线 过 点 R(1,0) ,由 此 求 得 = 4, 故 所 求 二 次 曲线 为 全 +x+27-2=10， 


习题 B z 
1. 设 贺 欠 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 p= 一 锯 -5. 设 和 (p19+ 站 只 z)(i=1,2,…,n), 见 


1 — ecosB 


1- ecoa(0 + ns 


站 1 = = , 2in 3 
i P= al ees(0 + n)] 


ee > cos( 0 + 2) + 中， Sets 2 


x 8 i 1 — 十 一 一 2 
注意 cos(0+2 放 )=0 及 周 [ 一 一 忆 一 一 了 了 =z(1+ 访 )， 
帮 i [2 ee ) 为 定 值 
2. 提示 ， 的 对 称 轴 时 ,结论 成 立 , 当 4 不 在 卫 的 对 称 轴 上 时 , 且 不 妨 设 丁 在 直角 


区 三 Geo0s0 


坐标 系 下 的 方程 为 标准 方程 ， 并 用 参数 方程 表示 (为 椭 回 时 设 {，_ 0 为 参数 ) ,为 双 曲 线 时 设 


[*= aseeg(0 为 参数 ) ,为 抛物 线 时 设 { ”2 (1 为 参数 )), 可 以 知道 人 4BC 的 三 边 及 过 4 点 的 切线 
y= btang y= 2 


1 的 斜率 上 ,kc ; kac 及 后 均 存 在 且 都 不 为 零 .此 时 可 以 等 价 转 化 为 证 明 : hs = ~ inc 的 充 要 条 件 为 
ksc = -天 ,分 三 种 情况 证 明 即 可 . 
3. 取 焦 点 轴 为 x 轴 , 并 设 其 方程 为 ax? + By* = 1, 其 中 e 关 有, 圆 与 有 心 锥 线 的 两 公共 弦 AC, BD 
的 方程 为 Lx+ my+n=0,bx + my+ m=0, 则 过 #4,8,C,D 四 点 的 圆锥 曲线 系 为 
ox + hl=A(hx+my+n)(llxt+ myt+ na ) . 
即 (oa—Alb)x -Am+t bm)ry+(B- Amm)y +…=0. 
因 贺 也 过 4,8,C,D, 则 图 也 是 上 述 曲 线 系 中 的 一 条 曲线 ,而 此 方程 为 圆 的 方程 的 充 要 条 件 是 : 
go-Alibb=P-AmmA(lm+bhm)=0. 


A mi mz #0, 则 过 + 旦 = 0, 即 4C, BD 的 倾斜 率 互 为 相反 数 , 即 


证 ， 
车 mi ms =0, 不 妨 设 my =0, 则 #0. 从 m+ bm=0 可 知 ma =0,bz0, 则 AC, BD 均 与 y 轴 
平行 ,与 题 设 不 符 . 
4. 取 Po 所 在 直线 为 y 轴 , PQ 的 中 点 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 10P1= 1001= a, 则 P(0， 
a),0(0, - a). 过 P,Q 两 点 的 任意 二 次 曲线 方程 为 hm + Bxy + + Dx -a =0, 过 点 0 的 任意 两 强 
AB, CD( 不 与 PO 重合 ) 的 方程 分 别 为 y= x;y = 三 *;, 过 4,B,C,D 四 点 的 圆锥 曲线 系 方 程 为 
F(x,y)= Ar: + Bry+y +De-a tA(Y— hx)(y- kx)=0, OD 


由 于 曲线 在 y 轴 上 截 距 为 0R, 08 为 上 述 方程 的 根 , 则 F(0,y) = (1+A)y -a?=0. 四 

于 是 曲线 山 与 直线 PQ 交 于 两 点 ,从 而 方程 @ 有 两 实 根 OR, 05, 且 OR + 03 =0, 即 0R= - 05s， 
故 10O8R1= 10S1. 

5.( 了) 在 以 下 为 极点 ,圆锥 曲线 的 对 称 轴 为 极 轴 的 极 坐 标 系 中 , 设 P, 0 的 极 角 分 别 为 y+ 6， 


Se ,其 中 为 参数 , 则 过 P,Q 的 切线 方程 为 忆 = cos( 8 — 二 0) ecost ,1) 
于 = cos{ 日 一 7 + 合 ) = e0080 .DO 


从 四 ,@ 得 cos(9-7y-86)=cos(g-y+0). 由 于 xz0, 则 6-=y. 以 y- 9 代 人 四 得 外 -200 = 1 


esecf cos8 ,轨迹 为 以 为 焦点 ,esec8 为 离心 率 , 通 径 长 为 2epsec6 的 圆锥 曲线 . 当 ee e 时 是 椭 
圆 ; 当 cos6 = e 时 是 抛物 线 ; 当 cos6 < e 时 是 双 曲 线 ， 


([H)P,0 的 连 线 方程 为 他 = secd cos(0 -7)— ecos9, 即 外 -oe = c08( 0 — 7)— ecosd: cost, 


与 包 =cos(0 -a) - ecosb 对 比 ,可 知人 @ 为 回 欠 中 ee = 1 - ecos6 "cosb 的 切线 ,从 而 图 与 以 ecoss 为 


离心 率 ,2epcos6 为 通 径 长 ,下 为 焦点 的 圆锥 曲线 相 切 . 

6. 按 4, BC,… 的 顺序 , 设 六 边 形 六 条 边 的 方程 分 别 为 f(x,y) =0(i = 1,2,…,6) ,直线 4 的 
方程 为 p(x,y) =0, 则 过 4,8,C,D 四 点 ,过 DD,E,F,4 四 点 的 圆锥 曲线 系 分 别 为 ;Lf(x,y) :f(x， 
y+ mx yr) p(x,y)=0. 7 px, yf (x,y) + mf (x yy) filx,y)=0. 

由 上 述 两 方程 消去 p(x,y), 得 由 ff- mmfy'f*f =0. 

此 方程 表示 的 曲线 过 4,B8,C,D,EE,F 忆 ,M,N,P 九 点 ,而 又 是 三 次 方程 ,可 以 分 解 为 一 个 一 次 因 


式 与 一 个 二 次 因 式 之 积 , 因 此 ,上 述 方程 除 表示 过 4, B,C,D,E,F 六 个 点 的 圆锥 曲线 外 ,还 表示 一 


条 过 肝 ,N,P 的 直线 .这 就 证 明了 M,N,P 三 点 共 线 . 


第 二 十 六 章 圆锥 曲线 的 相关 性 质 及 应 用 
习题 A 


1. 若 过 双 上 曲线 一 焦点 的 两 条 弦 ( 仅 与 一 Ed NNT + TOT 为 定 值 ; 


者 过 抛物 线 焦 点 的 两 条 弦 MN 和 Po 互相 垂直 , 则 一 上 Ti + a TED1 为 定 值 ， 


2. 双 曲 线 上 任意 一 点 的 切线 ,平分 该 点 两 焦 半 径 的 夹 角 ， ;抛物 线 上 任意 一 点 的 法 线 平 分 过 此 点 
的 焦 半 径 和 过 此 点 的 直径 { 即 过 该 点 与 对 称 轴 平 行 的 射线 ) 所 夹 的 角 . 

3. 椭圆 的 焦点 在 其 切线 上 的 射影 的 轨迹 是 以 酉 圆 的 长 轴 为 直径 的 圆 ， ; 双 曲 线 的 焦点 在 其 切线 上 
站 出 影 的 轨迹 是 以 双 曲 线 的 实业 为 直径 的 四. 对 于 椭圆 命题 的 证 明 如 下 

设 0 是 椭圆 三 + 让 和 =1(a > 6 >0) 上 任意 一 点 ,请 , 丈 为 其 左 、 右 焦点 , PQ 是 切线 , Fr 在 PO 上 


的 射影 为 已. 
延长 F@ 与 FP 的 延长 线 相交 于 点 必 , 由 第 2 题 结 论 知 Po 平分 一 下 QM, 则 ZF OP = 


麻 可 全 记 导 了 五 短 潍 渤 则 泛 交 0O 


池 隔 言 关 个 攻 性 玉 油 巾 洪 上 O 


人 PQM= 方 人 FQE(E 在 Fi0 的 延长 线 上 ). 由 POL FM, 有 人 PF 0 名 人 PQM, 有 QM = QF,. 

又 10F11+10F1=2a, 则 1QMI+10F1=2a. 在 0P, 由 PP 是 望 及 的 中 点 ,0 是 所 所 的 中 后 ， 
则 0P/ 巨 M, PO= 方 于 = a. 由 圆 的 定义 可 知 ,P 点 的 轨迹 是 以 0 为 圆心 ,以 a 为 半径 的 图 ,去 掉 
两 点 ( - a,0),(a,0) ,其 轨迹 方程 是 x*+y=a {xz +a). 


第 二 十 七 章 ”图 的 解析 性 质 及 应 用 
习题 A 
1. 面积 最 小 的 圆 是 以 PO 为 直径 的 圆 ,由 2x + y+4=0 与 2 所 + 姑 +25-47+1=0 分 别 消去 y， 


x, 得 glx)=x + 各 x+ 汪 =0,h(y)= -号 y+ =0, 故 所 求 图 的 方程 为 和 + 和 + 
4 
s=0. 


2. 将 y=x-1 代 人 椭圆 方程 ,得 g(x)= x -5 经， + 2 =0. 将 x=y+1 代 入 椭 贺 方 


程 ,得 h(y) = 7 + 2 -2y +22 汪 全 = 0. 从 而 以 4B 为 直径 的 贺 的 方程 为 只 + - 722 + 


2 -2 40 —2a—1 
3a -1 2a-1l 


因为 此 圆 过 椭圆 的 左 焦 点 ( -1,0), 由 此 代入 上 述 方 程 得 o -4a* +1=0, 而 a>1, 从 而 求 得 a= 
二 (6 2 


=0. 


3. 由 帮 + 入 = 各 + 壮 整 理 ,得 (x 一 1 + (7 一 和 = 号, 此 即 为 以 (1, 隆 ) 为 团 心 ,2 为 半径 的 图 . 
4. 因为 点 已 RE P 与 抛物 线 相 切 的 切线 方程 


为 二 =4x, 即 8x—y-4=0. 


视点 (1,4) 为 点 圆 曲线 帮 :(x -1 + (y--4) =0, 设 所 求 图 方程 为 

(x—1)y +(y-4) +A(Bx— yy—4)=0. 

此 圆 过 点 (3,0), 从 而 求 得 4= -1. 于 是 有 + YY -I0x-7y+21=0. 

将 上 述 方程 与 y= 4x? 联 立 ,消去 y, 得 

16x* -27x? - 10x +21=0,BP(x -1) (16x +32x+21)=0. 

易 知 此 方程 的 实 根 有 且 仅 有 二 重 根 x = 1, 从 而 推 知 抛物 线 y = 4x 与 图 x + YY -10x--7y+ 
21 =0 有 且 仅 有 公共 点 (1,4), 也 即 它们 相 切 于 点 (1,4) ,因此 x + 产 -10x 一 7y+21=0 为 所 求 的 图 的 
方程 . 

5. 令 = cosx, , 则 wt yt (3-2y)=0,O0:w+ 太 =1, 由 已 知 1 与 0 有 公共 点 ， 


13- 27| 23 2v3 
人 , 即 37 -12y+8<0, 解 得 2- 全 -<y<2+ 人 ~ 


510 


6. 令 Lxt+y+(s-y3)=0,00:x +y =1-2. 
由 已 知 1 与 OO 有 公共 点 , 知 三 守 31 VI- 也 , 即 W3z -1) <0, 故 := 学 ,由 此 求 得 +=y= 
3 
a 


7: 令 (a+ 坟 +(b+ 二 = ua+ 二 =xib+ 二 =y, 则 x+7- (+ 二)=0GO:y + 和 = 


1-G+ 二 ) 


.由 已 知 条件 知 1 与 QO 有 公共 点 ,有 一 广 攻 <V5 即 ze 斑 7(1+ 二 施 关 .又 由 已 知 e+6=1 得 
et u> 让 (1+47 = 熏 . 

8. 邻 = 时 ,y= 品 时 , 则 foosp .x+ sn8.y -1=0,@0:z + 入 =1( 由 已 知 所 设 ). 又 1 与 
©0 有 公共 点 ,从 而 有 一 <1, 即 coyp+sirp>1, 而 cat28+sizp=1, 这 说 明 ! 与 @0 有 


V ip 
且 只 有 一 个 公共 点 ,而 Ps 和, 代 交 ) 与 点 QCoos8,sing) 均 是 1 与 @O 上 的 点 ,从 而 sg = coo ,本 


即 si a = cog 有 ,又 aj8 均 为 锐角 , 故 a+B=- 


9. 由 已 知 得 (1 + cos8 - sin8) "sina + (sin8 + cosP) oosa =Y3. 邻 w= sina,v= cosa, 则 1;(1 + co8p ~ 
sinB) * wu 十 oe -YN3=0.@0; 直 + 萎 =1. 由 1 与 @0 有 公共 点 , 知 


3 本 
(1 + cos8 — i VU lM cop ring, Wi PEL 4 :xj ,从 而 cos8 = sin8, 故 B= 才 ， 


习题 B 
1. 已 知 图 的 方程 为 (x - 2)* + (y -2》 =1, 它 关于 x 轴 的 对 称 圆 方程 为 (* - 2) + (y+2)=1. 


此 图 与 直线 ! 相 切 , 设 切 点 B(x1，%) ,1 上 任 一 点 为 M(x,y),B 分 MA 为 定 比 4, 则 和 = 二 32，y, = 


+4 一 .又 8 在 贺 上 有 49X? +2(5y- Sx+19)A+(x +y— 一 4x+4y+7)=0, 又 1 与 贺 相 切 有 和 公 =0， 


即 -8(3x+47-3)(4x+37+3) =0, 故 所 求 两 条 光线 方程 为 3x +4y-3=0,4x+3y+3=0. 

2. 取 正 公 ABC 的 顶点 4 为 原点 , BC 边 上 的 高 D4 所 在 直线 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 , 则 4B,4C 的 
方程 分 别 为 /3* -y=0wV3x+y=0. 若 正人 A4BC 的 高 为 >, 则 与 边 BC 相 切 而 滚动 的 贺 的 方程 为 (x - 
m) + 入 = 产 , 设 圆 与 48,4C 分 别 交 于 0,R 两 点 , 则 0,R a 为 方程 (xz - m)? + 


3 和 =P 即 4 短 -2mx+m2- 呈 =0 的 根 . 即 有 x+ 次 = 亚 本 ,ze 经 = 才 人 —- 77). yo =Y3x0, yn 
所 328 +, 则 1RO = (x0 — rR) + (yo 一 加 用 = 和 一 2xoxg 十 全 +3(%0 +2xoxpg + XR) =4[(xo + xn) — 
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从 而 1RO1= r, 故 RO 在 圆心 所 张 的 角 恒 为 60? 的 圆 上 . 

3. 以 垂 心 为 原点 ,全 4BC 的 高 4D 所 在 直线 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 . 设 4(0,2a), B(2b,2d),C 
(2c,2d) , 则 三 边 中 点 的 坐标 分 别 为 P(5 + c,2d),Q(c,a+ d),R(6,a+ d), 刁 心 与 三 顶点 连 线 的 中 
点 分 别 为 J(0,a),K(5b,d),Ltc,d), 因 AD, BE, CF 是 和信 ABC 的 三 条 高 , 则 全 JPD, 公 KOE, 全 LRF 都 


是 直角 三 角形 , 故 它们 的 外 接 贺 直 径 分 别 为 p, K@, IR. 又 因 这 三 条 线段 的 中 点 坐标 均 为 (2 池 <， 


2 二 生 ) , 故 三 外 接 图 的 圆心 重合 .而 1JP =(5+c +(2d- a) ,1KOP =1RT =(-c +a, 且 


d +be 故 1JPP_IROP=(O+eP+(2d aa-(5-e 


从 本 14C 可 得 d2d-2a)+5"2c=0, 即 a= 


~a =0, 故 1JP1= |KQ1= 1LR1, 即 三 圆 直径 相等 ,由 此 得 公 JPD, 公 KOE, 公 LRF 的 三 外 接 圆 重合 ， 
故 九 个 点 共 贺 . 


第 二 十 八 章 ”椭圆 的 性 质 及 应 用 
习题 A 


1. 设 才 FF PF， =28 ,由 性 质 5(I) 知 (tang)w = 三 3 和 3c /3b,3e > 所 = -0 , 坝 ee 滨 


证, 玖 亡 <es1 为 所 求 

2. 设 中 , F, 是 椭圆 的 两 焦点 , 则 1 FF 1 =2c, 且 由 题 设 | PP 1.1PF,| =4c ,由 性 质 8, 知 4c+ 
OP =b +o ,BoP = +a -dc .eloPlae ,Na -4c+a<a ,由 此 有 4e 
< 有 且 <50, 故 ex 二 上 且 e2 点 , 即 。 的 范围 是 [点 ,二 

3. 设 这 两 条 弦 长 度 分 别 为 m,n, 由 a=2,c=1, 则 bp 

序 ' 故 mn= 学 (m+ nj = 了 了 = 


4. 设 酉 图 为 邱 + 所 =1(a> b>0), 则 由 性 质 11( 工 ), 有 + 好 =2@ 居 . 
| + +20r+a(l)=0, 即 为 2B? x +2x+{l1-)= 


0. 于 是 ,mr + 加 = -各 = 2 - .从 而 | Po = (和 _ 2 + (yi — a) =2(% + x2) — Bx wa = 


各 -年 +4= (0 , 求 得 吕 =2 或 包 , 即 of = 之 或 2. 玫 所 求 酉 贺 方 程 为 必 +3 六 =2 或 3 + 六 = 


2 


5. 设 三 角形 三 顶点 4(acosg ,bsin8, ), B( acos0,, bsing, ), C{(acos0,, bsind;s ) , 刚 Sr = 郴 


512 


1 ucos0 | bsind 


1 zcosD. psing， 


- 卫 吧 .单位 加 内 接 三 角形 面积 < ob 243 ， 


1] acos 0, bsind 


6. 由 对 称 性 知 矩形 的 边 必 与 对 称 轴 平 行 .可 设 P(x,y) 为 第 一 象限 椭 贺 上 的 点 , 则 Suc = 2z。 
2y = 如) ;Ca < 二 (如 大 二 (er) -20. 当 = 并。y= 虹 5 时 , 克 = 力 = 站, 孝 纸 形 夯 积 的 最 
大 值 为 2ob 

7. 设 @ 为 另 一 焦点 , 连 40, BQ 得 平行 四 边 形 4FBO ,于 是 Sr = Sa < 六 -2c 必 = be. 


oi 5 >0), 淮 线 ;x= 对, 则 P( 对 ,0). 当 4B|x 轴 时 ,4(e, 生 ), 且 
切线 ,显然 .APB < 2arctane . 

9. 延长 FP 交 F080 的 延长 线 于 民 , 因 点 0 在 椭圆 上 , 则 | RF;1 = 10ORI+10F|1=10F,1+10F,1= 
2a, 即 10P| = 二 1 RF | = &. 反 之 可 证 ,以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆 ( 除 点 ( ay0j,(a;0)) 上 的 点 满 


足 条 件 ， 


1 /1 
各 原 方程 等 从 于 和 Be +y +V (x-1) +y =8, 


作 椭圆 :以 (~1,0) 为 中 心 , F,《 -3,0), Fy(1,0) 为 焦点 ,24 = 8, 得 椭圆 方程 必 圭 1- + 入 = 1. 令 


y =3, 得 这 1. 宇 -1+ 上 2y3 为 所 求 . 
11. 设 线段 4B 的 中 点 Q(x,yY),A(x'+di,y + 出 ), B(x -dj,y -由 ), 则 直线 PQ 的 方程 为 
Y=-¥ = -时 (4 -x ). 令 y = 人 0, 得 xo = x fap + = A + 


- 


入 和 9 -1 此 两 式 相 减 ,得 从 = -如 4, 则 = 


2 2 
a —b 


Rs ED 所 


12. 令 V x+1= wu>0,V4-2x=v>0, 消 去 %， 得 生 + 气 =1(u0， “>0) ,其 图 像 是 本 圆号 + 


七 =1 在 第 一 象限 的 部 分 .由 y=a+a 知 "= -4+y 表示 坐标 系 wov 平面 内 直线 ,y 为 其 在 v 轴 上 的 


截 距 . 
因 直 线 与 椭圆 部 分 有 公共 点 ,可 知 当 且 仅 当 直线 与 椭圆 部 分 相 切 时 y 最 大 ,此 时 用 判别 式 法 求 
得 Vn =3. 叉 当 且 仅 当 B= 一 ut+ y 过 点 (W3,0) 时 了 in =3, 故 y 的 取 值 范围 是 [YW3,3]. 


13. 令 fx)=m,y= -2x-3+m, 则 y=V 一 2 好 + 12x 二 于 > 0, 整 理 得 妇 + (337 =1(y> 
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离 百 言 送 司 芋 尾 注 直 同 小 业 O 


亢 互 言 近 于 于 尾 录 斌 同 潍 王 


0). 由 于 y= -2x+ m -3 为 斜率 是 -2 的 一 组 平行 线 ,y = w -2x +12- 14 是 长 轴 平 行 于 y 轴 的 椭 
圆 在 x 轴 的 上 方 部 分 . 

由 作 图 知 直线 过 点 (3 -V2,0) 时 ,mm 取 最 小 值 9- 2Y2; 直 线 和 椭圆 相 切 时 , m 最 大 .由 -2x+m- 
3=w -2 +12- 14 有 等 根 , 即 6x? - 4mx + m2 - 6m+2=0 有 等 根 , 故 A=m -18m+69=0, 得 
m =9+2Yy3( 舍 去 较 小 值 ) , 值 域 为 [9-2v2,9+2y3]. 


习题 B 
1. 设 F,, F, 为 其 左右 焦点 , 则 1 PP, | + 1PP1=2a, 平 方 得 | PF, 12+1PP12 =4a -2|PF,1: 
| PP + |PF,|? -4ec’ 2b? 2b* 
PATO A Rs ap PE 
2 
= -1. 其 中 等 号 当 且 仪 当 | PP 1 = | PF; | 时 成 立 . 又 了 PF, EE (0,7r), 故 FF PF, 的 最 大 值 为 
arccos(25 - 1). 


2. 设 Pa 和),P(aa 0), 则 丙 (- 二 ，- 攻 ). 由 号 + 扯 =1 与 号 + 其 =1 相 减 ,有 站 妆 - 


b = 各 + La 
-三 ,而 如 = 区 站, 机 = 个 + 加 ,于 有 -向 = -点 ， 


注 :( i py i ) 将 题 中 椭圆 改 为 双 曲 线 ,结论 也 成 立 . 


3.(1) 设 A(m ,0),B( 二 CD la Qt(%, y2), 显然 yy <0,tan PBA = per 


ya 
2 看 


笠 
= 


m 

又 P,0 在 精 贺 上 ,有 六 妇 + 于 并 = 下 下, + ol = 至 肝 ， 两 式 相 除 ,有 生 = 生生 , 风 
oR- NH)=HR -2 . v 
又 直线 Po 的 方程 为 (yy)(xz 一 xx) =(y2 一 (x 一 1), 由 A(m,0) 在 PO 上 ,有 

—- (xr) = -mx m( ys 一 了 [三 和 ya — Xa. 可 


中 :四 得 emtrt 扩 ) = 有 六 + 加 和 再 代 人 tn 一 pp -tan 二 0B41=0, 从 而 得 /PBA = 
< 084. 

(2) 延 长 04 交 椭 图 于 有 R, 连 BR, 有 PBA = 一 RE4, 即 直线 PB 与 直线 RB 关于 x 轴 对 称 .又 由 椭 
圆 的 对 称 性 , 知 点 P,RR 关 于 x 轴 对 称 , 故 PAB + 04B = RAB+ 04B = 180°. 

注 ;( i ) 此 题 的 逆 命 题 亦 成 立 ;( i li ls 

4. 不 妨 设 P(x,y) 在 x 轴 上 方 ， 局 (- 笃 ,0) ,已 (二 ， 0), koe, =— 3 , hes, = 一 于, 代 人 tana= 


x 一 二 省 十 一 
C 
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一 上 
a 又 由 椭圆 方程 得 x = a - 机 7， 代 人 上 式 得 tana = 


1 + kpe, "hpe, ey 
业 
志和 和 <0( 其 中 7>0)， 于 是 0< -tna < 人 = 了 = 十 .(*) 从 而 cota =e; 旭 cotas -6. 


在 (* ) 式 中 等 号 当 且 仅 当 cg= a 六 , 即 1y| - 吃 时 成 立 ,而 17| < 1, 故 同 < 5 二 二 < 


(MD). 

注 : 此 问题 中 将 椭圆 改 为 双 曲 线 , 则 a 改 为 锐角 且 cota > e, 即 得 双 曲 线 中 的 命题 ， 

5. 设 FF, F, 为 其 左右 焦点 ,由 于 IPFi1 + 1PAl=(1PF| + 1PF1)+ (I1PAl -1PF,!) = 4V21+ 
(1PA1 -1PF,1), 易 见 - 1AF,1<1P4l -|PF,| 志 14F,1, 仅 当 P,4, 下 共 线 时 分 别 取 等 吕 . 因 此 ， 
1 PF, [+ 1 P41 的 最 大 值 为 2a + 14F, | =5Y2, 最 小 值 是 2a - 14F,1= 3y2. 

6. 设 A(s%) :BCsg 加 ), 则 由 健 + 关 = 于 + 奸 =1 得 苔 + (n=, 墩 +(y = 
az ,由 此 可 知 点 (xs sy ) (xs ys ) 都 在 圆 过 + y = o 上 .这 两 点 的 横 坐标 分 别 与 4、8 两 点 的 横 


坐标 相同 , 纵 坐 标 同 叶 ,于 是 A' ,本 的 坐标 分 别 为 (2 ,4 ) (zs ,三 y8) . 当 NA NE 时 , 因 豆 AB 经 过 


粒 本 醋 懂 
了 一 了 让 一 人 了 好 
Mg Ng _6 b’ a _b’ bb’ a 
定点 M(p,g)， 则 ko = 2 za p= he re = re = kw kew = PR = kw . 


因 Raw = kaw , 则 kar 一 kgar .因此 , 藤 4/' 忆 必 有 经 过 定点 Mr (P, 六 9), 当 XA= Xp= 时 , 弦 4'B 显然 经 
Te 记 OB 的 倾斜 角 为 gp ,| 041 三 加 村 1081= rm , 则 | 下 一 ss rsinp), 代 入 
情 回 方程 ,得 bs p+ ocod p= 生生， bed p+ esi 和 人 ,两 式 相 加 得 到 + 吉 = 和 .又 


六 
(二 + 二) (站 + 二 )34 从 而 148 = 有 + 号 > 各区 .4B 
有 天 I 2 ) 社 ， 三 7 2 宇 a 


ee 全 让) 
wb oe-by. "sin 2 人 


XIABI*=7+ri= <a+t+b. 


8. 设 厂 为 与 + 各 =1(a>8>0). 因 ! 不 过 原点 ,可 设 ! 的 方程 为 4x + By =1(4,B 不 全 为 0), 设 
P(xp ,yp ) 为 上任 一 点 ， 相应 地 ,R(xs ,Yr )， O(xo, yo). 
首先 证 明 疡 的 方程 为 准 x+ 说 y=1, 


当 xp #0 时 ,直线 OP 的 方程 为 y = 次 e, 代 人 工 的 方程 ,有 各 南 ( 隔 史 =1 即 次 = 态 /( 芝 :+ 
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省 吉他 王 避 五 帐 潍 沿 加 洗 奖 O 


四 
林 
匹 
下 
数 
学 
中 
的 
几 
何 
问 
题 


再 由 100110PI= 1ORT 及 xo ,xr 部 与 xp 同 号 , 知 xp* “x0 = 驹 ,从 而 0 = 知 /( 于 + 娃 ), 帮 


p= 车 + 丛 ). 
se xq 天 0, 故 lp 必 不 平行 于 y 轴 , 故 可 设 其 方程 为 y= hx + yo - kxo .代入 T 的 
方程 ,得 ( 证 全 1 + 半 (ye - kxo) x + (Ye - kxo -1=0, 此 为 六 与 开 的 两 交点 的 横 坐 标 满 足 


的 方程 .由 Wai - hao)A( 吉 + 其 ) =2z. 由 此 可 得 4= -此 "各, 族 
的 方程 为 专 xox + 汪 p= 学 4 于 7 .将 xp ,yp 代入 ， 得 学 z+ 从 y=1. 
当 xp =0 时 ,P,Q,R 均 在 y 轴 上 ,上 且 知 yo = 攻 , 此 时 lp 的 方程 为 y= yo , 即 党 "y= 1, 显 然 适合 


4 + y=1, ,同时 yp =0 时 也 有 此 形式 . 
又 由 于 P 在 ! 上, 故 Axp + Byp =1, 从 而 易 验证 所 有 .PE ) 痢 过 一 定点 M( Aa’ , Bb’ ). 


9, 者 4 = 人 0, 则 弦 PO 在 直线 y= hh,h = -Eel(- b,b) 上 .Saon =2" 广 "aA 1- 扣 .1i1< 生 ， 
去 (好 + 如 一 及 )= 动 吧 , 其 中 等 号 当 且 仅 当 2 如 = 六 即 如 天 =2C? 时 取得 . 


当 4 关 0, PQ 的 方程 可 写成 y+ x+m=0,4= 了 ,m= 上 , 代 入 椭圆 方程 消去 ,得 
(a + HA)Y +2Amb y+ ptm)=0, 
jmb? bp 2 Ed 
了 是 tp 下 + 奈 村 ， 
4 p22 2J27 2 
(p= rn an + A mm) 


(a + A Y 
记 中 + 入 = 于, 又 Saore = 方 lml*1y -为 | 于 是 


2 —_ mi+i=-m ye re 
当 且 仅 当 := 一 一, 即 w+ 如 A =2m 时 等 导 取 得 ,这 时 gM? 4bB=20. 


ee 
10. 由 已 知 得 贺 的 方程 为 (x x){x- wx)+(y-y)(y-y,)=0, 
页 阅 + 拉 = 和 (和 二 邮 )+ 放 和 儿 二 和) 一 区 各 一 放 力 
(x + yx + x) + (y+ ya ] (vw + yyy2). 
记 z = ty A=rrm + ny B= ++R+R, 则 YEP aviB+r24) -4 一 VE 二 
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方 (V B+2A+v B-24A)—,2z< B+v BB -4A. 令 x = acosa, y= psina,x = acosp,y = bsinf, 则 
B24,B-24= 4 43E(asint LFF + boog SHE), B+2A= A008 43E (a oo08 SHE + Bb- 
sin” < 二) , 则 B44 <(o+h). 故 2z<2a + oat+b,m r+y :a + 可 咏 . 

11. 令 LRPF=a, CPP 下 = L 人 站 下 P=7, 则 二 =4sn 全 sm 全.sm 过 .又 cos SY 
a No BY _ a 


nl sineg _ 2 pm. eae._,. —y 
Xe= TpF 1+ |PF| os 一 硬 -六 ' 即 sn 各- eneos 后 37, 并 将 其 代入 ( * ) 式 ,有 
2 


2e(l— e):cos EY 2ell - 2), 其 中 等 号 成 立 当 有 目 仅 当 B8=Y. 
12. 下 列 关 系 中 的 每 一 个 都 使 得 椭圆 的 离心 率 为 m: 
(1) 椭 图 长 轴 的 长 是 其 焦距 的 一 信 ; 


| 
中 


(2) 椭 图 长 轴 的 长 是 其 短 轴 长 的 倍 ; 


1 
lm 


3 上 一 一; 
(3) 椭 圆 的 焦距 与 短 轴 长 之 比 为 a 
(4) 椭 图 的 短 半 轴 6 与 长 半 轴 a、 半 焦距 ¢ 的 乘积 的 算术 平方 根 成 正比 , 即 六 = 妨 *ac, 且 比例 系 


数 天 为 / Lm, 
(5) 椭 圆通 径 的 长 等 于 长 轴 长 的 (1 - m pi 
(6) 椭 圆 两 准 线 间 的 距离 等 于 其 焦距 的 二 信 ; 
07) 相国 的 通 生长 等 于 其 焦点 到 相应 淮 线 中 离 的 2m 信 ， 
(8) 椭 圆 短 轴 一 端点 到 椭圆 一 焦点 的 噬 高 是 该 焦点 到 长 轴 较 近 端 点 虐 离 的 了 一 信 ， 
(9) 内 接 和 矩形 的 最 大 面积 为 2 IT ma?; 


到 十 哪 画 刘 用 


第 二 十 九 章 ” 双 曲 线 的 性 质 及 应 用 
习题 A 
1. 延长 FP SOF, 的 延长 线 亦 于 只 版 ,由 0 在 双 坦 线 上 , 且 Fi,F, 为 其 焦点 , 则 | 户 RI = 


IORI-10F1=10Pm1-10m1=2c, 即 |1OP1 = 本 1PRl = 6. 反 之 ,可 证 以 原点 为 圆心 , e 为 半径 的 
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次 天 言 关 车 手心 克 寺 同和 冻 眶 O 


周 吾 便 喧 全 五 和 怀 浴 江 问 谋 奖 O 


圆 ( 除 点 ( - a,0),(a,0)) 上 的 点 满足 条 件 . 
2. 曲线 化 为 标准 方程 为 扰 + 车 = 1 与 乞 - 委 =1. 由 直线 与 两 曲线 相 切 的 充 要 条 件 ,有 


164* +9B = ec ， ee 
Lg -TB =e 求 得 { < 士 $ 归 . 
从 而 所 求 公 切 线 方程 为 x+ y+t5=0 与 x-y4+5=0. 


3. 过 P,0 点 分 别 作 两 渐 近 线 的 垂 线 PA,PB,0C,0D, 显 然 人 PBQO'n A 人 OC0' , 则 T9071 = Ti 


ee T 扬 |. 由 于 双 曲 线 上 任 一 点 到 两 渐 近 线 距离 之 积 为 定 值 , 即 L PA11PB1= 1QC1 10D1, 故 


1001 _ IPP'! [00'| | PP' | 
-151 多- 10P1, 亦 即 TOOT+TET= 本 PT 


4. ee 本 = 六 ,可 设 灾 = 只 ,中 =16A(h> 


0), 所 求 双 曲线 方程 为 大 - 全 =1. 因 直线 8x +2y7y -16=0 与 其 相 切 , 由 性 质 5, 有 嫩 '914 -28*16% = 1@， 


得 ) = =2, 故 所 求 双 曲线 方程 为 失 - 把 37 = 


习题 B 
1. 原 方程 可 化 为 好 - -5 二 = 1 由 >1 知 -到 ->0. 又 4(0,1), 于 是 以 4 为 焦点 ,M(0， 


mm) 为 顶点 开口 向 下 的 抛物 线 方程 为 x* = -4(m-1)(07- ee y= -x 与 (ll- a)x+tay=e 
得 P( -a,a). 


又 在 抛物 线 上 ,有 a = -Am- (a-m).(*) 而 hw = 于, 即 有 m= akw + a 并 代入 


(x ) 式 ,得 4akr +4(a -1)hw -a=0. 因 寺 <hmw < 记 , 且 44a>0, 则 关于 hw 的 二 次 方程 的 判别 式 


A=[4(a-1)]+4:4a'a>0 成 立 . 令 A( 上 ) =4ak? +4(a -1)k -a, 而 此 抛物 线 的 对 称 轴 方 程 为 = 


TP es 
-4 2a ' 由 o>1; 


联 立 4a>0 与 扩 广 )* 凡 广 )<0, 即 (4a* 让 +a-1- a)"(4a* 计 + 和 《<-a)<0, 即 


( 才 a-1D( 方 as- 本 )<0, 故 了 < es4 为 所 求 
2, 设 A(asect, btand), Plasecal, btanal ), O( asecas, btanaz), 则 lpo: (x =- asecal)(btanal — 


站 | 十 底 2 


jtanaz ) = (7 - blanai ) (asecai ~ asecaz) , 即 Iro: boos 全 全 -asin Sy— ab*oos = 人 心 , 
boos 2 了 a -8 aa 一 
又 和 = 一 一 bo = 一 7 因此 必 ， ko = 一 工 全 六 cos 本 “cog 7 十 
asin 一 asin 一 5 


“5i in = Qe [eos 0)+o08 +a [eos 3 -co 7 +0)]=0 
到 2 2 2 rE 
br' cos HF We 3 osin 人 计时" bcos 到 二 二 = 0. 由 此 式 , 知 直线 


PO 恒 过 定点 ( osecb ,btanf* 和 全 ). 


第 三 十 章 ”抛物 线 的 性 质 及 应 用 


习题 A 

1 设 抛物 线 的 极 坐标 方程 p= 一 555, 则 弦 48 分 为 FA, FB, 且 TEAT + TRB + 
1+oosg _ 2 

P Pp 


2. 连 DC, 则 BDX = CDX .由 例 9( 了) 的 道 命 题 , 知 1DO| = |1OB1. 

3. 连 PN, 则 PNM = ONM .又 由 PON = 人 PMN =90, 知 N,Q, 及,P 四 点 共 贺 ,从 而 由 同 圆 
中 等 圆周 角 所 对 的 芝 相 等 ,得 1PUWI = | MOT. 

4. 设 存在 两 点 P,Q 关于 x + y=0 对 称 , 设 Po 的 中 点 为 及 (xo ,yo). 设 PO 的 参数 方程 为 


%= Xo + tooats° = 知 + 万 


(: 为 参数 ), 代 和 抛物 线 方程 ,化 简 得 号 + (axo - 二) t+ md - 


y = 加 + tin5 = 加 + 万 Y2 


1 | 
yo 一 1=0. 由 + =V2am -万 =0, 得 加 =36; 则 hh= -元 ， 


又 4 <0, 则 之 (a -yo 一 1) =23 一 4} <0, 故 a > 地 为 所 求 
5. 由 抛物 线 定义 , 知 | PRI = 1PF1,]0S|=10F1, 有 PRF = 人 PFR, 人 QFS = 一 FS0, 从 而 知 
LRFS=90. 又 R=(atb)-(a-6)=4ab, 则 |RS1=2VB. 而 以为 RS 中 点 , 故 | MF -了 


RSI = ab. 
6. 设 M(xo， 0 di), 则 (y+) =xr0+d,(y ~ d) = 


z dh .由 此 两 式 相 减 得 yo = 区 et ee 


了 , 则 大 = 到 (9-4 丰 ). 于 是 和 = 林 呈 丰 + 村 (9-4d)= -二 + 和 +2- 全 > 总 , 当 且 公 


当 di = 上 冯 时,(m)。 = 号 , 即 M 到 y 轴 最 短 距 离 为 


7.1x) = (所 -3 + (z-2)2 44/ (本 -十 靖 +(z-0) ,可 视 为 抛物 线 y= 二 吉 上 一 点 (%， 


拖 ) 到 两 定点 4(2,3),B(0, 工 ) 的 距离 和 的 最 小 值 ,而 媚 怡 为 焦点 , 故 A 到 其 准 线 的 距离 考 为 所 求 . 
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二 百 半 喧 相 于 性 洛 汪 同和 江上 病 9 


滴 瑟 半天 于 扫 虱 泣 四 同 芳 下 O 


习题 B 
1. 因 C(a,) 与 C(a:;) 两 圆 相 切 , 且 都 与 x 轴 相 切 , 则 VY (m -a +(a-a) =art 


有 2 即 (a -or1) =4aia 而 >o>…>aw>0 则 oa -wii=2aac 即 mi= 3 一 


1 -去 =2, 故 数列 | 二 | 是 以 二 - = 2 为 首 项 ,公差 4= 2 的 等 差 数列 ,从 而 


而 二 = 三 
二 0 1)d,Bh 


二 =2n,0, = 训 , 故 C(a ) 的 周 长 为 5 王 , 所 以 S$。= 持 ( 言 + 立 +…+ 证 )= 卫 岂 立 ， 

2, 设 四 点 4 ,4 ,4 ,A 共 阅 的 圆 方程 为 好 +Y+D+Ey+F= 0, 并 与 Y=x 联 立 消去 x， 得 
y+{(l+D)y + Ey+ 0 有 
pp 同 理 和 ww = 地 寺 训 和 .从 而 由 二 y= 一 《+y), 知 后 4 = -各 ， 即 直线 P4, PB 的 倾角 


互补 ,有 一 P4B = 人 PB4. 故 PP 点 轨迹 是 线段 4B 的 中 垂 线 ,除去 它 与 x 轴 的 交点 和 与 多 = x 的 交点 . 

3.( 了 工 ) 半 图 方程 为 [x - (a+4] 了 +=16(y 宇 0) ,并 与 六 =4ax(a >0) 联 立 消 去 YY, 得 x -(8- 
2a)x+ a(l(a+8)=0, 

设 M(x ,91) ,N(x ,92), 则 IAM| = x + a lAN| = x + a;y 雹 1AMI + 1AN| = x + x +2a= (8- 
2a)+2a=$. 

( 卫 ) 着 存在 a 使 14M1,1AP1,1ANI 成 等 差 数 列 , 分 别 过 ii ,P, w 作 准 线 x = - a 的 垂 线 段 MM ， 
PP ,NN , 则 由 抛物 线 定义 ,有 21AP1= |1AMI+ 1AN1=1MMi1+ 1NN1=21PP,|. 叉 过 P 作 PT/ y 
轴 交 抛物 线 于 7, 旦 过 了 作 77, | 准 线 x= -于 也 , 则 1PPII=177 1, 从 而 214P1=2177,1. 又 
17T.1= 1471, 则 214P1=21471, 即 14P1 = 147T1, 这 显然 与 了 点 不 在 抛物 线 上 牙 盾 . 故 不 存在 这 样 
的 a 使 得 214P1 等 于 | AMI + 1AN]|. 


1 + Mi 
4. 设 P.(yi,y), Q.(Yi, Y fy Re | 本 消去 y, ,得 
OE Ee ! i _] +A 国 
1 十 从 
(A + ys +2ghi+1l) = 一 1 所 以 1=(y +1)， 
PM PM PM PM 


因 y yy; ;14 成 等 差 数 列 , 设 公差 为 gz0, 则 MO' ~ MOx ) ~ (or ~ WO) = (》 一 ha) = 
(As— A)= -dy ty +2) (y+ y+2)]= -dd-4d)=4d >0. 
5, 必要 性 : 设 直 线 4B 交 x 轴 于 定点 Wim,0), 当 产生 0 时 ,4B 不 可 能 垂直 于 x 轴 , 设 其 斜率 为 


#, 易 见 丰 zx0,48 的 方程 为 y= k(x - m) ,直人 0 消去 x ,得 并 六 - y- jm =0, 此 方程 两 根 


有 y+ = -2pm; 当 中 >0 时 ,者 4B 不 垂直 于 x 轴 ,同上 有 和 + 和 = -2pmn; 若 4B 1 x 轴 , 有 x%= 


| m, 与 y=2px 联 立 有 YY -2pm=0, 故 亦 有 yy = -2pm. 


SEE 
| D> 


充分 性 : 设 yy =4, 当 A >0 时 ,4， B 在 x 轴 同 一 侧 ， 则 kw 存在 且 ka = 妇 二 人 = 下 一 ,4B 的 


XX V+ Ys 


方程 为 y -x = - 22 (zx-a). 又 ai= 台 , 令 y=0 有 - 闪 - 廊 办 =2px -并 ), 故 x= 二 


- 蕊 ,所 以 直线 AB 交 x 轴 于 定点 ( -站 ,9); 当 1 <0 时 ,4, 有 8 在 * 轴 异 侧 ,车 ks 存在 ,同上 4B 过 定 


点 (- 世 ,0), 若 5 不 存在 , 则 EL 三 X= -yy = 2 三 = 并， 于 | = 和 = 基 = 到， 即 直线 AB 与 x 


轴 交 于 点 ( - 蕊 ,90); 当 1 =0 时 ,直线 4B 过 原点 ,也 满足 过 点 ( - 蕊 ,0). 


6. 可 设 直线 1 的 方程 为 x= my+ a(mz#0), 代 入 y=2prx 得 六 -2pmy -2pa =0. 设 A(xi,Y1)， 
B( x; ,yz ) , 刚 1 Ya 三 -2pa. 因 ,8 不 在 同一 象限 , 故 ~ 与 入 异 号 , 即 -2pa<0. 再 由 p>0, 得 > 


洁 囊 全 喧 避 五 避 潍 活 加 入 奖 0 


因 入 =, 所 以 关 | 语 2 兰 候 . 


过 4, 有 两 点 分 别 作 * 轴 的 垂 线段 4C, BD, 则 tan 人 ANC -1 多 = 旦 ,mzawp=| 角 1- 


P23 . 因 人 4NB 被 x 轴 平 分 ,人 ANC = 人 BND, 由 wm 人 ANC = tan 人 BND, 肝 <! = 半 <P2, 凤 


%2 十 ad 十 全 | 


(Ww -Vm)(V WH- 号 )=0. 因 48 不 重 直 * 轴 , 即 各 尖 和 ,Ya -和 尖 0, 即 有 VW 志 好 = 疙 


从 而 a= 号 , 故 直 线 1 的 方程 为 x= my + 号 ,过 抛物 线 焦点 (器 ,0) . 故 4B 为 焦点 纺 . 


7.( 工 ) 设 直线 Po 与 x 轴 成 9 角 , 抛 物 线 上 横 坐 标 为 x 的 点 到 直线 PO 的 距离 为 I(x), 过 同一 点 
作 垂直 于 x 轴 的 直线 夹 在 直线 PO 与 抛物 线 弧 之 间 的 线 眉 长 为 h(x), 则 有 1(x) = h(x)* cos0， 


h(x) = oz - (ar - bx+5). 注 意 P,Q 模 坐标 之 差 的 绝对 值 为 1, 故 可 设 其 横 坐 标 分 别 为 = 干 于 .又 


Sh 


P,Q 点 处 的 模 坐 标 是 h(x) =0 的 解 , 则 h(x)= -afx-(a- 二 )][x-(a+ 二 )]= -af(x-a)- 
卫 ] .因此 , 当 *= a 时 ,A(x) 最 大 ， 


又 eos0 = 一， ,而 天 ax)= 一 fa, 所 以 d= h(ta)* cos0 = /Vv a +l 


(1 )a= 诗人 a + 二 ,而 + 2 = 证 即 a=1 取 等 号 ), 因 此 ,a=1 时 ,d 最 大 .这 时 , 令 


h(x)=a x— (ox — bx+b) =0, 其 两 根 为 廊 (5+1) 土 v (8+1) -46, 因 两 根 差 的 绝对 值 为 1, 故 有 
《b+1) ~-4b=1, 解 得 5=0,2. 即 (a,85) = (1,0) 或 (1,2) 时 ,4 值 最 大 . 
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